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คํานํา 
 
 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.) มีหน้าที่ในการ
พัฒนาหลักสูตร วิธีการเรียนรู้ การประเมินผล การจัดทําหนังสือเรียน คู่มือครู แบบฝึก
ทักษะ กิจกรรม และสื่อการเรียนรู้เพ่ือใช้ประกอบการเรียนรู้ในกลุ่มสาระการเรียนรู้
วิทยาศาสตร์และคณิตศาสตร์ของระดับการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน 
 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ช้ันมัธยมศึกษาปีที่ ๕ เล่ม ๑ น้ี จัดทําตาม 
ผลการเรียนรู้ กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลักสูตร
แกนกลางการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑ โดยมีเน้ือหาสาระ ข้อเสนอแนะ
เก่ียวกับการสอน แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน การวัดผลประเมินผลระหว่างเรียน 
การวิเคราะห์ความสอดคล้องของแบบฝกึหัดท้ายบทกับจุดมุ่งหมายประจําบท ความรู้เพ่ิมเติม
สําหรับครู ซึ่งเป็นความรู้ที่ครูควรทราบนอกเหนือจากเน้ือหาในหนังสือเรียน ตัวอย่าง
แบบทดสอบประจําบทพร้อมเฉลย รวมท้ังเฉลยแบบฝึกหัด ซึ่งสอดคล้องกับหนังสือเรียน
รายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ช้ันมัธยมศึกษาปีที่ ๕ เล่ม ๑ ที่ต้องใช้ควบคู่กัน 
 สสวท. หวังเป็นอย่างย่ิงว่า คู่มือครูเล่มน้ีจะเป็นประโยชน์ต่อการจัดการเรียนรู้ 
และเป็นส่วนสําคัญในการพัฒนาคุณภาพและมาตรฐานการศึกษากลุ่มสาระการเรียนรู้
คณิตศาสตร์ ขอขอบคุณผู้ทรงคุณวุฒิ บุคลากรทางการศึกษา และหน่วยงานต่าง ๆ ที่มีส่วน
เก่ียวข้องในการจัดทําไว้ ณ โอกาสน้ี 

             
                                 (ศาสตราจารย์ชูกิจ  ลมิปิจํานงค์) 

   ผู้อํานวยการสถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

  



คําชี้แจง 
 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.) ได้จัดทําผลการ
เรียนรู้และสาระการเรียนรู้เพ่ิมเติม กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 
๒๕๖๐) ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑ โดยมีจุดเน้นเพ่ือ
ต้องการพัฒนาผู้เรียนให้มีความรู้ความสามารถทางคณิตศาสตร์ที่ทัดเทียมกับนานาชาติ 
ด้วยการลงมือปฏิบัติทํากิจกรรมและแก้ปัญหาที่หลากหลายเพื่อให้ผู้เรียนเกิดทักษะและ
กระบวนการทางคณิตศาสตร์ รวมท้ังมีทักษะแห่งศตวรรษที่ ๒๑  สสวท. จึงได้จัดทําคู่มือ
ครูประกอบการใช้หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ช้ันมัธยมศึกษาปีที่ ๕ เล่ม ๑  
ที่เป็นไปตามมาตรฐานหลักสูตร เพ่ือเป็นแนวทางให้โรงเรียนนําไปจัดการเรียนการสอนใน 
ช้ันเรียน 
 คู่มือครูรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์ ช้ันมัธยมศึกษาปีที่ ๕ เล่ม ๑ น้ี ประกอบด้วย
เน้ือหาสาระ ข้อเสนอแนะเกี่ยวกับการสอน แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน การ
วัดผลประเมินผลระหว่างเรียน การวิเคราะห์ความสอดคล้องของแบบฝึกหัดท้ายบทกับ
จุดมุ่งหมายประจําบท ความรู้เพ่ิมเติมสําหรับครูซึ่งเป็นความรู้ที่ครูควรทราบนอกเหนือจาก
เน้ือหาในหนังสือเรียน ตัวอย่างแบบทดสอบประจําบทพร้อมเฉลย รวมท้ังเฉลยแบบฝึกหัด  
ซึ่งครูผู้สอนสามารถนําไปใช้เป็นแนวทางในการวางแผนการจัดการเรียนรู้ให้บรรลุ
จุดประสงค์ที่ต้ังไว้ โดยสามารถนําไปจัดกิจกรรมการเรียนรู้ได้ตามความเหมาะสมและความ
พร้อมของโรงเรียน  ในการจัดทําคู่มือครูเล่มน้ี ได้รับความร่วมมือเป็นอย่างดีย่ิงจาก
ผู้ทรงคุณวุฒิ คณาจารย์ นักวิชาการอิสระ รวมทั้งครูผู้สอน นักวิชาการ จากสถาบัน และ
สถานศึกษาทั้งภาครัฐและเอกชน จึงขอขอบคุณมา ณ ที่น้ี  
 สสวท. หวังเป็นอย่างย่ิงว่า คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ช้ันมัธยมศึกษา 
ปีที่ ๕ เล่ม ๑ น้ี จะเป็นประโยชน์แก่ผู้สอนและผู้ที่เก่ียวข้องทุกฝ่าย ที่จะช่วยให้จัดการศึกษา
ด้านคณิตศาสตร์ได้อย่างมีประสิทธิภาพ หากมีข้อเสนอแนะใดที่จะทําให้คู่มือครูเล่มน้ี 
มีความสมบูรณ์ย่ิงขึ้น โปรดแจ้ง สสวท. ทราบด้วย จะขอบคุณย่ิง 
 
 
                                           สถาบนัส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

                                                              กระทรวงศึกษาธิการ 
 



แนะนําการใช้คู่มือครู 
 

ในหนังสือเล่มน้ีแบ่งเป็น 3 บท ตามหนังสือเรียนหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ 
ช้ันมัธยมศึกษาปีที่ 5 เล่ม 1 โดยแต่ละบทจะมีส่วนประกอบ ดังน้ี 

 

 

ตัวชี้วัด 

 

ตัวช้ีวัดระบุสิ่งที่นักเรียนพึงรู้และปฏิบัติได้ รวมทั้งคุณลักษณะของผู้เรียนในแต่ละ
ระดับช้ัน ซึ่งสะท้อนถึงมาตรฐานการเรียนรู้ มีความเฉพาะเจาะจงและมีความเป็น
รูปธรรม นําไปใช้ในการกําหนดเน้ือหา จัดทําหน่วยการเรียนรู้ จัดการเรียนการสอน 
และเป็นเกณฑ์สําคัญสําหรับการวัดประเมินผลเพ่ือตรวจสอบคุณภาพผู้เรียน 
 

 

จุดมุ่งหมาย 

 

เป้าหมายที่นักเรียนควรไปถึงหลังจากเรียนจบบทน้ี 
 

 

ความรู้ก่อนหน้า 

 

ความรู้ที่นักเรียนจําเป็นต้องมีก่อนที่จะเรียนบทน้ี 
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ระมัดระวัง จุดประสงค์ของตัวอย่างที่นําเสนอในหนังสือเรียน  เน้ือหาที่ควรทบทวน
ก่อนสอนเน้ือหาใหม่ และประเด็นที่ครูควรตระหนักในการสอน 

 

 

ความเข้าใจคลาดเคลื่อน   
 

ประเด็นที่นักเรียนมักเข้าใจผิดเกี่ยวกับเน้ือหา  
 

 

ประเด็นสําคญัเก่ียวกับแบบฝึกหัด 

 

ประเด็นที่ครูควรทราบเก่ียวกับแบบฝึกหัด เช่น จุดมุ่งหมายของแบบฝึกหัด 
เน้ือหาที่ควรทบทวนก่อนทําแบบฝึกหัด และเรื่องที่ครูควรให้ความสําคัญในการ
ทําแบบฝึกหัดของนักเรียน 

 

 

กิจกรรมในคู่มือครู  
 

กิจกรรมที่คู่มือครูเล่มน้ีเสนอแนะไว้ให้ครูนําไปใช้ในช้ันเรียน ประกอบด้วยกิจกรรม
นําเข้าสู่บทเรียน ที่ใช้เพ่ือตรวจสอบความรู้ก่อนหน้าที่นักเรียนจําเป็นต้องทราบก่อน
เรียนเน้ือหาใหม่ และกิจกรรมท่ีใช้สําหรับสร้างความคิดรวบยอดในเน้ือหา โดย
หลังจากทํากิจกรรมแล้ว ครูควรเช่ือมโยงผลที่ได้จากการทํากิจกรรมกับความคิด
รวบยอดท่ีต้องการเน้น ทั้งน้ี ครูควรส่งเสริมให้นักเรียนได้ลงมือปฏิบัติกิจกรรม
เหล่าน้ีด้วยตนเอง  
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กิจกรรมท่ีนักเรียนสามารถศึกษาเพ่ิมเติมได้ด้วยตนเอง เพ่ือช่วยพัฒนาทักษะการ
เรียนรู้และนวัตกรรม (learning and innovation skills) ที่จําเป็นสําหรับศตวรรษที่ 21 

อันได้แก่ การคิดสร้างสรรค์และนวัตกรรม (creative and innovation) การคิด
แบบมีวิจารณญาณและการแก้ปัญหา (critical thinking and problem solving)  
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     บทท่ี 1 | ฟงกชันตรีโกณมิติ  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 1 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 บทท่ี 1  

ฟงกชันตรีโกณมิติ 

ตรีโกณมิติ เปนเรื่องท่ีนักเรียนไดศึกษามาบางแลวในระดับมัธยมศึกษาตอนตน ซ่ึงอยูในรูปอัตราสวน
ของความยาวดานของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก และสวนมากนําไปประยุกตในเรื่องระยะทางและ
ความสูง ดวยเหตุนี้อาจทําใหนักเรียนบางคนคิดวาตรีโกณมิติเปนวิชาท่ีเก่ียวกับดานและมุมของ
รูปสามเหลี่ยมเทานั้น แตในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 
จะศึกษาตรีโกณมิติในรูปของฟงกชันของจํานวนจริงและฟงกชันของมุม โดยเริ่มดวยฟงกชันไซน
และโคไซน คาของฟงกชันไซนและโคไซนของจํานวนจริงบางจํานวน คาของฟงกชันไซนและโคไซน
ของจํานวนจริงใด ๆ ฟงกชันตรีโกณมิติอ่ืน ๆ ฟงกชันตรีโกณมิติของมุม ฟงกชันตรีโกณมิติของมุม
ของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก กราฟของฟงกชันตรีโกณมิติ ฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลตาง
ของจํานวนจริงหรือมุม ตัวผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติ เอกลักษณและสมการตรีโกณมิติ กฎของ
โคไซนและกฎของไซน และการหาระยะทางและความสูง 

ในบทเรียนนี้มุงเนนใหนักเรียนบรรลุผลการเรียนรูตามสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม และบรรลุ
จุดมุงหมายดังตอไปนี้ 

 
ผลการเรียนรูและสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

ผลการเรียนรู 
• เขาใจฟงกชันตรีโกณมิติและลักษณะ 

กราฟของฟงกชันตรีโกณมิติ และ
นําไปใชในการแกปญหา 

• แกสมการตรีโกณมิติ และนําไปใชในการ
แกปญหา 

• ใชกฎของโคไซนและกฎของไซนในการ
แกปญหา 

สาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 
• ฟงกชันตรีโกณมิติ 
• ฟงกชันตรีโกณมิติผกผัน 
• เอกลักษณและสมการตรีโกณมิติ 
• กฎของโคไซนและกฎของไซน 
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จุดมุงหมาย 

1. หาคาของฟงกชันตรีโกณมิติ 
2. หาคาบ แอมพลิจูด เรนจ และเขียนกราฟของฟงกชันตรีโกณมิติ 
3. ใชฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลตางของจํานวนจริงหรือมุมในการแกปญหา  
4. หาคาของฟงกชันผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติ 
5. พิสูจนเอกลักษณของฟงกชันตรีโกณมิติ 
6. แกสมการตรีโกณมิติ 
7. ใชกฎของโคไซนและกฎของไซนในการแกปญหา  
8. ใชความรูเก่ียวกับฟงกชันตรีโกณมิติในการแกปญหา 

 

 
ความรูกอนหนา 

• ความรูเก่ียวกับทฤษฎีบทพีทาโกรัสในระดับมัธยมศึกษาตอนตน 
• ความสัมพันธและฟงกชัน 
• เรขาคณิตวิเคราะห 

 

 

 

ipst.me/8447 

http://ipst.me/8447
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1.1 เนื้อหาสาระ 

1. การกําหนดคาของฟงกชันตรีโกณมิติ ทําไดโดยใชวงกลมรัศมียาว 1 หนวย ซ่ึงมีจุดศูนยกลาง
อยู ท่ีจุดกําเนิดเปนหลักในการกําหนดคาของฟงกชันตรีโกณมิติ และจะเรียกวงกลม
ดังกลาววา วงกลมหนึ่งหนวย วงกลมนี้เปนกราฟของความสัมพันธ 

( ){ }2 2, 1x y x y∈ × + =y y   

เม่ือกําหนดจํานวนจริง θ  จากจุด ( )1, 0  วัดระยะไปตามสวนโคงของวงกลมหนึ่งหนวยให

ยาว θ  หนวย จะถึงจุด ( ),x y  ซ่ึงอยูบนวงกลมหนึ่งหนวย โดยมีขอตกลงสําหรับทิศทาง

ของการวัดดังนี้  
เม่ือ 0θ >   จะวัดสวนโคงจากจุด ( )1, 0  ไปในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

เม่ือ 0θ <   จะวัดสวนโคงจากจุด ( )1, 0  ไปในทิศทางตามเข็มนาฬิกา 

เม่ือ 0θ =   จุดปลายสวนโคงคือจุด ( )1, 0   

2. กําหนดฟงกชัน :f →y y  และ :g →y y  สําหรับแตละจํานวนจริง θ  ใด ๆ 
( )f xθ =   
( )g yθ =  

เม่ือ ( ),x y  เปนจุดปลายสวนโคงของวงกลมหนึ่งหนวยท่ีวัดจากจุด ( )1, 0  ยาว θ  หนวย 

ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาหรือตามเข็มนาฬิกา 

เรียกฟงกชัน g  และ f  ดังกลาวนี้วา ฟงกชันไซน และ ฟงกชันโคไซน ตามลําดับ 

และจะเขียนแทน g ดวย sin และเขียนแทน f  ดวย cos ดังนี้ 
 siny θ=   

 cosx θ=   
3. วงกลมหนึ่ งหนวย ซ่ึงมีจุดศูนยกลางอยู ท่ีจุด กํา เนิด เปนกราฟของความสัมพันธ  

( ){ }2 2, 1x y x y∈ × + =y y
 จะเห็นวา 1 1y− ≤ ≤  และ 1 1x− ≤ ≤  ดังนั้น คาของฟงกชันไซน

และฟงกชันโคไซนเปนจํานวนจริงตั้งแต 1−  ถึง 1 นั่นคือ เรนจของฟงกชันไซนและฟงกชัน
โคไซน คือ เซตของจํานวนจริง ตั้งแต 1−   ถึง 1 และโดเมนของฟงกชันท้ังสอง คือ เซตของ
จํานวนจริง 

4. จากสมการ 2 2 1,x y+ =  siny θ=  และ cosx θ=  จะไดความสัมพันธของ sinθ  และ cosθ  

ดังนี้ 2 2cos sin 1θ θ+ =  เม่ือ θ  เปนจํานวนจริงใด ๆ 
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5. ให θ  เปนจํานวนจริงใด ๆ และ n  เปนจํานวนเต็ม จะได 
 sinθ  =  ( )sin 2nθ π−  
 cosθ  =  ( )cos 2nθ π−  

6. การหาคาของฟงกชันไซนและโคไซนของจํานวนจริงตั้งแต 0 ถึง 2π  มีขอสรุปดังนี้ 

ให α  เปนจํานวนจริง ซ่ึง 0
2
πα< <   

 ( )sin π α−  =     sinα  

 ( )cos π α−  =  cosα−  

 ( )sin π α+  =  sinα−  

 ( )cos π α+  =  cosα−  

 ( )sin 2π α−  =  sinα−  

 ( )cos 2π α−  =     cosα  

7. นอกจากฟงกชันไซนและโคไซน ยังมีฟงกชันตรีโกณมิติท่ีสําคัญอีกหลายฟงกชัน ดังตอไปนี้ 
ฟงกชันแทนเจนต เขียนแทนดวย tan 
ฟงกชันเซแคนต เขียนแทนดวย sec 
ฟงกชันโคเซแคนต เขียนแทนดวย cosec หรือ csc  
ฟงกชันโคแทนเจนต เขียนแทนดวย cot  

8. บทนิยาม 1 
สําหรับจํานวนจริง θ  ใด ๆ  

 tanθ  =  sin
cos

θ
θ

 เม่ือ cos 0θ ≠  

 secθ  =  
1

cosθ
  เม่ือ cos 0θ ≠  

 cosecθ  =  1
sinθ

 เม่ือ sin 0θ ≠  

 cotθ  =  
cos
sin

θ
θ

 เม่ือ sin 0θ ≠    
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9. โดเมนของฟงกชัน tan  และ sec  คือ ( )2 1
,

2
n

x x n
π + − = ∈ 

  
y   

โดเมนของฟงกชัน cot  และ cosec  คือ { },x x n nπ− = ∈y   

เรนจของฟงกชัน tan  และ cot  คือ y  

เรนจของฟงกชัน sec  และ cosec  คือ { }1 1x x− − < <y  

10. ความสัมพันธระหวางฟงกชันตรีโกณมิติ  
1cot

tan
θ

θ
=    เม่ือ tan 0θ ≠    

2 21 tan secθ θ+ =    เม่ือ cos 0θ ≠  
2 21 cot cosecθ θ+ =   เม่ือ sin 0θ ≠  

11. ตารางแสดงคาของฟงกชันตรีโกณมิติของจํานวนจริง θ  บางจํานวน เม่ือ 0
2
πθ≤ ≤   

θ   sinθ   cosθ   tanθ   cosecθ   secθ   cotθ   

0 0 1 0 ไมนิยาม 1 ไมนิยาม 

6
π   1

2
  3

2
 3

3
  2 2 3

3
 3   

4
π  2

2
 2

2
 1 2   2  1 

3
π  3

2
 

1
2

 3  2 3
3

 2 3
3

 

2
π  1 0 ไมนิยาม 1 ไมนิยาม 0 

 
12. กําหนดสวนของเสนตรง AP  ตองการสราง ˆPAQ   ใหมีขนาด 30 องศา โดยใชโพรแทรกเตอร 

วัดขนาดของมุม ทําไดโดยวางโพรแทรกเตอรทับสวนของเสนตรง AP  ซ่ึงสามารถวัดขนาด
ของมุมท่ีตองการสรางได 2 แบบ คือ วัดในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา และวัดในทิศทางตามเข็ม
นาฬิกา ดังรูป 
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เรียก A  วา จุดยอด ของมุม 
เรียกสวนของเสนตรง AP  วา ดานเริ่มตน ของมุม 

เรียกสวนของเสนตรง AQ  และ ′AQ  วา ดานส้ินสุด ของมุม 
13. การวัดขนาดของมุมทําไดโดยการวัดจากดานเริ่มตนไปยังดานสิ้นสุด สําหรับการบอกขนาด

ของมุมมีขอตกลงวา ถาวัดมุมในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา จะแสดงขนาดของมุมดวยจํานวน
จริงบวก แตถาวัดมุมในทิศทางตามเข็มนาฬิกา จะแสดงขนาดของมุมดวยจํานวนจริงลบ 

14. หนวยในการวัดมุมในท่ีนี้มี 2 ประเภท ไดแก องศาและเรเดียน 
องศา  เขียนแทนดวยสัญลักษณ o  โดยมุมท่ีดานเริ่มตนและดานสิ้นสุดทับกันมีขนาด 0 

องศา หรือ 360 องศา และแบงหนวยองศาออกเปนหนวยยอยคือ ลิปดา ( '  ) และ พิลิปดา 
( ''  )  ดังนี้  

  1  =  60′  
  1'  =  60''  

เรเดียน เปนหนวยวัดมุมท่ีมีคาเปนจํานวนจริง โดยมีขอตกลงวามุมท่ีจุดศูนยกลางของ
วงกลมซ่ึงรองรับดวยสวนโคงของวงกลมท่ียาวเทากับรัศมีของวงกลมนั้นเปนมุมท่ีมีขนาด 1 
เรเดียน ซ่ึงการเขียนขนาดของมุมท่ีมีหนวยเปนเรเดียนมักจะไมเขียนหนวยกํากับไว ดังนั้น 
ถากลาวถึงขนาดของมุมโดยไมมีหนวยกํากับ ใหถือวามุมนั้นมีหนวยเปนเรเดียน 

ความสัมพันธระหวางองศาและเรเดียน คือ 
      360  องศา เทากับ  2π   เรเดียน 
หรือ      180  องศา เทากับ π   เรเดียน 
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15. เม่ือจุดยอดของมุมอยูท่ีจุด ( )0, 0  และดานเริ่มตนของมุมนั้นทาบไปตามแกน X  ทางบวก 

จะกลาววามุมนั้นอยูในตําแหนงมาตรฐาน 
16. เม่ือกําหนดมุมขนาด θ  เรเดียนใหหนึ่งมุม จะหาจุดท่ีดานสิ้นสุดของมุมนั้นตัดกับวงกลม

หนึ่งหนวยไดเพียงจุดเดียว และจุดนั้นจะเปนจุดปลายสวนโคงท่ียาว θ  หนวยดวย หรือ

สวนโคงของวงกลมหนึ่งหนวยท่ีรองรับมุม θ  เรเดียน จะยาว θ  หนวย จะเห็นไดวา ไมวาจะ

ใชวิธีวัดมุมหรือวัดความยาวสวนโคงของวงกลม จุดท่ีดานสิ้นสุดของมุมตัดกับวงกลมหนึ่งหนวย
จะเปนจุดเดียวกับจุดปลายสวนโคง 

17. ไมวาจะนิยามฟงกชันตรีโกณมิติในแงของมุมหรือในแงของความยาวสวนโคงของวงกลมหนึ่ง
หนวยท่ีรองรับมุม คาของฟงกชันตรีโกณมิติของจํานวนเหลานั้นจะเทากัน เชน cosθ  อาจ
หมายถึง cos ของมุมท่ีมีขนาด θ  เรเดียน หรือ cos ของจํานวนจริง θ   สําหรับการหาคาของ
ฟงกชันตรีโกณมิติของมุมท่ีมีหนวยเปนองศานั้นอาจหาไดโดยเปลี่ยนหนวยวัดขนาดของมุม
จากหนวยองศาใหเปนหนวยเรเดียนกอน แลวจึงหาคาของฟงกชันนั้น เชนเดียวกับการหาคา
ของฟงกชันตรีโกณมิติของจํานวนจริงท่ัว ๆ ไป  

18. ฟงกชันตรีโกณมิติของมุมของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 
กําหนดรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  ท่ีมี ˆACB  เปนมุมฉาก ดังนั้น ˆ 90BAC <   จะได 

 

 

 
19. ฟงกชันตรีโกณมิติเปน ฟงกชันท่ีเปนคาบ กลาวคือ สามารถแบงแกน X  ออกเปน ชวงยอย 

โดยท่ีความยาวของแตละชวงยอยเทากันและกราฟในแตละชวงยอยมีลักษณะเหมือนกัน 
ความยาวของชวงยอยท่ีสั้นท่ีสุดท่ีมีสมบัติดังกลาว เรียกวา คาบ ของฟงกชัน สําหรับฟงกชัน
ท่ีเปนคาบซ่ึงมีคาสูงสุดและคาต่ําสุด จะเรียกคาท่ีเทากับครึ่งหนึ่งของผลตางระหวางคาสูงสุด
และคาต่ําสุดของฟงกชันนั้นวา แอมพลิจูด 

 = 
ความยาวของดานตรงขามมุมฉาก 

ความยาวของดานตรงขามมุม  

 = 
ความยาวของดานตรงขามมุมฉาก 

ความยาวของดานประชิดมุม  

 = 

ความยาวของดานประชิดมุม  

ความยาวของดานตรงขามมุม  
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นั่นคือ ถา a  เปนคาสูงสุด และ b  เปนคาต่ําสุดของฟงกชันท่ีเปนคาบ แลวจะไดวาแอมพลิจูด

ของฟงกชันนี้คือ ( )1
2

a b−  

20. โดเมน คาบ แอมพลิจูด และเรนจของฟงกชันไซนและโคไซนในกรณีท่ัวไป สรุปไดดังนี้  
ฟงกชัน โดเมน คาบ แอมพลิจูด เรนจ 

( )sin , 0y nx n= >  
y 

2
n
π  1 [ ]1, 1−  

( )cos , 0y nx n= >  
y 

2
n
π  1 [ ]1, 1−  

( )sin , 0y a nx n= >  
y 

2
n
π  a  ,a a −   

( )cos , 0y a nx n= >  
y 

2
n
π  a  ,a a −   

 
21. ฟงกชันแทนเจนตเปนฟงกชันท่ีเปนคาบ และมีคาบเทากับ π  

ฟงกชันโคเซแคนตเปนฟงกชันท่ีเปนคาบ และมีคาบเทากับ 2π  
ฟงกชันเซแคนตเปนฟงกชันท่ีเปนคาบ และมีคาบเทากับ 2π  
ฟงกชันโคแทนเจนตเปนฟงกชันท่ีเปนคาบ และมีคาบเทากับ π  

22. คาของฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลตางของจํานวนจริงหรือมุม สรุปไดดังนี้ 

sin
2
π β − 
 

 = cosβ  

cos
2
π α − 
 

 = sinα  

( )cos α β−  = cos cos sin sinα β α β+  

( )cos α β+  = cos cos sin sinα β α β−  

( )sin α β−  = sin cos cos sinα β α β−  

( )sin α β+  = sin cos cos sinα β α β+  

( )tan α β−  = tan tan
1 tan tan

α β
α β
−

+
  เม่ือ tan tan 1≠ −α β  

( )tan α β+  = tan tan
1 tan tan

α β
α β
+

−
  เม่ือ tan tan 1α β ≠  
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23. คาของ ( )sin ,α β+  ( )sin ,α β− ( )cos α β+  และ ( )cos α β−  เม่ือนํามาบวกหรือลบกัน

จะไดความสัมพันธท่ีสําคัญดังตอไปนี้  
2sin cosα β  =  ( ) ( )sin sinα β α β+ + −   
2cos sinα β  =  ( ) ( )sin sinα β α β+ − −  
2cos cosα β  =  ( ) ( )cos cosα β α β+ + −  
2sin sinα β  =  ( ) ( )cos cosα β α β− − +  

24. ความสัมพันธอ่ืน ๆ เปนดังนี้ 

sin sinα β+  =  2sin cos
2 2

α β α β+ −   

sin sinα β−  =  2cos sin
2 2

α β α β+ −  

cos cosα β+  =  2cos cos
2 2

α β α β+ −  

cos cosα β−  =  2sin sin
2 2

α β α β+ −
−  

25. คาของฟงกชันตรีโกณมิติของจํานวนจริงซ่ึงเปนสองเทาของ α  แสดงไดดังนี้ 
sin 2α  =  2sin cosα α  
cos2α  =  2 2cos sinα α−  
cos2α  =  21 2sin α−  
cos2α  =  22cos 1α −  

tan 2α  =  2

2 tan
1 tan

α
α−

 เม่ือ 2tan 1α ≠  

26. เนื่องจากฟงกชันตรีโกณมิติไมเปนฟงกชัน 1 1−  ดังนั้น ตัวผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติจึงไม
เปนฟงกชัน แตถากําหนดโดเมนของฟงกชันตรีโกณมิติใหเหมาะสมจะพบวา ตัวผกผันของ
ฟงกชันตรีโกณมิติจะเปนฟงกชัน 
 

27. บทนิยาม 2 

ฟงกชัน arcsine  คือ เซตของคูอันดับ ( ),x y  โดยท่ี sinx y=  และ 
2 2

yπ π
− ≤ ≤   

28. บทนิยาม 3 
ฟงกชัน arccosine  คือ เซตของคูอันดับ ( ),x y  โดยท่ี cosx y=  และ 0 y π≤ ≤   
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29. บทนิยาม 4 

ฟงกชัน arctangent คือ เซตของคูอันดับ ( ),x y  โดยท่ี tanx y=  และ 
2 2

y− < <
π π   

30. ฟงกชันตรีโกณมิติท่ีกําหนดโดเมนเพ่ือใหตัวผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติเปนฟงกชัน  
มีโดเมนและเรนจเปนดังนี้ 

ฟงกชัน โดเมน เรนจ 

siny x=   ,
2 2
π π −  

 [ ]1, 1−  

cosy x=  [ ]0, π  [ ]1, 1−  

tany x=  ,
2 2
π π − 

 
  

y   

 
ฟงกชัน arcsine, arccosine และ arctangent มีโดเมนและเรนจ ดังนี้ 

ฟงกชัน โดเมน เรนจ 

arcsiny x=   [ ]1, 1−  ,
2 2
π π −  

 

arccosy x=  [ ]1, 1−  [ ]0, π  

arctany x=  
y   ,

2 2
π π − 

 
 

 
31. กราฟของฟงกชัน sine, cosine, tangent, arcsine, arccosine และ arctangent เปนดังนี ้

 
sin ,

2 2
y x xπ π
= − ≤ ≤   y =  arcsine , 1 1x x− ≤ ≤  
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cos , 0y x x π= ≤ ≤           y =  arccos , 1 1x x− ≤ ≤  

 
tan ,

2 2
y x xπ π
= − < <           y =  arctan ,x x∈y 

 
32. สมการตรีโกณมิติ คือ สมการท่ีมีฟงกชันตรีโกณมิติปรากฏอยู 

33. สมการตรีโกณมิติบางสมการ เชน 1cot
tan

θ
θ

=  จะเปนจริงสําหรับทุกคาของ θ  ท่ีทําให

หาคาของฟงกชันท่ีปรากฏอยูในสมการนั้นได คือ คาของ cot ,θ  tanθ   และ 1
tanθ

 เรียก

สมการท่ีมีสมบัติเชนสมการ 1cot
tan

θ
θ

=  วา เอกลักษณ 

34. การพิสูจนเอกลักษณเปนการแสดงใหเห็นวาจํานวนท้ังสองขางของเครื่องหมายเทากับของ
สมการเทากันจริง โดยใชความรูเก่ียวกับฟงกชันตรีโกณมิติ การพิสูจนเอกลักษณจึงชวยให
เห็นความสัมพันธตาง ๆ ระหวางฟงกชันตรีโกณมิติ และเอกลักษณท่ีพิสูจนแลวสามารถ
นําไปอางอิงในการพิสูจนเอกลักษณอ่ืน ๆ  
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35. การแกสมการตรีโกณมิติทําไดในทํานองเดียวกันกับการแกสมการท่ัวไป โดยอาศัยความรู
เก่ียวกับฟงกชันตรีโกณมิติ เพ่ือหาคําตอบของสมการ เนื่องจากฟงกชันตรีโกณมิติไมเปน
ฟงกชัน 1 1−  คาของฟงกชันตรีโกณมิติของจํานวนจริงหรือมุมใด ๆ อาจจะซํ้ากันได ดังนั้น 
ในการหาคําตอบของสมการ ถาโจทยไมไดกําหนดใหคําตอบอยูในชวงใดชวงหนึ่งแลว 
คําตอบควรอยูในรูปคาท่ัวไป 

36. กฎของโคไซน ใหรูปสามเหลี่ยม ABC  มีดานตรงขามมุม ,A B  และ C  ยาว ,a b  และ 

c  หนวย ตามลําดับ   
จะได 2a    =    2 2 2 cosb c bc A+ −  

2b    =    2 2 2 cosc a ca B+ −  
2c    =    2 2 2 cosa b ab C+ −  

37. กฎของไซน ใหรูปสามเหลี่ยม ABC  มีดานตรงขามมุม ,A B  และ C  ยาว ,a b  และ c  

หนวย ตามลําดับ  จะได 
sin A

a
   =    sin B

b
   =    sin C

c
 

38. มุมกมและมุมเงยเปนมุมท่ีเกิดจากแนวเสนระดับสายตา และแนวเสนจากตาไปยังวัตถุ ถาวัตถุ
อยูต่ํากวาแนวเสนระดับสายตา มุมท่ีไดเรียกวา มุมกม แตถาวัตถุอยูสูงกวาแนวเสนระดับ
สายตา มุมท่ีไดเรียกวา มุมเงย โดยขนาดของมุมกมและมุมเงยจะเปนจํานวนจริงบวกเสมอ  
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1.2 ขอเสนอแนะเกี่ยวกับการสอน 

ฟงกชันไซนและโคไซน 

 

 
กิจกรรม : วงกลมหนึ่งหนวย 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือสอนเก่ียวกับจํานวนจริง θ  ท่ีไดจากการวัดระยะจากจุด ( )1, 0  ไปตาม

สวนโคงของวงกลมหนึ่งหนวยใหยาว θ  หนวย ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาและตามเข็มนาฬิกา  

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูแบงนักเรียนเปนกลุม กลุมละ 2 – 3 คน แบบคละความสามารถ และใหนักเรียนแตละกลุม

เขียนกราฟของ 2 2 1x y+ =  พรอมท้ังเขียนพิกัดของจุดท่ีกราฟตัดกับแกน X  และแกน Y    
แนวคําตอบ 

 
2. จากวงกลมท่ีไดในขอ 1 ครูใหนักเรียนแตละกลุมรวมกันหาความยาวของสวนโคงท่ีวัดจาก

จุด ( )1, 0  ไปถึงจุดตอไปนี้ 

2.1 จุด ( )0, 1  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

2.2 จุด ( )1, 0−  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

2.3 จุด ( )0, 1−  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

2.4 จุด ( )0, 1−  ในทิศทางตามเข็มนาฬิกา 

2.5 จุด ( )1, 0−  ในทิศทางตามเข็มนาฬิกา 

2.6 จุด ( )0, 1  ในทิศทางตามเข็มนาฬิกา  
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แนวคําตอบ ความยาวของสวนโคงท่ีวัดจากจุด ( )1, 0  ไปถึง 

• จุด ( )0, 1  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา และจุด ( )0, 1−  ในทิศทางตามเข็มนาฬิกา คือ 

2
π  หนวย 

• จุด ( )1, 0−  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา และในทิศทางตามเข็มนาฬิกา คือ π  หนวย 

• จุด ( )0, 1−  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา และจุด ( )0, 1  ในทิศทางตามเข็มนาฬิกา คือ 
3
2
π  หนวย 

หมายเหตุ 
ในการหาความยาวสวนโคง ครูอาจแนะนําใหนักเรียนพิจารณาความยาวของเสนรอบวง

ของวงกลมหนึ่งหนวย 
3. ครูบอกขอตกลงสําหรับทิศทางของการวัดเพ่ือความสะดวกในการสื่อสารดังนี้  

เม่ือกําหนดจํานวนจริง θ  จากจุด ( )1, 0  วัดระยะไปตามสวนโคงของวงกลมหนึ่งหนวย

ใหยาว θ  หนวย จะถึงจุด ( ),x y  ซ่ึงอยูบนวงกลมหนึ่งหนวย โดยมีขอตกลงสําหรับ

ทิศทางของการวัดดังนี้ 
 เม่ือ 0θ >  จะวัดสวนโคงจากจุด ( )1, 0  ไปในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

 เม่ือ 0θ <  จะวัดสวนโคงจากจุด ( )1, 0  ไปในทิศทางตามเข็มนาฬิกา 

 เม่ือ 0θ =  จุดปลายสวนโคงคือจุด ( )1, 0   

4. จากขอตกลงในขอ 3 ครูใหนักเรียนหา θ  สําหรับแตละความยาวสวนโคงในขอ 2  

แนวคําตอบ   สําหรับสวนโคงท่ีวัดจากจุด ( )1, 0  ไปถึง 

• จุด ( )0, 1  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา จะมี 
2
πθ =   

• จุด ( )1, 0−  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา จะมี θ π=  

• จุด ( )0, 1−  ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา จะมี 3
2
πθ =   

• จุด ( )0, 1−  ในทิศทางตามเข็มนาฬิกา จะมี 
2
πθ = −  

• จุด ( )1, 0−  ในทิศทางตามเข็มนาฬิกา จะมี θ π= −  

• จุด ( )0, 1  ในทิศทางตามเข็มนาฬิกา จะมี 3
2
πθ = −   
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หมายเหตุ 
• เม่ือจบกิจกรรมนี้แลว ครูควรชี้แจงนักเรียนเพ่ิมเติมวา สําหรับวงกลมหนึ่งหนวยในขอ 1 มี

จุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนิด โดยท่ี  1 1x− ≤ ≤  และ 1 1y− ≤ ≤  

• เม่ือนักเรียนทํากิจกรรมนี้แลว ครูอาจใหนักเรียนพิจารณาเพ่ิมเติมกรณีท่ี 2θ π>  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• การศึกษาตรีโกณมิติในระดับมัธยมศึกษาตอนตนเปนฟงกชันของมุมภายในของรูปสามเหลี่ยม
มุมฉากท่ีมีหนวยเปนองศา ซ่ึงมีโดเมนเปน ( )0, 90  แตในระดับมัธยมศึกษาตอนปลายจะ

ขยายโดเมนไปสูเซตของจํานวนจริง โดยศึกษาฟงกชันตรีโกณมิติจากวงกลมหนึ่งหนวย 
• ในหัวขอนี้สนใจฟงกชันตรีโกณมิติของจํานวนจริงเทานั้น 
• ครูอาจใหนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับการหาคาของฟงกชันไซนและโคไซนของ

จํานวนจริง ,
3 4
π π และ 

6
π  โดยใชความรูเก่ียวกับระยะหางระหวางจุดและการสะทอน ดังท่ี

เสนอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 ซ่ึงเปนพ้ืนฐาน
สําคัญในการหาคาของฟงกชันไซนและโคไซนของจํานวนจริงอ่ืน ๆ 

 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• การแกปญหาเก่ียวกับการหาคาของ sinθ  และ cosθ  เม่ือ θ  เปนจํานวนจริง เชน ใน
แบบฝกหัด 1.1 ขอ 1 สามารถทําไดโดยใชความรูเก่ียวกับพิกัดของจุดปลายสวนโคงของ
วงกลมหนึ่งหนวยท่ีวัดจากจุด ( )1,0  ยาว θ  หนวย ตามทิศทางท่ีกําหนด (ดังแสดงใน

ตัวอยางท่ี 1 และ 2)  หรืออาจใชความรูเก่ียวกับการสมมาตรของวงกลมหนึ่งหนวย (ดัง
แสดงในตัวอยางท่ี 3, 4 และ 5)  

• การหาจํานวนจริง θ  ท่ีทําใหไดคาของฟงกชันตรีโกณมิติตามท่ีกําหนด เชน ในแบบฝกหัด 

1.1 ขอ 2  จะมีจํานวนจริง θ  หลายจํานวนท่ีเปนคําตอบ  ดังนั้น ครูควรใหนักเรียนมีอิสระใน

การเขียนจํานวนจริง θ  ท่ีทําใหไดคาของฟงกชันตรีโกณมิติตามท่ีกําหนด 
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• ครูอาจใหเหตุผลประกอบแบบฝกหัด 1.1 ขอ 10  2) และ 3) เพ่ือแสดงวาขอความท่ี
กําหนดใหเปนจริง ดังนี ้

2) sin cosθ θ=  เม่ือ θ  คือ 
4
π  หรือ 5

4
π  เปนจริง  

 เนื่องจาก 2sin cos
4 2 4
π π
= =  และ 5 2 5sin cos

4 2 4
π π
= − =  

3) 2 sin cos 2θ θ− ≤ + ≤  เม่ือ θ ∈  เปนจริง  
 เนื่องจาก 1 sin 1θ− ≤ ≤  และ 1 cos 1θ− ≤ ≤  ดังนั้น 2 sin cos 2θ θ− ≤ + ≤  

 

 ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

นักเรียนมักเขาใจผิดวา 2 2cos cos=θ θ  และ 2 2sin sin=θ θ  ครูควรเนนย้ําใหนักเรียนเขาใจ
เก่ียวกับขอตกลงของสัญลักษณอยางถูกตองวา  

2cos θ  หมายถึง ( )( )cos cosθ θ    แต 2cos θ  หมายถึง cos  ของจํานวนจริง 2θ  
2sin θ  หมายถึง ( )( )sin sinθ θ     แต  2sin θ  หมายถึง sin  ของจํานวนจริง 2θ  

ท้ังนี้ ขอตกลงของสัญลักษณดังกลาวใชสําหรับฟงกชันตรีโกณมิติอ่ืน ๆ ท่ีจะไดเรียนในหัวขอถัดไป 

 

ฟงกชันตรีโกณมิติอ่ืน ๆ 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• เม่ือครูสอนเก่ียวกับโดเมนของฟงกชันตรีโกณมิติอ่ืน ๆ ควรใหนักเรียนเชื่อมโยงบทนิยาม 1 
กับการหาโดเมนในการดําเนินการของฟงกชันซ่ึงนักเรียนไดเรียนมาแลวในหนังสือเรียน
รายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 4 เลม 2 บทท่ี 1 ความสัมพันธและฟงกชัน 
เชน การหาโดเมนของฟงกชันแทนเจนตสามารถพิจารณาไดดังนี้ 
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เนื่องจาก โดเมนของฟงกชันไซนและโคไซน คือ   

และ sintan
cos

θθ
θ

=  เม่ือ θ  เปนจํานวนจริงใด ๆ และ cos 0θ ≠   

จะไดวา โดเมนของฟงกชันของฟงกชันแทนเจนต คือ โดเมนของฟงกชัน sin
cos

 นั่นคือ 

( ){ }( )sin cos cos cos 0D D x D x∩ − ∈ =  = 
( )2 1

,
2

n
x x n

π  + ∩ − ∈ = ∈      
     

 = 
( )2 1

,
2

n
x x n

π + − ∈ = ∈ 
  

    

ดังนั้น โดเมนของฟงกชันแทนเจนต คือ ( )2 1
,

2
n

x x n
π + − ∈ = ∈ 

  
    

นอกจากนี้ การหาโดเมนของฟงกชันตรีโกณมิติอ่ืน ๆ อาจพิจารณาจากกราฟของฟงกชัน

ตรีโกณมิติ ซ่ึงจะไดศึกษาในหัวขอ 1.4 กราฟของฟงกชันตรีโกณมิติ 

• การพิสูจนความสัมพันธระหวางฟงกชันตรีโกณมิติ 1cot
tan

=θ
θ

 เม่ือ tan 0≠θ  และ 

2 21 tan sec+ =θ θ  เม่ือ cos 0≠θ  ท่ีนําเสนอ มีไวเพ่ือเปนตัวอยางของการพิสูจนอยาง
งาย ท้ังนี้ นักเรียนจะไดเรียนเก่ียวกับการพิสูจนมากข้ึนในหัวขอ 1.7 เอกลักษณและสมการ
ตรีโกณมิติ 

 

 ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• การหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติท่ีกําหนดใหในแบบฝกหัด 1.2 ขอ 6 นั้น ครูควรสงเสริมให
นักเรียนใชเอกลักษณของฟงกชันตรีโกณมิติท่ีไดเรียนในหัวขอ 1.1 และ 1.2 มาชวยในการ
จัดรูปฟงกชันตรีโกณมิติท่ีกําหนดใหกอนการแทนคา 

• การวัดผลประเมินผลเก่ียวกับการพิสูจนในหัวขอนี้ไมควรซับซอนมากนัก โดยไมควรยาก
มากกวาแบบฝกหัด 1.2 ขอ 8 – 10 
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ฟงกชันตรีโกณมิติของมุม 

 

 
กิจกรรม : เรเดียนและองศา 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียนเก่ียวกับมุมในหนวยองศาและมุมในหนวยเรเดียน 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูนําเขาสูกิจกรรมโดยอธิบายเก่ียวกับการวัดมุมในหนวยองศาและเรเดียน ดังนี้ 

หนวยวัดมุมท่ีรูจักกันแลว คือ องศา โดยมุมท่ีดานเริ่มตนและดานสิ้นสุดทับกันมีขนาด 
0 องศา หรือ 360 องศา และแบงหนวยองศาออกเปนหนวยยอย คือ ลิปดา และพิลิปดา 
นอกจากนี้ยังมีหนวยวัดมุมท่ีสําคัญอีกหนวยหนึ่ง คือ เรเดียน  

2. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นเปดเว็บไซต ipst.me/10305 
3. ครูใหนักเรียนแตละคูสํารวจความยาวสวนโคงของวงกลม ขนาดของมุมในหนวยเรเดียน และ

ขนาดของมุมในหนวยองศา เม่ือวงกลมมีความยาวรัศมีเปน 1 หนวย โดย 
1) คลิกลากจุดบนสไลเดอรเพ่ือกําหนดความยาวรัศมีของวงกลมเปน 1 หนวย 
2) คลิกลากจุดสีชมพูบนเสนรอบวงของวงกลมไปในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาใหอยูในจตุภาค

ท่ี 1, 2, 3 และ 4 ตามลําดับ ในขณะท่ีจุดสีชมพูอยูในตําแหนงในแตละจตุภาค ให
บันทึกความยาวสวนโคง ขนาดของมุมในหนวยเรเดียน และขนาดของมุมในหนวย
องศาลงในตารางตอไปนี้ 

ตําแหนงของจุดในจตุภาคท่ี 1 2 3 4 

ความยาวรัศมีของวงกลม (หนวย) 1 1 1 1 

ความยาวสวนโคง (หนวย)     

ขนาดของมุมในหนวยเรเดียน     

ขนาดของมุมในหนวยองศา     

      
 
  

http://ipst.me/10305
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4. จากตารางท่ีไดในขอ 3. 2) ครูใหนักเรียนแตละกลุมรวมกันพิจารณาวา 
• ความยาวสวนโคงกับขนาดของมุมในหนวยเรเดียนมีความสัมพันธกันอยางไร 

แนวคําตอบ 
จํานวนท่ีแทนความยาวสวนโคงเทากับจํานวนท่ีแทนขนาดของมุมในหนวยเรเดียน 

• อัตราสวนของขนาดของมุมในหนวยเรเดียนกับขนาดของมุมในหนวยองศาเปนอยางไร 
แนวคําตอบ 

อัตราสวนของขนาดของมุมในหนวยเรเดียนกับขนาดของมุมในหนวยองศาเปนคา
คงตัว ซ่ึงมีคาประมาณ 0.017 

5. ครูใหนักเรียนแตละคูสํารวจความยาวสวนโคงของวงกลม ขนาดของมุมในหนวยเรเดียน และ
ขนาดของมุมในหนวยองศา เม่ือวงกลมมีความยาวรัศมีเปน 2, 3 และ 4 หนวย ตามลําดับ โดย
ทําซํ้าข้ันตอนในขอ 3 แลวบันทึกผลลงในตารางตอไปนี ้

 
ตําแหนงของจุดในจตุภาคท่ี 1 2 3 4 

ความยาวรัศมีของวงกลม (หนวย) 2 2 2 2 

ความยาวสวนโคง (หนวย)     

ขนาดของมุมในหนวยเรเดียน     

ขนาดของมุมในหนวยองศา     
 

ตําแหนงของจุดในจตุภาคท่ี 1 2 3 4 

ความยาวรัศมีของวงกลม (หนวย) 3 3 3 3 

ความยาวสวนโคง (หนวย)     

ขนาดของมุมในหนวยเรเดียน     

ขนาดของมุมในหนวยองศา     
 

ตําแหนงของจุดในจตุภาคท่ี 1 2 3 4 

ความยาวรัศมีของวงกลม (หนวย) 4 4 4 4 

ความยาวสวนโคง (หนวย)     

ขนาดของมุมในหนวยเรเดียน     

ขนาดของมุมในหนวยองศา     
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6. จากตารางท่ีไดในขอ 5 ครูใหนักเรียนแตละกลุมรวมกันพิจารณาวา 
• ความยาวสวนโคงกับขนาดของมุมในหนวยเรเดียนมีความสัมพันธกันอยางไร 

แนวคําตอบ 
o เม่ือวงกลมมีรัศมียาว 2 หนวย จํานวนท่ีแทนความยาวสวนโคงจะเปนสองเทาของ

จํานวนท่ีแทนขนาดของมุมในหนวยเรเดียน 
o เม่ือวงกลมมีรัศมียาว 3หนวย จํานวนท่ีแทนความยาวสวนโคงจะเปนสามเทาของ

จํานวนท่ีแทนขนาดของมุมในหนวยเรเดียน 
o เม่ือวงกลมมีรัศมียาว 4 หนวย จํานวนท่ีแทนความยาวสวนโคงจะเปนสี่เทาของ

จํานวนท่ีแทนขนาดของมุมในหนวยเรเดียน 
• อัตราสวนของขนาดของมุมในหนวยเรเดียนกับขนาดของมุมในหนวยองศาเปนอยางไร 

แนวคําตอบ 
ไมวาวงกลมจะมีรัศมียาวเทาใดก็ตาม อัตราสวนของขนาดของมุมในหนวยเรเดียน 

กับขนาดของมุมในหนวยองศาเปนคาคงตัว ซ่ึงมีคาประมาณ 0.017 
7. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับผลท่ีไดจากการสํารวจขอ 3 – 6  
 

หมายเหตุ 
• เม่ือจบกิจกรรมนี้แลว ครูควรใหความรูเพ่ิมเติมกับนักเรียนวา มุมท่ีจุดศูนยกลางของ

วงกลมท่ีมีรัศมียาว r  หนวย ซ่ึงรองรับดวยสวนโคงของวงกลมท่ียาว  a  หนวย จะมีขนาด 
a
r

 เรเดียน และมุมท่ีมีขนาด 1 เรเดียน จะมีขนาด 180
π

 องศา หรือประมาณ 57.3 องศา 
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ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• การแสดงมุมในหนวยองศาใหอยูในรูปทศนิยม เชน มุมท่ีมีขนาด 28.65 องศานั้น ไมได
หมายถึง มุมท่ีมีขนาด 28 องศา 65 ลิปดา แตจะตองพิจารณาจาก 1 องศา เทากับ 60 ลิปดา 
ซ่ึงจะทําใหไดวามุมท่ีมีขนาด 0.65 องศา จะมีขนาด 0.65 60 39× =  ลิปดา นั่นคือมุมท่ีมี
ขนาด 28.65 องศา หมายถึง มุมท่ีมีขนาด 28 องศา 39 ลิปดา 

• เนื่องจากการนําเสนอเก่ียวกับการหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติในหนังสือเรียนรายวิชา
เพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 เริ่มจากการหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติ
ของจํานวนจริง ดังนั้น ในการหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติของมุมในตัวอยางท่ี 15 เปนการ
เปลี่ยนขนาดของมุมจากหนวยองศาใหเปนหนวยเรเดียน จากนั้นจึงใชความรูเรื่องคาของ
ฟงกชันตรีโกณมิติของจํานวนจริงในการหาคําตอบได 

 

 

ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

• นักเรียนมักเขาใจผิดวา การเขียนแสดงขนาดของมุมในหนวยเรเดียนตองอยูในรูป π  เสมอ 
ซ่ึงในตัวอยางท่ี 13 จะเห็นวาขนาดของมุมในหนวยเรเดียนสามารถอยูในรูปจํานวนจริงท่ีไม
อยูในรูป π  ได 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• การหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติท่ีกําหนดใหในแบบฝกหัด 1.2 ขอ 6 นั้น ครูควรสงเสริมให
นักเรียนใชเอกลักษณของฟงกชันตรีโกณมิติท่ีไดเรียนในหัวขอ 1.1 และ 1.2 ชวยในการจัด
รูปฟงกชันตรีโกณมิติท่ีกําหนดใหกอนการแทนคา 

• การวัดผลประเมินผลเก่ียวกับการพิสูจนในหัวขอนี้ไมควรซับซอนมากนัก โดยไมควรยาก
เกินกวาแบบฝกหัด 1.2 ขอ 8 – 10 
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กราฟของฟงกชันตรีโกณมิติ 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• เม่ือพิจารณาโดเมนของฟงกชัน tan, sec, cot และ cosec จะพบวาฟงกชันดังกลาวไม
นิยามท่ีจํานวนจริง a  บางจํานวน ดังนั้น ในการเขียนกราฟจึงนิยมเขียนเสนประ x a=   
ไวเพ่ือแสดงวาเสนกราฟจะโคงเขาหาเสนตรง x a=  แตไมนิยามท่ี x a=  ท้ังนี้ ครูตอง
เนนย้ําวาเสนประดังกลาวมีไวเพ่ือชวยในการเขียนกราฟและเขาใจกราฟไดงายข้ึน แตไมได
เปนสวนหนึ่งของกราฟ 

• การเขียนกราฟของฟงกชันตรีโกณมิติในตัวอยาง 20 – 24 นั้น กําหนดจุดบนแกน X  เปน
จํานวนจริงท่ีอยูในรูป π  อยางไรก็ตามการเขียนกราฟของฟงกชันตรีโกณมิตินั้น จุดบน
แกน X  สามารถเปนจํานวนจริงท่ีไมอยูในรูป π  ดังกราฟท่ีปรากฏในแบบฝกหัด 1.4 ขอ 2 
(จ) (ฉ) และ (ช)  ซ่ึงการพิจารณากราฟของฟงกชันในแบบฝกหัดดังกลาว ทําไดในทํานอง
เดียวกับการพิจารณากราฟของฟงกชันตรีโกณมิติตามตัวอยาง 20 – 24 

• n  ท่ีปรากฏในฟงกชัน ( ) ( ) ( )sin , cos , siny nx y nx y a nx= = =  และ ( )cosy a nx=  

ซ่ึงนําเสนอในหัวขอนี้ เปนจํานวนจริงท่ีมากกวา 0  

 

 

 
กิจกรรม : สํารวจกราฟของฟงกชันไซนและโคไซน   

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
กิจกรรมนี้ใชเพ่ือประกอบการเรียนการสอน เรื่อง กราฟของ siny x=  และ cosy x=  

เม่ือ x  เปนจํานวนจริงใด ๆ โดยท่ี [ ]0, 2x π∈   

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นเปดเว็บไซต ipst.me/10308 
 

  

http://ipst.me/10308


      
   
   

 บทท่ี 1 | ฟงกชันตรีโกณมิติ  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 23 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

2. ครูใหนักเรียนแตละคูสํารวจกราฟของฟงกชันไซนโดย 
1) คลิกเลือก sin  

2) คลิกลากจุดสีสมบนเสนรอบวงไปในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจากจุด ( )1, 0  ไปถึงจุด 

( )0, 1  พรอมพิจารณาวากราฟท่ีไดมีลักษณะอยางไร 

 แนวคําตอบ 

  กราฟท่ีไดเปนเสนโคงท่ีลากข้ึนจาก 0y =  ไปถึง 1y =  ท่ี 
2

x π
=   

3) คลิกลากจุดสีสมบนเสนรอบวงไปในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจากจุด ( )0, 1  ไปถึงจุด 

( )1, 0−  พรอมพิจารณาวากราฟท่ีไดมีลักษณะอยางไร 

 แนวคําตอบ 
  กราฟท่ีไดเปนเสนโคงท่ีลากลงจาก 1y =  ไปถึง 0y =  ท่ี x π=  

4) คลิกลากจุดสีสมบนเสนรอบวงไปในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจากจุด ( )1, 0−  ไปถึงจุด 

( )0, 1−  พรอมพิจารณาวากราฟท่ีไดมีลักษณะอยางไร 

 แนวคําตอบ 

  กราฟท่ีไดเปนเสนโคงท่ีลากลงจาก 0y =  ไปถึง 1y = −  ท่ี 3
2

x π
=  

5) คลิกลากจุดสีสมบนเสนรอบวงไปในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจากจุด ( )0, 1−  ไปถึงจุด 

( )1, 0  พรอมพิจารณาวากราฟท่ีไดมีลักษณะอยางไร 

 แนวคําตอบ 
  กราฟท่ีไดเปนเสนโคงท่ีลากข้ึนจาก 1y = −  ไปถึง 0y =  ท่ี 2x π=  

3. จากกราฟท่ีไดในขอ 2 ครูใหนักเรียนแตละกลุมพิจารณาวา 
• ความสัมพันธของจุดสีสมท่ีเลื่อนไปบนวงกลมกับกราฟท่ีไดเปนอยางไร 

แนวคําตอบ 

เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปบนวงกลมจากจุด ( )1, 0  ไปในจตุภาคท่ี 1 กราฟท่ีไดเปนเสน

โคงท่ีลากข้ึนจาก 0y =  และไปถึง 1y =  ท่ี 
2

x π
=  เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปถึงจุด ( )0, 1  

เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปบนวงกลมจากจุด ( )0, 1  ไปในจตุภาคท่ี 2 กราฟท่ีไดเปนเสน

โคงท่ีลากลงจาก 1y =  และไปถึง 0y =  ท่ี x π=  เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปถึงจุด ( )1, 0−  
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เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปบนวงกลมจากจุด ( )1, 0−  ไปในจตุภาคท่ี 3 กราฟท่ีไดเปน

เสนโคงท่ีลากข้ึนจาก 0y =  และไปถึง 1y = −  ท่ี 3
2

x π
=  เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปถึงจุด 

( )0, 1−  

เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปบนวงกลมจากจุด ( )0, 1−  ไปในจตุภาคท่ี 4 กราฟท่ีไดเปน

เสนโคงท่ีลากลงจาก 1y = −  และไปถึง 0y =  ท่ี 2x π=  เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปถึงจุด 
( )1, 0−  

• โดเมนและเรนจของ siny x=  ท่ีพิจารณาไดจากกราฟเปนอยางไร 

แนวคําตอบ 
โดเมนเปน [ ]0, 2π  และเรนจเปน [ ]1, 1−  

4. ครูใหนักเรียนแตละคูลบรอยกราฟของ siny x=  โดยคลิกเลือก sin อีกครั้ง 

5. ครูใหนักเรียนแตละคูสํารวจกราฟของฟงกชันโคไซนโดย 
1) คลิกเลือก cos  

2) คลิกลากจุดสีสมบนเสนรอบวงไปในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจากจุด ( )1, 0  ไปถึงจุด 

( )0, 1  พรอมพิจารณาวากราฟท่ีไดมีลักษณะอยางไร 

 แนวคําตอบ 

  กราฟท่ีไดเปนเสนโคงท่ีลากลงจาก 1y =  ไปถึง 0y =  ท่ี 
2

x π
=   

3) คลิกลากจุดสีสมบนเสนรอบวงไปในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจากจุด ( )0, 1  ไปถึงจุด 

( )1, 0−  พรอมพิจารณาวากราฟท่ีไดมีลักษณะอยางไร 

 แนวคําตอบ 
  กราฟท่ีไดเปนเสนโคงท่ีลากลงจาก 0y =  ไปถึง 1y = −  ท่ี x π=  

4) คลิกลากจุดสีสมบนเสนรอบวงไปในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจากจุด ( )1, 0−  ไปถึงจุด 

( )0, 1−  พรอมพิจารณาวากราฟท่ีไดมีลักษณะอยางไร 

 แนวคําตอบ 

  กราฟท่ีไดเปนเสนโคงท่ีลากข้ึนจาก 1y = −  ไปถึง 0y =  ท่ี 3
2

x π
=  
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5) คลิกลากจุดสีสมบนเสนรอบวงไปในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาจากจุด ( )0, 1−  ไปถึงจุด 

( )1, 0  พรอมพิจารณาวากราฟท่ีไดมีลักษณะอยางไร 

 แนวคําตอบ 
  กราฟท่ีไดเปนเสนโคงท่ีลากข้ึนจาก 0y =  ไปถึง 1y =  ท่ี 2x π=  

6. จากกราฟท่ีไดในขอ 2 ครูใหนักเรียนแตละกลุมพิจารณาวา 
• ความสัมพันธของจุดสีสมท่ีเลื่อนไปบนวงกลมกับกราฟท่ีไดเปนอยางไร 

แนวคําตอบ 

เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปบนวงกลมจากจุด ( )1, 0  ไปในจตุภาคท่ี 1 กราฟท่ีไดเปนเสน

โคงท่ีลากลงจาก 1y =  และไปถึง 0y =  ท่ี 
2

x π
=  เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปถึงจุด ( )0, 1  

เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปบนวงกลมจากจุด ( )0, 1  ไปในจตุภาคท่ี 2 กราฟท่ีไดเปนเสน

โคงท่ีลากลงจาก 0y =  และไปถึง 1y = −  ท่ี x π=  เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปถึงจุด 
( )1, 0−  

เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปบนวงกลมจากจุด ( )1, 0−  ไปในจตุภาคท่ี 3 กราฟท่ีไดเปน

เสนโคงท่ีลากข้ึนจาก 1y = −  และไปถึง 0y =  ท่ี 3
2

x π
=  เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปถึงจุด 

( )0, 1−  

เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปบนวงกลมจากจุด ( )0, 1−  ไปในจตุภาคท่ี 4 กราฟท่ีไดเปน

เสนโคงท่ีลากข้ึนจาก 0y =  และไปถึง 1y =  ท่ี 2x π=  เม่ือจุดสีสมเลื่อนไปถึงจุด 
( )1, 0−  

• โดเมนและเรนจของ siny x=  ท่ีพิจารณาไดจากกราฟเปนอยางไร 

แนวคําตอบ 
โดเมนเปน [ ]0, 2π  และเรนจเปน [ ]1, 1−  

7. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับผลท่ีไดจากการสํารวจขอ 3 – 6  
 

หมายเหตุ 

• เม่ือจบกิจกรรมนี้แลว ครูควรสรุปเก่ียวกับกราฟ โดเมน และเรนจของฟงกชันไซนและ
โคไซน 
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กิจกรรม : กราฟของฟงกชันไซน  

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
กิจกรรมนี้ใชเพ่ือเสริมความเขาใจของนักเรียนเก่ียวกับกราฟของ ( )siny a nx=  เม่ือ 

,a n  และ x  เปนจํานวนจริงใด ๆ โดยการพิจารณาการเปลี่ยนแปลงของกราฟเม่ือ a  และ n  

เปลี่ยนแปลงไป 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครจูับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นเปดเว็บไซต ipst.me/10307  
2. ครูใหนักเรียนแตละคูสํารวจกราฟของ ( )siny a nx=  โดย 

1) กําหนดปุมบนสไลเดอร a  เปน 1 และคลิกลากปุมบนสไลเดอร n  แลวพิจารณาวา
ลักษณะของกราฟ ( )siny a nx=  เปนอยางไร เม่ือ n  มีคาเปลี่ยนแปลงไป 

 แนวคําตอบ    
เม่ือ n  มากข้ึน กราฟของ ( )siny a nx=  จะมีคาบนอยลง แตเม่ือ n  นอยลง 

กราฟของ ( )siny a nx=  จะมีคาบมากข้ึน  

2) กําหนดปุมบนสไลเดอร n  เปนคาใดคาหนึ่ง และคลิกลากปุมบนสไลเดอร a  แลว
พิจารณาวาลักษณะของกราฟ ( )siny a nx=  เปนอยางไร เม่ือ a  มีคาเปลี่ยนแปลงไป 

 แนวคําตอบ    
เม่ือ a  มากข้ึน กราฟของ ( )siny a nx=  จะมีแอมพลิจูดมากข้ึน แตเม่ือ a  

นอยลง กราฟของ ( )siny a nx=  จะมีแอมพลิจูดลดลง 

3. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดในขอ 2 

  

http://ipst.me/10307


      
   
   

 บทท่ี 1 | ฟงกชันตรีโกณมิติ  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 27 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 
กิจกรรม : กราฟของฟงกชันโคไซน 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
กิจกรรมนี้ใชเพ่ือเสริมความเขาใจของนักเรียนเก่ียวกับกราฟของ ( )cosy a nx=  เม่ือ 

,a n  และ x  เปนจํานวนจริงใด ๆ โดยการพิจารณาการเปลี่ยนแปลงของกราฟเม่ือ a  และ n  

เปลี่ยนแปลงไป 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นเปดเว็บไซต ipst.me/10306 
2. ครูใหนักเรียนแตละคูสํารวจกราฟของ ( )cosy a nx=  โดย 

1) กําหนดปุมบนสไลเดอร a  เปน 1  และคลิกลากปุมบนสไลเดอร n  แลวพิจารณาวา
ลักษณะของกราฟ ( )cosy a nx=  เปนอยางไร เม่ือ n  มีคาเปลี่ยนแปลงไป 

 แนวคําตอบ    
เม่ือ n  มากข้ึน กราฟของ ( )cosy a nx=  จะมีคาบนอยลง แตเม่ือ n  นอยลง 

กราฟของ ( )cosy a nx=  จะมีคาบมากข้ึน  

2) กําหนดปุมบนสไลเดอร n  เปนคาใดคาหนึ่ง และคลิกลากปุมบนสไลเดอร a  แลว
พิจารณาวาลักษณะของกราฟ ( )cosy a nx=  เปนอยางไร เม่ือ a  มีคาเปลี่ยนแปลงไป 

แนวคําตอบ    
เม่ือ a  มากข้ึน กราฟของ ( )cosy a nx=  จะมีแอมพลิจูดมากข้ึน แตเม่ือ a  

นอยลง กราฟของ ( )cosy a nx=  จะมีแอมพลิจูดลดลง 

3. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดในขอ 2 

 
  

http://ipst.me/10306


     
     
     

 บทท่ี 1 | ฟงกชันตรีโกณมิติ   
 

  28 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

ฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลตางของจํานวนจริงหรือมุม 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ในการหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติควรระมัดระวังการเลือกใชเอกลักษณ เชน ในตัวอยางท่ี 29 

จะเห็นวาใชเอกลักษณ sintan
cos

θθ
θ

=  ในการแสดงวา tan cot
2
πθ θ + = − 

 
 แทนท่ีจะ

ใชเอกลักษณ ( ) tan tantan
1 tan tan

a βa β
a β
+

+ =
−

 เนื่องจาก tan
2
π  หาคาไมได 

• ในการหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติท่ีกําหนด อาจใชเอกลักษณท่ีแตกตางจากท่ีนําเสนอเชน 
จากตัวอยางท่ี 31 สามารถแสดงการหาคําตอบท่ีแตกตางจากในหนังสือเรียนรายวิชา
เพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 ไดดังนี ้

o ocos75 sin525  =  ( ) ( )o o o ocos 45 30 sin 360 165+ +  
 = ( )o o ocos 45 30 sin165+  
 = ( ) ( )o o o ocos 45 30 sin 180 15+ −  
 = ( )o o ocos 45 30 sin15+  
 = ( ) ( )o o o ocos 45 30 sin 45 30+ −  
 = ( )( )o o o o o o o ocos45 cos30 sin 45 sin30 sin 45 cos30 cos45 sin30− −  

 = 2 3 2 1 2 3 2 1
2 2 2 2 2 2 2 2

               − −                                          
 

 = 
2

2 3 2 1
2 2 2 2

      −                 
 

 = 
2

6 2
4

 −
  
 

 

 = 2 3
4
−  

 

 



      
   
   

 บทท่ี 1 | ฟงกชันตรีโกณมิติ  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 29 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• นักเรียนอาจใชเอกลักษณท่ีแตกตางกันในการพิสูจนและหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติใน
แบบฝกหัด 1.5 

• การหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติในแบบฝกหัด 1.5 ขอ 6 จากท่ีโจทยกําหนด 3cos
5

x = −  และ 

5tan
12

y =  นั้น ครูควรเนนย้ําใหนักเรียนพิจารณาเง่ือนไขท่ีโจทยกําหนดวา 
2

xπ π< <  

และ 2
2

y ππ < <  เสมอ 

 

ตัวผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติ 

 

 
กิจกรรม : ฟงกชันผกผันของฟงกชันไซน 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
กิจกรรมนี้ใชเพ่ือเสริมความเขาใจของนักเรียนเก่ียวกับฟงกชันผกผันของฟงกชันไซน 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูทบทวนความรูของนักเรียนเก่ียวกับกราฟของตัวผกผันของฟงกชัน 
2. ครูใหนักเรียนแตละกลุมเขียนกราฟของ sin=y x  และกราฟของตัวผกผันของ sin=y x  

จากนั้นพิจารณาวาตัวผกผันของ sin=y x  เปนฟงกชันหรือไม  
แนวคําตอบ 

เขียนกราฟของ sin=y x  และกราฟของตัวผกผันของฟงกชันดังกลาวไดดังนี้ 

 

  



     
     
     

 บทท่ี 1 | ฟงกชันตรีโกณมิติ   
 

  30 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 

 
จากกราฟ จะเห็นวาตัวผกผันของ sin=y x  ไมเปนฟงกชัน 

3. จากกราฟของตัวผกผันของ sin=y x  ท่ีไดในขอ 2 ครูใหนักเรียนพิจารณาหาโดเมนซ่ึงเปน
ชวงท่ีกวางท่ีสุดท่ีทําใหตัวผกผันดังกลาวเปนฟงกชันผกผัน 
แนวคําตอบ 

 คําตอบของนักเรียนอาจมีไดหลายคําตอบ เชน 3, , ,
2 2 2 2
π π π π   −      

 ซ่ึงสําหรับชวง

เหลานี้ เม่ือลากเสนขนานกับแกน Y  แลวไมมีเสนขนานกับแกน Y  เสนใดตัดกราฟของ
ตัวผกผันของ sin=y x  มากกวา 1 จุด 

4. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดในขอ 2 และ 3 จากนั้นครูบอก
ขอตกลงกับนักเรียนวา ในท่ีนี้จะกําหนดโดเมนของฟงกชันผกผันของฟงกชันไซน คือ 

,
2 2
π π −  

 

 



      
   
   

 บทท่ี 1 | ฟงกชันตรีโกณมิติ  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 31 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• การหาคาของ arcsine และ arccosine บางคา สามารถใชกราฟของ sine และ cosine 
ชวยในการหาคําตอบได เชน ในตัวอยางท่ี 37 และ 40  มีแนวทางการใชกราฟชวยหา
คําตอบ ดังนี้ 
 
ตัวอยางท่ี 37   จงหาคาของ arcsin 1  

วิธีทํา ให arcsin 1 x=  เม่ือ 
2 2

xπ π
− ≤ ≤  จะได sin 1x =  

 พิจารณากราฟ siny x=  ดังนี้ 

 
จากกราฟจะไดวา มี 

2
x π
=  เพียงคาเดียวท่ี sin 1x =  

ดังนั้น arcsin 1 =
2
π  

 
ตัวอยางท่ี 40   จงหาคาของ arccos 0   

วิธีทํา ให arccos 0 = x  เม่ือ 0 ≤ ≤θ π  จะได cos 0x =   

พิจารณากราฟ cosy x=  ดังนี้ 

 

  



     
     
     

 บทท่ี 1 | ฟงกชันตรีโกณมิติ   
 

  32 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 

 

จากกราฟจะไดวา มี 
2

x π
=  เพียงคาเดียวท่ี cos 0=θ  

ดังนั้น arccos 0 =
2
π  

• ครูควรเนนย้ําเก่ียวกับโดเมนและเรนจของฟงกชันผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติตามบทนิยาม 
2 – 4 เนื่องจากมีผลตอการพิจารณาคําตอบท่ีได ดังแสดงในตัวอยางท่ี 37 – 47 

 

 ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

นักเรียนมักเขาใจผิดวา ( )arcsin sin x x=  และ  ( )arccos cos x x=  เสมอ โดยไมไดพิจารณา

โดเมนของฟงกชัน arcsine  และ arccosine เชน นักเรียนอาจเขาใจวา ( )arcsin sin5 5π π=  

ซ่ึงเปนความเขาใจท่ีไมถูกตอง เนื่องจาก ( )arcsin sin 5 ,
2 2
π ππ  ∈ −  

 ดังนั้น ในการแกปญหา

จะตองพิจารณากอนวาคาของ sin5π  เปนเทาไร ซ่ึงจะไดวา ( )arcsin sin5 arcsin 0 0π = =  

 

  



      
   
   

 บทท่ี 1 | ฟงกชันตรีโกณมิติ  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 33 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

เอกลักษณและสมการตรีโกณมิติ 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• เอกลักษณท่ีไดพิสูจนแลวในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 
เลม 1 สามารถนําไปอางอิงในการพิสูจนเอกลักษณอ่ืน ๆ ได เชน สามารถใชเอกลักษณ 

2 2sin cos = 1θ θ+  ในการพิสูจน 2 21 cot = cosecθ θ+  ไดดังนี ้
 จากเอกลักษณ 2 2sin cos+θ θ   = 1 
 นํา 2sin θ  ไปหารท้ังสองขางของสมการ  

 จะได 
2 2

2

sin cos
sin
+θ θ
θ

 = 2

1
sin θ

    

  
2 2

2 2

sin cos
sin sin

+
θ θ
θ θ

  = 2

1
sin θ

 

  21 cot+ θ   = 2cosec θ  
• การสอนการพิสูจนเอกลักษณ ครูควรเริ่มตนจากการยกตัวอยางการพิสูจนอยางงายกอน  

แลวจึงคอยยกตัวอยางท่ีซับซอนข้ึน 

• การพิสูจนเอกลักษณโดยท่ัว ๆ ไปไมมีกฎเกณฑท่ีแนนอนตายตัว เพียงแตพยายามใช
เอกลักษณท่ีพิสูจนแลวแสดงใหเห็นวาจํานวนทางซายและจํานวนทางขวาของเครื่องหมาย
เทากับนั้นเทากันจริงสําหรับทุกสมาชิกในโดเมนของฟงกชันท้ังหมดในสมการ การพิสูจน
เอกลักษณอาจเริ่มทําจากนิพจนท่ีอยูทางซายของเครื่องหมายเทากับใหเหมือนกับนิพจนท่ี
อยูทางขวาของเครื่องหมายเทากับ หรือทําในทิศทางตรงขาม หรืออาจจะทําจากนิพจนท่ีอยู
แตละขางของเครื่องหมายเทากับในสมการใหผลสุดทายเปนนิพจนเดียวกัน สําหรับบาง
เอกลักษณการทําจากนิพจนท่ีอยูแตละขางของเครื่องหมายเทากับในสมการใหผลสุดทาย
เปนนิพจนเดียวกันจะสะดวกกวาการทําจากนิพจนขางใดขางหนึ่งใหเหมือนกับนิพจนอีกขาง
หนึ่งดังตัวอยางตอไปนี ้
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  34 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

จงพิสูจน  2 2tan sin cot cos 2sin cos cot tan+ + = +θ θ θ θ θ θ θ θ  
2 2tan sin cot cos 2sin cos+ +θ θ θ θ θ θ  

   =  2 2sin cossin cos 2sin cos
cos sin

+ +
θ θθ θ θ θ
θ θ

 

   =  
3 3sin cos 2sin cos

cos sin
+ +

θ θ θ θ
θ θ

 

   =  
4 4 2 2sin cos 2sin cos

sin cos
+ +θ θ θ θ

θ θ
 

   =   ( )( )2 2 2 2sin cos sin cos

sin cos

+ +θ θ θ θ

θ θ
 

   =   1
sin cosθ θ

 

cot tanθ θ+  = cos sin
sin cos

θ θ
θ θ

+  

  = 
2 2cos sin

sin cos
θ θ
θ θ
+  

  = 1
sin cosθ θ

 

 ดังนั้น   2 2tan sin cot cos 2sin cos cot tan+ + = +θ θ θ θ θ θ θ θ  

• โดยท่ัวไปฟงกชันตรีโกณมิติไมเปนฟงกชัน 1–1 คาของฟงกชันตรีโกณมิติของจํานวนจริง
หรือมุมใด ๆ อาจซํ้ากันได ดังนั้น ในการแกสมการตรีโกณมิติ หากโจทยไมไดกําหนดให
คําตอบอยูในชวงใดชวงหนึ่งแลว คําตอบควรจะอยูในรูปของคาท่ัวไป ดังตัวอยางท่ี 55, 56 
และ 58 นอกจากนี้ในตัวอยางขางตนอาจใชกราฟของฟงกชันตรีโกณมิติชวยในการ
พิจารณาคําตอบในรูปท่ัวไปของสมการตรีโกณมิติได 
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 ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

นักเรียนอาจเขาใจผิดวา ถาไมสามารถหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติโดยใชเอกลักษณของ
ฟงกชันตรีโกณมิติบางเอกลักษณ แลวจะหมายความวา ฟงกชันตรีโกณมิตินั้นไมสามารถหาคา

ได เชน นักเรียนอาจเขาใจวา tan
2 4
π π − 
 

 หาคาไมได เพราะไมสามารถใชเอกลักษณ 

( ) tan tantan
1 tan tan

a βa β
a β
−

− =
+

 ได ซ่ึงเปนความเขาใจท่ีไมถูกตอง เนื่องจากการหาคาของฟงกชัน

ตรีโกณมิติดังกลาวสามารถทําไดโดยใชวิธีอ่ืน เชน tan tan 1
2 4 4
π π π − = = 
 

 

 

กฎของโคไซนและกฎของไซน 

 

 ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• การใชกฎของไซนหาขนาดของมุมภายในของรูปสามเหลี่ยมในกรณีท่ีโจทยกําหนดความยาว
ดาน 2 ดาน และขนาดของมุม 1 มุม (ท่ีไมไดอยูระหวางดานท้ังสอง) มาให สามารถเขียนรูป
สามเหลี่ยม ABC  ไดเปน 2 กรณี ดังแสดงในรูปท่ี 1 และ 2  
 

  
รูปท่ี 1 รูปท่ี 2 

  

 

 A B 

C 

a 
b 

  
  

 

 A 

C 

B 

a b     

 



     
     
     

 บทท่ี 1 | ฟงกชันตรีโกณมิติ   
 

  36 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 

จากรูปท่ี 1 และ 2 จะเห็นวา มุม B อาจเปนมุมแหลมหรือมุมปานก็ได ซ่ึงเปนในทํานอง
เดียวกับตัวอยางท่ี 61 แตสําหรับตัวอยางท่ี 62 นั้น สามารถใชความรูเก่ียวกับผลรวมของ
ขนาดของมุมภายในรูปสามเหลี่ยมเพ่ือตรวจสอบได ซ่ึงจะทําใหไดวามุม B ตองเปนมุมแหลม
เทานั้น 

• กฎของโคไซนจะสอดคลองกับทฤษฎีบทของพีทาโกรัสเม่ือรูปสามเหลี่ยมนั้นเปนรูป
สามเหลี่ยมมุมฉาก เชนรูปสามเหลี่ยม ABC  ดังรูป 

 
 
โดยกฎของโคไซน จะไดวา 2 2 2 2 cosa b c bc A= + −  
เนื่องจาก ocos cos90 0A = =   
จะได  2 2 2a b c= +  

 

การหาระยะทางและความสูง 

 
 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ในการแกปญหาเก่ียวกับการหาระยะทางและความสูง ครูควรสนับสนุนใหนักเรียนเขียนภาพ
แสดงสถานการณท่ีโจทยกําหนด และใหระมัดระวังกรณีท่ีโจทยระบุความสูงของผูสังเกต ซ่ึง
จะมีผลตอการหาคําตอบการกําหนดมุมกมหรือมุมเงยซ่ึงเปนมุมท่ีเกิดจากแนวเสนระดับ
สายตา เชน ตัวอยางท่ี 63 

 

 
A B 

C 

a 
b 

c 
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1.3 แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน  

 
 กิจกรรม : สูงเทาใดใหถูกกฎหมาย 

ในการกอสรางอาคารสูงจะตองอยูภายใตขอบังคับของกฎกระทรวง ฉบับท่ี 55 (พ.ศ. 2543) ออก
ตามความในพระราชบัญญัติควบคุมอาคาร พ.ศ. 2522 โดยขอ 41 และ 44 วาดวยเรื่องการ
กําหนดแนวอาคารและระยะตาง ๆ ของอาคาร ระบุไวดังนี้ 

 
ขอ 41  อาคารท่ีกอสรางหรือดัดแปลงใกลถนนสาธารณะท่ีมีความกวางนอยกวา 6 เมตร ใหรน
แนวอาคารหางจากก่ึงกลางถนนสาธารณะอยางนอย 3 เมตร 
อาคารท่ีสูงเกินสองชั้น หรือเกิน 8 เมตร หองแถว ตึกแถว บานแถว อาคารพาณิชย โรงงาน 
อาคารสาธารณะ ปาย หรือสิ่งท่ีสรางข้ึนสําหรับติดหรือตั้งปาย หรือคลังสินคา ท่ีกอสรางหรือ
ดัดแปลงใกลถนนสาธารณะ 
(1) ถาถนนสาธารณะนั้นมีความกวางนอยกวา 10 เมตร ใหรนแนวอาคารหางจากก่ึงกลางถนน

สาธารณะอยางนอย 6 เมตร 
(2) ถาถนนสาธารณะนั้นมีความกวางตั้งแต 10 เมตรข้ึนไป แตไมเกิน 20 เมตร ใหรนแนวอาคาร

หางจากเขตถนนสาธารณะอยางนอย 1 ใน 10 ของความกวางของถนนสาธารณะ 
(3) ถาถนนสาธารณะนั้นมีความกวางเกิน 20 เมตรข้ึนไป ใหรนแนวอาคารหางจากเขต

สาธารณะอยางนอย 2 เมตร 
 

ขอ 44  ความสูงของอาคารไมวาจากจุดหนึ่งจุดใด ตองไมเกินสองเทาของระยะราบ วัดจากจุดนั้น
ไปตั้งฉากกับแนวเขตดานตรงขามของถนนสาธารณะท่ีอยูใกลอาคารนั้นท่ีสุด 
ความสูงของอาคารใหวัดแนวดิ่งจากระดับถนนหรือระดับพ้ืนดินท่ีกอสรางข้ึนไปถึงสวนของ
อาคารท่ีสูงท่ีสุด สําหรับอาคารทรงจั่วหรือปนหยาใหวัดถึงยอดผนังของชั้นสูงสุด 
 
ข้ันตอนการปฏิบัติ 
1. ถาตองการสรางอาคารบนท่ีดินซ่ึงอยูติดถนนสาธารณะท่ีกวาง 8 เมตร จะตองรนแนวอาคาร

หางจากเขตถนนเทาใดจึงจะใกลถนนสาธารณะท่ีสุดและเปนไปตามกฎกระทรวง ฉบับท่ี 55 
(พ.ศ. 2543) ออกตามความในพระราชบัญญัติควบคุมอาคาร พ.ศ. 2522 ขอ 41 
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2. ถาตองการสรางอาคารบนท่ีดินซ่ึงอยูติดถนนสาธารณะท่ีกวาง 8 เมตร ใหใกลถนนสาธารณะ

ท่ีสุดและเปนไปตามกฎกระทรวง ฉบับท่ี 55 (พ.ศ. 2543) ออกตามความในพระราชบัญญัติ
ควบคุมอาคาร พ.ศ. 2522 ขอ 44 จะสรางอาคารท่ีมีความสูงไดมากท่ีสุดเทาใด 

 
3. สมมติวาอาคารแหงหนึ่งรนแนวอาคารหางจากถนนสาธารณะท่ีกวาง 8 เมตร เปนระยะทาง

ตามขอ 1 และมีความสูงตามขอ 2 ถาตองการถายภาพปายซ่ึงอยูต่ํากวาสวนท่ีสูงท่ีสุดของ
อาคารเปนระยะ 2 เมตร โดยตั้งขาตั้งกลองท่ีมีความสูง 1.2 เมตร เพ่ือถายภาพจากทางเทา
ของถนนฝงตรงขามของอาคาร จะตองตั้งกลองถายภาพใหทํามุมเงยก่ีองศา 

 
4. ถาตองการสรางอาคารบนท่ีดินซ่ึงอยูติดถนนสาธารณะท่ีกวาง x  เมตร โดยท่ี 10 20x≤ ≤  

จะตองรนแนวอาคารหางจากเขตถนนเทาใดจึงจะใกลถนนสาธารณะท่ีสุดและเปนไปตาม
กฎกระทรวง ฉบับท่ี 55 (พ.ศ. 2543) ออกตามความในพระราชบัญญัติควบคุมอาคาร 
พ.ศ. 2522 ขอ 41 

 
5. ถาตองการสรางอาคารบนท่ีดินซ่ึงอยูติดถนนสาธารณะท่ีกวาง x  เมตร โดยท่ี 10 20x≤ ≤  

ใหใกลถนนสาธารณะท่ีสุดและเปนไปตามกฎกระทรวง ฉบับท่ี 55 (พ.ศ. 2543) ออก 
ตามความในพระราชบัญญัติควบคุมอาคาร พ.ศ. 2522 ขอ 44 จะสรางอาคารท่ีมีความสูง
ไดมากท่ีสุดเทาใด 

 
6. สมมติวาอาคารแหงหนึ่งรนแนวอาคารหางจากถนนสาธารณะท่ีกวาง x  เมตร โดยท่ี 

10 20x≤ ≤  เปนระยะทางตามขอ 4 และมีความสูงตามขอ 5 ถาตองการถายภาพปาย 
ซ่ึงอยูต่ํากวาสวนท่ีสูงท่ีสุดของอาคารเปนระยะ 2 เมตร โดยตั้งขาตั้งกลองท่ีมีความสูง  
1.2 เมตร เพ่ือถายภาพจากทางเทาของถนนฝงตรงขามของอาคาร จะตองตั้งกลองถายภาพ 
ใหทํามุมเงยก่ีองศา 

 
 

  



      
   
   

     บทท่ี 1 | ฟงกชันตรีโกณมิติ  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 39 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 

เฉลยกิจกรรม : การกอสรางอาคารสูง 

1. เนื่องจาก การสรางอาคารบนท่ีดินซ่ึงอยูติดถนนสาธารณะท่ีกวาง 8 เมตร ตามกฎกระทรวง
ฉบับท่ี 55 (พ.ศ. 2543) ออกตามความในพระราชบัญญัติควบคุมอาคาร พ.ศ. 2522 ขอ 41 
(1) จะตองรนแนวอาคารหางจากก่ึงกลางถนนสาธารณะอยางนอย 6 เมตร 
จะได รูปแสดงสถานการณท่ีโจทยกําหนดใหเปนดังนี้  

 

 จากรูป จะเห็นวาระยะจากก่ึงกลางถนนสาธารณะถึงแนวเขตถนนสาธารณะท่ีอยูฝงเดียวกับ
อาคาร คือ 4 เมตร แตตองรนแนวอาคารหางจากก่ึงกลางถนนสาธารณะอยางนอย 6 เมตร 

 ดังนั้น ตองรนแนวอาคารหางจากเขตถนน 2  เมตร จึงจะใกลถนนสาธารณะท่ีสุด 
2. เนื่องจาก อาคารตั้งอยูบนท่ีดินซ่ึงอยูติดถนนสาธารณะท่ีกวาง 8 เมตร จึงตองพิจารณาเง่ือนไข

การรนแนวอาคารตามความกวางของถนนสาธารณะในขอ 1 ดวย 
 และเนื่องจาก การสรางอาคารบนท่ีดินซ่ึงอยูติดถนนสาธารณะท่ีกวาง 8 เมตร ใหใกลถนน

สาธารณะท่ีสุดและเปนไปตามกฎกระทรวง ฉบับท่ี 55 (พ.ศ. 2543) ออกตามความใน
พระราชบัญญัติควบคุมอาคาร พ.ศ. 2522 ขอ 44 นั้น ความสูงของอาคารไมวาจากจุดหนึ่ง
จุดใด ตองไมเกินสองเทาของระยะราบ วัดจากจุดนั้นไปตั้งฉากกับแนวเขตดานตรงขามของ
ถนนสาธารณะท่ีอยูใกลอาคารนั้นท่ีสุด 

 จะได รูปแสดงสถานการณโจทยกําหนดใหเปนดังนี้ 
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 จากรูป จะเห็นวาระยะราบ วัดจากแนวอาคารไปตั้งฉากกับแนวเขตดานตรงขามของถนน
สาธารณะท่ีอยูใกลอาคารนั้นท่ีสุดเปนระยะ 2 + 8 = 10 เมตร แตความสูงของอาคารไมวา
จากจุดหนึ่งจุดใด ตองไมเกินสองเทาของระยะราบ 

 ดังนั้น จะสรางอาคารท่ีมีความสูงไดมากท่ีสุด 2 10 20× =  เมตร 
3. เขียนรูปแสดงสถานการณท่ีกําหนดใหไดดังนี้ 

 

 ใหกลองถายภาพทํามุมเงย θ  องศา และ ABC  เปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ดังรูป 

 จะไดวา  20 2 1.2tan 1.68
10

BC
AB

− −
= = =θ  

 นั่นคือ    o59.24≈θ   

 ดังนั้น จะตองตั้งกลองถายภาพใหทํามุมเงยประมาณ  59.24  องศา 
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4. เนื่องจาก การสรางอาคารบนท่ีดินซ่ึงอยูติดถนนสาธารณะท่ีกวาง x  เมตร โดยท่ี 
10 20x≤ ≤   ตามกฎกระทรวงฉบับท่ี 55 (พ.ศ. 2543) ออกตามความในพระราชบัญญัติ
ควบคุมอาคาร พ.ศ. 2522 ขอ 41 (2) จะตองรนแนวอาคารหางเขตถนนสาธารณะอยางนอย 
1 ใน 10 ของความกวางของถนนสาธารณะ 
จะได รูปแสดงสถานการณท่ีโจทยกําหนดใหเปนดังนี้ 

 

 เนื่องจาก ถนนกวาง x  เมตร และตองรนแนวอาคารหางเขตถนนสาธารณะอยางนอย 1 ใน 10  
ของความกวางของถนนสาธารณะ  

 ดังนั้น ตองรนแนวอาคารหางจากเขตถนน 
10
x  เมตร จึงจะใกลถนนสาธารณะท่ีสุด 

5. เนื่องจาก อาคารตั้งอยูบนท่ีดินซ่ึงอยูติดถนนสาธารณะท่ีกวาง x  เมตร โดยท่ี 10 20x≤ ≤  
จึงตองพิจารณาเง่ือนไขการรนแนวอาคารตามความกวางของถนนสาธารณะในขอ 4 ดวย 
และเนื่องจาก การสรางอาคารบนท่ีดินซ่ึงอยูติดถนนสาธารณะดังกลาว ใหใกลถนน
สาธารณะท่ีสุดและเปนไปตามกฎกระทรวง ฉบับท่ี 55 (พ.ศ. 2543) ออกตามความใน
พระราชบัญญัติควบคุมอาคาร พ.ศ. 2522 ขอ 44 นั้น ความสูงของอาคารไมวาจากจุดหนึ่ง
จุดใด ตองไมเกินสองเทาของระยะราบ วัดจากจุดนั้นไปตั้งฉากกับแนวเขตดานตรงขาม
ของถนนสาธารณะท่ีอยูใกลอาคารนั้นท่ีสุด 
จะได รูปแสดงสถานการณโจทยกําหนดใหเปนดังนี้ 
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 จากรูป จะเห็นวาระยะในแนวราบ วัดจากแนวอาคารไปตั้งฉากกับแนวเขตดานตรงขามของ

ถนนสาธารณะท่ีอยูใกลอาคารนั้นท่ีสุดเปนระยะ 11
10 10
x xx+ =  เมตร แตความสูงของ

อาคารไมวาจากจุดหนึ่งจุดใด ตองไมเกินสองเทาของระยะในแนวราบ 

 ดังนั้น จะสรางอาคารท่ีมีความสูงไดมากท่ีสุด 112 2.2
10

x x× =  เมตร 

6. เขียนรูปแสดงสถานการณท่ีกําหนดใหไดดังนี้ 

 
 

 

x เมตร 
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ใหกลองถายภาพทํามุมเงย θ  องศา และ ABC  เปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ดังรูป 

จะไดวา  2.2 2 1.2 32tan 2
1.1 11

BC x
AB x x

θ − −
= = = −   

 นั่นคือ    
32arctan 2

11x
θ  ≈ − 

 
 เรเดียน   

 ดังนั้น จะตองตั้งกลองถายภาพใหทํามุมเงยประมาณ  
32arctan 2

11x
 − 
 

  เรเดียน 

 

 

  



     
     
     

 บทท่ี 1 | ฟงกชันตรีโกณมิติ   
 

  44 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 

แนวทางการจัดกิจกรรม : การกอสรางอาคารสูง  

เวลาในการจัดกิจกรรม  50  นาที 

กิจกรรมนี้เสนอไวใหนักเรียนใชความรู เรื่อง ฟงกชันตรีโกณมิติ เพ่ือแกปญหาในสถานการณท่ี
กําหนดให  โดยกิจกรรมนี้มีสื่อ/แหลงการเรียนรู  และข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม ดังนี้ 

ส่ือ/แหลงการเรียนรู 
1. ใบกิจกรรม “การกอสรางอาคารสูง”  
2. เครื่องคํานวณ 

ข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูแบงนักเรียนเปนกลุม กลุมละ 3 – 4 คน แบบคละความสามารถ จากนั้นแจกใบกิจกรรม

การกอสรางอาคารสูงใหกับนักเรียนทุกคน แลวใหนักเรียนศึกษาสถานการณปญหา  
2. ครูควรนําอภิปรายเก่ียวกับความหมายของขอบังคับของกฎกระทรวง ฉบับท่ี 55 (พ.ศ. 

2543) ออกตามความในพระราชบัญญัติควบคุมอาคาร พ.ศ. 2522 โดยขอ 41 และ 44 วา
ดวยเรื่องการกําหนดแนวอาคารและระยะตาง ๆ ของอาคาร เพ่ือใหนักเรียนทุกคนเขาใจ
ตรงกันโดยการเขียนรูปประกอบการอธิบาย  

3. ครูใหนักเรียนแตละกลุมรวมกันตอบคําถามท่ีปรากฏในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 1 – 3  ใน 
ใบกิจกรรม ท้ังนี้ครูควรชี้แนะใหนักเรียนแตละกลุมพิจารณาเง่ือนไขท่ีกําหนดไวในแตละขอ 
พรอมท้ังสนับสนุนใหนักเรียนวาดรูปประกอบการพิจารณาในแตละขอ  

4. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 1 – 3 
5. ครูใหนักเรียนแตละกลุมรวมกันตอบคําถามท่ีปรากฏในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 4 – 6 ใน 

ใบกิจกรรม ท้ังนี้ ครูควรชี้แนะใหนักเรียนสังเกตวาจากสถานการณท่ีกําหนดตองพิจารณา
เง่ือนไขใดบาง ซ่ึงนักเรียนควรบอกไดวาตองพิจารณาความกวางของถนนสาธารณะท่ีกวาง 
x   เมตร โดยท่ี 10 20x≤ ≤  นอกจากนี้ครูควรสนับสนุนใหนักเรียนวาดรูปประกอบการ
พิจารณาในแตละขอ 

6. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 4 – 6 
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1.4 การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน 

การวัดผลระหวางเรียนมีจุดมุงหมายเพ่ือปรับปรุงการเรียนรูและพัฒนาการเรียนการสอน และ
ตรวจสอบนักเรียนแตละคนวามีความรูความเขาใจในเรื่องท่ีครูสอนมากนอยเพียงใด  การใหนักเรียน
ทําแบบฝกหัดเปนแนวทางหนึ่งท่ีครูอาจใชเพ่ือประเมินผลดานความรูระหวางเรียนของนักเรียน  
ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 ไดนําเสนอแบบฝกหัดท่ี
ครอบคลุมเนื้อหาท่ีสําคัญของแตละบทไว  สําหรับในบทท่ี 1 ฟงกชันตรีโกณมิติ ครูอาจใชแบบฝกหัด
เพ่ือวัดผลประเมินผลความรูในแตละเนื้อหาไดดังนี้ 

เนื้อหา แบบฝกหัด 

ฟงกชันตรีโกณมิติของจํานวนจริงใด ๆ 1.1 ขอ 1 – 10  

 1.2 ขอ 1 – 10  

ฟงกชันตรีโกณมิติของมุมและฟงกชันตรีโกณมิติของมุมของ
รูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 

1.3 ขอ 1 – 11, 13  

การแกปญหาโดยใชฟงกชันตรีโกณมิติของมุม 1.3 ขอ 12, 14 – 15  

กราฟของฟงกชันตรีโกณมิติ 1.4 ขอ 1 – 2   

ฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลตางของจํานวนจริงหรือมุม 1.5 ขอ 1 – 7  

ตัวผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติ 1.6 ขอ 1 – 3  

การประยุกตของตัวผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติ 1.6 ขอ 4 

การพิสูจนเอกลักษณของฟงกชันตรีโกณมิติ 1.7.1 ขอ 1 – 3  

การแกสมการตรีโกณมิติ 1.7.2 ขอ 1 – 3  

การแกปญหาโดยใชกฎของไซนและกฎของโคไซน 1.8 ขอ 1 – 7  

การแกปญหาเก่ียวกับระยะทางและความสูงโดยใชความรู 
เรื่อง ฟงกชันตรีโกณมิติ 

1.9 ขอ 1 – 11  
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1.5 การวิเคราะหแบบฝกหัดทายบท 
หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1  มีจุดมุงหมายวาเม่ือ
นักเรียนไดเรียนจบบทท่ี 1 ฟงกชันตรีโกณมิติ แลวนักเรียนสามารถ 

1. หาคาของฟงกชันตรีโกณมิติ 
2. หาคาบ แอมพลิจูด เรนจ และเขียนกราฟของฟงกชันตรีโกณมิติ 
3. ใชฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลตางของจํานวนจริงหรือมุมในการแกปญหา 
4. หาคาของฟงกชันผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติ 
5. พิสูจนเอกลักษณของฟงกชันตรีโกณมิติ 
6. แกสมการตรีโกณมิติ 
7. ใชกฎของโคไซนและกฎของไซนในการแกปญหา 
8. ใชความรูเก่ียวกับฟงกชันตรีโกณมิติในการแกปญหา 

ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 ไดนําเสนอแบบฝกหัด
ทายบทท่ีประกอบดวยโจทยเพ่ือตรวจสอบความรูหลังเรียน โดยมีวัตถุประสงคเพ่ือวัดความรูความ
เขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมาย นอกจากนี้มีโจทยฝกทักษะท่ีมีความนาสนใจและโจทยทาทาย  
ครูอาจเลือกใชแบบฝกหัดทายบทวัดความรูความเขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมายของบทเพ่ือ
ตรวจสอบวานักเรียนมีความสามารถตามจุดมุงหมายเม่ือเรียนจบบทเรียนหรือไม 

ท้ังนี้ แบบฝกหัดทายบทแตละขอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 
เลม 1 บทท่ี 1 ฟงกชันตรีโกณมิติ สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียน ดังนี้ 

จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

1.  หาคาของฟงกชันตรีโกณมิติ 1 1) – 8) 

 2 1) – 6) 

 3  

 4  

 5  

 6 1) – 4) 
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

2. หาคาบ แอมพลิจูด เรนจ และเขียนกราฟของฟงกชันตรีโกณมิติ 12 1) – 2) 

 13 1) – 6) 

3. ใชฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลตางของจํานวนจริงหรือ 14 1) – 16) 

มุมในการแกปญหา 15  

 16  

 17  

 18  

4. หาคาของฟงกชันผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติ 20 1) – 12) 

 23 1) – 4) 

5. พิสูจนเอกลักษณของฟงกชันตรีโกณมิติ 19 1) – 14) 

 24 1) – 16) 

 25 1) – 2) 

6. แกสมการตรีโกณมิติ 26 1) – 8) 

 27 1) – 4) 

 28 1) – 2) 

7. ใชกฎของโคไซนและกฎของไซนในการแกปญหา 29 1) – 6) 

 30  

 31  

 34  

 35  

 36  

 38  

 44  
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

8. ใชความรูเก่ียวกับฟงกชันตรีโกณมิติในการแกปญหา 9  

 10  

 11  

 33  

 37  

 39 1) 

 40 1) – 4) 

 41 1) – 2) 

 42  

 43 1) – 3) 

 45 1) – 3) 

โจทยทาทาย 7  

 8  

 12 3) – 8) 

 21  

 22  

 25 3) – 4) 

 32  

 39 2) 

 

 



      
   
   

     บทท่ี 1 | ฟงกชันตรีโกณมิติ  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 49 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

1.6 ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครู  
• เอกลักษณท่ีนําเสนอในบทนี้ สามารถจัดกลุมไดดังนี้ 

1. เอกลักษณพ้ืนฐาน (Fundamental identities) 

 sinθ  = 1
cosecθ

 เม่ือ  cosec 0≠θ  

 cosθ  = 1
secθ

 เม่ือ  sec 0≠θ  

 tanθ  = sin
cos

θ
θ

 =  1
cotθ

  เม่ือ cos 0≠θ  หรือ cot 0≠θ  

2. เอกลักษณแบบพีทาโกรัส (Pythagorean identities) 

      
2 2sin cos+θ θ  = 1  

         
21 tan+ θ  = 

2sec θ  
      

21 cot θ+  = 
2cosec θ  

3. เอกลักษณของมุมลบ (Negative angle identities) 
 ( )sin −θ  = sin− θ   
 ( )cos −θ  = cosθ  
 ( )tan −θ  = tan− θ  

4. เอกลักษณแบบฟงกชันรวม (Cofunction identities)  

      sin
2
π θ − 
 

 = cosθ   

      cos
2
π θ − 
 

 = sinθ  

      tan
2
π θ − 
 

 = cotθ  

5. เอกลักษณแบบผลบวกและผลตาง (Sum and difference identities) 

      ( )sin ±α β  = sin cos cos sin±α β α β   
      ( )cos α β±  = cos cos sin sinα β α β  

      ( )tan ±α β  = 
tan tan

1 tan tan
±



α β
α β  
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6. เอกลักษณของมุมสองเทา (Double – angle identities)  
          sin 2θ  = 2sin cosθ θ   
           cos 2θ  = 

2 2cos sinθ θ−   

   = 
1 cos 2

2
θ+

 

   = 1 cos 2
2

θ−
 

      tan 2θ  = 2
2 tan

1 tan
θ
θ−  

7. เอกลักษณของครึ่งมุม (Half – angle identities) 

          sin
2
θ

 = 
1 cos

2
θ−

±   

           cos
2
θ

 = 
1 cos

2
θ+

±  

          tan
2
θ

 = 
1 cos
1 cos

θ
θ

−
±

+
  

8. เอกลักษณแบบผลคูณ (Product identities)    
  ( ) ( )sin sinα β α β+ + − = 2sin cosα β   

  ( ) ( )sin sinα β α β+ − − = 2cos sinα β   
 ( ) ( )cos cosα β α β+ + − = 2cos cosα β   
 ( ) ( )cos cosα β α β− − − = 2sin sinα β   

9. เอกลักษณแบบตัวประกอบ (Factoring identities)    

          sin sinα β+  = 2sin cos
2 2

α β α β+ −   

           sin sinα β−  = 2cos sin
2 2

α β α β+ −  

          cos cosα β+  = 2cos cos
2 2

α β α β+ −   

      cos cosα β−  = 2sin cos
2 2

α β α β+ −
−  

• ท่ีมาของชื่อของฟงกชันตรีโกณมิติเกิดจากการพิจารณา วงกลมหนึ่งหนวย ดังรูป โดยใหสวนของ
เสนตรง AB  เปนคอรดของวงกลม ซ่ึง θ  เปนครึ่งหนึ่งของมุมท่ีรองรับคอรดนั้น จะได 
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sinθ  คือ ความยาวของครึ่งหนึ่งของคอรด หรือความยาวของสวนของเสนตรง AC  
ซ่ึงมาจากคําภาษาละตินวา sinus  

cosθ  คือ ระยะทางตามแนวแกนนอน OC  ซ่ึงเปน complement ของฟงกชัน sinθ   
tanθ  คือ ความยาวของสวนของเสนตรง AE  ของเสนสัมผัสท่ีลากผานจุด A  จึงเปน

ท่ีมาของคําวาแทนเจนต (tangent หมายถึง สัมผัส) 

cotθ  คือ สวนของเสนสัมผัสท่ีเหลือ ซ่ึงคือความยาว AF  ซ่ึงเปน complement ของ
ฟงกชัน tanθ  

secθ  คือ ความยาวของสวนของเสนตรง OE  
cosecθ  คือ ความยาวของสวนของเสนตรง OF  เปนสวนของเสนเซแคนต (ตัด

วงกลมท่ีจุดสองจุด) ซ่ึงสามารถมองวาเปนภาพฉายของสวนของเสนตรง OA  ตามแนวเสน
สัมผัสท่ีจุด A  ไปยังแกนนอนและแกนตั้งตามลําดับ ซ่ึงเปน complement ของฟงกชัน secθ  

• นอกจากการเขียนกราฟของฟงกชัน cosy x=  โดยการกําหนดคา x  และหาคา y  ตามท่ี
นําเสนอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 แลว อาจ
พิจารณากราฟของฟงกชัน cosy x=  เปนการเลื่อนกราฟของฟงกชัน siny x=  โดยใช

เอกลักษณ cos sin
2

x xπ = − 
 

 และ ( )sin sin cos cos sinα β α β α β± = ±  ดังนี้ 

จาก cos x  = sin
2

xπ − 
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จะได cos x  = sin cos cos sin
2 2

x xπ π
−   ----- (1) 

เนื่องจาก cos sin
2

xπ  = 0 sin x⋅   

  = ( )0 sin x− ⋅  

  = cos sin
2

xπ
−  

จาก (1) จะได cos x  = sin cos cos sin
2 2

x xπ π − − 
 

 

  = sin cos cos sin
2 2

x xπ π
+  

  = sin
2

xπ + 
 

 ----- (2) 

จาก 2 จะไดวา กราฟของ cosy x=  เปนการเลื่อนกราฟ siny x=  ไปทางซายตาม

แนวแกน X  เปนระยะ 
2
π  

• ฟงกชัน arccosecant, arcsecant, arccotangent และกราฟของฟงกชันดังกลาว เปนดังนี้ 
1. ฟงกชัน arccosecant 

บทนิยาม 
ฟงกชัน arccosecant คือ เซตของคูอันดับ ( ),x y  โดยท่ี cosecx y=  และ 

2 2
yπ π

− ≤ ≤  และ 0y ≠  

กราฟของฟงกชัน arccosecy x=  เม่ือ 
2 2

yπ π
− ≤ ≤  เปนดังนี้ 
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2. ฟงกชัน arcsecant 
บทนิยาม 
ฟงกชัน arcsecant คือ เซตของคูอันดับ ( ),x y  โดยท่ี secx y=  และ 0 y π≤ ≤  

และ 
2

y π
≠  

กราฟของฟงกชัน arcsecy x=  เม่ือ 0 y π≤ ≤  และ 
2

y π
≠  เปนดังนี ้

 
3. ฟงกชัน arccotangent 

บทนิยาม 
ฟงกชัน arccotangent คือ เซตของคูอันดับ ( ),x y  โดยท่ี cotx y=  และ 
0 y π≤ ≤   

กราฟของฟงกชัน arccoty x=  เม่ือ 0 y π≤ ≤  เปนดังนี ้
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1.7 ตัวอยางแบบทดสอบประจําบทและเฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 
ในสวนนี้จะนําเสนอตัวอยางแบบทดสอบประจําบทท่ี 1 ฟงกชันตรีโกณมิติ สําหรับรายวิชา
เพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 ซ่ึงครูสามารถเลือกนําไปใชไดตามจุดประสงค
การเรียนรูท่ีตองการวัดผลประเมินผล 

ตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. กําหนดให sin cos 1.2α α+ =  จงหา 3 3sin cosα α+   
2. จากรูป รูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  มีดาน AC  และ BP  ยาว 4 และ 1 หนวย ตามลําดับ 

BP  ตั้งฉากกับ AC  ท่ีจุด P   จงหาขนาดของมุม ACB   

 

3.  กําหนดให 
23 4cos sin

1 2sin
a bθ θ

θ
− +

= +
−

  เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง จงหา a  และ b  

4. กําหนดให 0 2x π≤ ≤  จงหา x  ท้ังหมดท่ีทําให sin 2 cos2 sin cos 1 0x x x x+ + + + =   
5. กําหนดให ABCD  เปนรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลม ซ่ึง , ,AB BC CD  และ DA  ยาว 2, 3, 

4 และ 6 หนวย ตามลําดับ ดังรูป จงหาความยาวของ AC    

 

 

 
 

 

 

  

    

  

  
2 3 

4 

6 
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6. รูปสามเหลี่ยมรูปหนึ่งมีดานท้ังสามยาว ,x y  และ 2 2x xy y+ +  หนวย จงหาขนาดของ

มุมท่ีใหญท่ีสุดของรูปสามเหลี่ยมรูปนี้ 
7. ถาเข็มยาวและเข็มสั้นของนาฬิกายาว 6 และ 4 เซนติเมตร ตามลําดับ จงหาระยะทางจาก

จุดปลายของเข็มยาวไปยังจุดปลายของเข็มสั้น เม่ือนาฬิกาเรือนนี้บอกเวลา 14:00 น. 
 

เฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. เนื่องจาก sin cosα α+  = 1.2 ----- (1)  
 จะได ( )2sin cosα α+  = 21.2   
   2 2sin 2sin cos cosα α α α+ +   = 1.44 
   1 2sin cosα α+   = 1.44 
   2sin cosα α   = 0.44 
   sin cosα α   = 0.22 ----- (2) 
 และ ( )3sin cosα α+  = 31.2  
  3 2 2 3sin 3sin cos 3sin cos cosα α α α α α+ + +  = 1.728 
  ( )3 3sin 3sin cos sin cos cosα α α α α α+ + +  = 1.728 

 จาก (1) และ (2) จะได 
  ( )( )3 3sin 3 0.22 1.2 cosα α+ +  = 1.728 
  3 3sin 0.792 cosα α+ +  = 1.728 
  3 3sin cosα α+  = 0.936 

2. เนื่องจาก พ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยม ABC  = 1
2

AC BP× ×   

 จะได 1 4 1
2
× ×   = 1 sin cos

2
AC ACθ θ× ×  

   2 = 1 4sin 4cos
2

θ θ× ×  

   2 = 8sin cosθ θ   
   1 = 4sin cosθ θ  
   1 = ( )2 2sin cosθ θ   

   2sin cosθ θ   = 1
2

  

   sin 2θ   = 1
2
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เนื่องจาก o 1sin30
2

=   หรือ  o 1sin150
2

=  

จะได o2 30θ =   หรือ  o2 150θ =  
ดังนั้น o15θ =   หรือ o75θ =  

3. เนื่องจาก 
23 4cos

1 2sin
θ

θ
− +

−
  = 

( )23 4 1 sin
1 2sin

θ

θ

− + −

−
  

    = 
23 4 4sin

1 2sin
θ

θ
− + −

−
  

    = 
21 4sin

1 2sin
θ
θ

−
−

  

    = 
( )( )1 2sin 1 2sin

1 2sin
θ θ

θ
− +

−
  

    = 1 2sinθ+   
 จะได  1a =   และ  2b =   
4. เนื่องจาก sin 2 cos2 sin cos 1x x x x+ + + +  = 0 
  ( )22sin cos 2cos 1 sin cos 1x x x x x+ − + + +  = 0 

  ( ) ( )22sin cos sin 2cos 1 cos 1x x x x x+ + − + +   = 0 

  ( ) ( )sin 2cos 1 cos 2cos 1x x x x+ + +   = 0 
  ( )( )2cos 1 sin cosx x x+ +   = 0 

 จะได 2cos 1x +   = 0 หรือ sin cosx x+   = 0 

  2cos x   = 1−   หรือ sin 1
cos

x
x
+   = 0 

  cos x   = 1
2

−   หรือ tan x   = 1−  

 นั่นคือ  3
4

x π
=  หรือ 7

4
x π
=  หรือ 2

3
x π
=  หรือ 4

3
x π
=   

 ดังนั้น x  คือ 3 7 2, ,
4 4 3
π π π  หรือ 4

3
π   

5. โดยกฎของโคไซน เม่ือพิจารณารูปสามเหลี่ยม ABC  และรูปสามเหลี่ยม ADC  จะได 
  2x   = 4 9 12cos B+ −   ----- (1) 
 และ 2x  = 36 16 48cos D+ −   ----- (2) 
 เนื่องจากรูปสี่เหลี่ยม ABCD  เปนรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลม  
 จะไดวาผลรวมของขนาดของมุม D  และขนาดของมุม B  เปน 180 องศา 
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 นั่นคือ cos D   = ( )ocos 180 B−   

   = cos B−   
 แทน cos D  ใน (2) ดวย cos B−  จะได 
  2x  = ( )36 16 48 cos B+ − −    
  2x  = 36 16 48cos B+ +    ----- (3) 

 จาก (1) และ (3) จะได cos B   = 39
60

−   

 แทน cos B  ใน (1) ดวย 39
60

−  จะได 

  2x   = 394 9 12
60

 + − − 
 

   

  2x  = 104
5

  

 นั่นคือ 104
5

x = −   หรือ 104
5

x =  

 เนื่องจาก x  เปนความยาวของดาน AC  จะได 104
5

x =  

 ดังนั้น ดาน AC  ยาว 104
5

 หนวย 

6. เนื่องจากดานท่ียาว 2 2x xy y+ +  หนวย เปนดานท่ียาวท่ีสุด 

 ดังนั้น มุมตรงขามดานท่ียาว 2 2x xy y+ +  หนวย จึงเปนมุมท่ีใหญท่ีสุด 

 ใหมุมท่ีใหญท่ีสุดมีขนาด θ   
 โดยกฎของโคไซน จะได 
  2 2x xy y+ +   = 2 2 2 cosx y xy θ+ −   

  cosθ   = 1
2

−   

  θ   = o120   
 ดังนั้น มุมท่ีใหญท่ีสุดของรูปสามเหลี่ยมรูปนี้มีขนาด o120  
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7. เนื่องจากมุมระหวางเข็มยาวและเข็มสั้นเม่ือนาฬิกาบอกเวลา 14:00 น. มีขนาด o60  ซ่ึงแสดง
ไดดังรูป 

 
 จากกฎของโคไซน จะได 2d   = ( )( )2 2 o6 4 2 6 4 cos60+ −    
  2d  = 36 16 24+ −   
  2d  = 28 
  2 7d = −   หรือ 2 7d =  
 เนื่องจาก d  เปนระยะหางจากจุดปลายของเข็มยาวไปยังจุดปลายของเข็มสั้น  
 นั่นคือ 0d >   
 ดังนั้น ระยะหางจากจุดปลายของเข็มยาวไปยังจุดปลายของเข็มสั้น เม่ือนาฬิกาเรือนนี้บอก

เวลา 14:00 น. คือ 2 7  หนวย 
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บทท่ี 2  

เมทริกซ 

เมทริกซเปนสาระการเรียนรูท่ีใชเปนเครื่องมือในการแกปญหาท่ีเก่ียวของกับการวางแผนการ
ทํางานหรือการวางแผนเพ่ือการตัดสินใจ นอกจากนี้ยังมีการนําความรูเรื่องเมทริกซไปใชในการ
จัดการขอมูลและเปนพ้ืนฐานการคํานวณในดานตาง ๆ เชน ดานการแพทย คอมพิวเตอรกราฟก 
วิทยาการหุนยนต โดยในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 
บทท่ี 2 เมทริกซ จะนําเสนอบทนิยามเก่ียวกับเมทริกซ การเทากันและพีชคณิตของเมทริกซ เมท
ริกซสลับเปลี่ยน ดีเทอรมิแนนตของเมทริกซขนาด 2 2×  และ 3 3×  เมทริกซผกผัน และการหา
คําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซ 

ในบทเรียนนี้มุงเนนใหนักเรียนบรรลุผลการเรียนรูตามสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม และบรรลุ
จุดมุงหมายดังตอไปนี้ 

 
ผลการเรียนรูและสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

ผลการเรียนรู 
• เขาใจความหมาย หาผลลัพธของ 

การบวกเมทริกซ การคูณเมทริกซกับ
จํานวนจริง การคูณระหวางเมทริกซ 
และหาเมทริกซสลับเปลี่ยน  
หาดีเทอรมิแนนตของเมทริกซ n n×  
เม่ือ n  เปนจํานวนนับท่ีไมเกินสาม 

• หาเมทริกซผกผันของเมทริกซ 2 2×  
• แกระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซ

ผกผันและการดําเนินการตามแถว 

สาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 
• เมทริกซและเมทริกซสลับเปลี่ยน 
• การบวกเมทริกซ การคูณเมทริกซกับ

จํานวนจริง การคูณระหวางเมทริกซ 
• ดีเทอรมิแนนต 
• เมทริกซผกผัน 
• การแกระบบสมการเชิงเสนโดยใช 

เมทริกซ 
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จุดมุงหมาย 

1. หาผลบวกของเมทริกซกับเมทริกซ 
2. หาผลคูณของเมทริกซกับจํานวนจริง 
3. หาผลคูณของเมทริกซกับเมทริกซ 
4. หาเมทริกซสลับเปลี่ยน 
5. หาเมทริกซผกผันของเมทริกซขนาด 2 2×  
6. หาดีเทอรมิแนนตของเมทริกซขนาด 2 2×  และ 3 3×  
7. แกระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซผกผันและการดําเนินการตามแถว 
8. ใชความรูเก่ียวกับเมทริกซในการแกปญหา 

 

 
ความรูกอนหนา 

• ความรูเก่ียวกับระบบสมการเชิงเสนสองสมการสองตัวแปร 

ในระดับมัธยมศึกษาตอนตน 

  

 

ipst.me/8456 

http://ipst.me/8456
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2.1 เนื้อหาสาระ   
1. บทนิยาม 1 
 ให  m  และ n  เปนจํานวนเต็มบวก ชุดของจํานวนจริง mn  จํานวน ซ่ึงเขียนเรียงกันในรูป 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

 
 
 
 
 
 





  



 

 เรียกวา เมทริกซ ชุดของสมาชิกท่ีเขียนในแนวนอน เรียกวา แถว ของเมทริกซ ซ่ึงมีท้ังหมด 
m  แถว ชุดของสมาชิกท่ีเขียนในแนวตั้ง เรียกวา หลัก ของเมทริกซ ซ่ึงมีท้ังหมด n  หลัก 
เรียก ija  วาเปน สมาชิก ในแถวท่ี i  และหลักท่ี j  ของเมทริกซ ถาเมทริกซมี m  แถว  

n  หลัก จะเรียก ×m n  วา ขนาด หรือ มิติ ของเมทริกซ 
2. ถา A  เปนเมทริกซซ่ึงมี m  แถว n  หลัก จะเรียก A  วาเปนเมทริกซขนาด ×m n  

บางครั้งจะเขียนแสดงเมทริกซ A  ดวย ij m n
a

×
    เม่ือ กําหนดให ij m n

A a
×

 =    เปนเมทริกซ

ขนาด ×m n  ท่ีมี ija  เปนสมาชิกในแถวท่ี i  และหลักท่ี j  เม่ือ { }1, 2, 3, ,i m∈   และ 

{ }1, 2, 3, ,j n∈   

3. บทนิยาม 2 การเทากันของเมทริกซ 
 ให ij m n

A a
×

 =   และ ij p q
B b

×
 =     

 A  เทากับ B  ก็ตอเม่ือ ,= =m p n q  และ ij ija b=  สําหรับทุก { }1, 2, 3, ,i m∈   

และ { }1, 2, 3, ,j n∈   

 เขียนแทน A  เทากับ B  ดวย =A B  
4. ถาเมทริกซ A  และ B  มีขนาดตางกัน จะไดวา A  ไมเทากับ B  และถาเมทริกซ A  และ 

B  มีขนาดเทากันแตมีสมาชิกท่ีอยูในตําแหนงเดียวกันตางกันอยางนอยหนึ่งคู จะไดวา A  
ไมเทากับ B  ซ่ึงเขียนแทนดวย ≠A B  

  



     
     
     

 บทท่ี 2 | เมทริกซ   
 

  62 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5   เลม 1  
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

5. บทนิยาม 3 การบวกเมทริกซ 
 ให ij m n

A a
×

 =   และ ij m n
B b

×
 =    เปนเมทริกซท่ีมีขนาดเทากัน 

 ผลบวกของเมทริกซ A  กับเมทริกซ B  คือ เมทริกซ ij m n
c

×
    เม่ือ = +ij ij ijc a b  สําหรับทุก 

{ }1, 2, 3, ,i m∈   และ { }1, 2, 3, ,j n∈    เขียนแทน A  บวก B  ดวย +A B  นั่นคือ 

ij ij ij ijm n m n m n
a b a b

× × ×
     + = +       

6. บทนิยาม 4 การคูณเมทริกซกับจํานวนจริง 
 ให ij m n

A a
×

 =   และ c  เปนจํานวนจริง 

 ผลคูณของ c  กับเมทริกซ A  คือ เมทริกซ ij m n
b

×
    เม่ือ ij ijb ca=  สําหรับทุก 

{ }1, 2, 3, ,i m∈   และ { }1, 2, 3, ,j n∈    เขียนแทนผลคูณของ c  กับเมทริกซ A  ดวย 

cA  นั่นคือ ij ijm n m n
c a ca

× ×
   =      

 หมายเหตุ  จะแทนผลคูณของ 1−  กับเมทริกซ A  ดวย A−  นั่นคือ ( )1A A− = −   

7. บทนิยาม 5 การลบเมทริกซ 
 ให A  และ B  เปนเมทริกซท่ีมีขนาดเทากัน เมทริกซ A  ลบดวยเมทริกซ B  คือ ผลบวกของ

เมทริกซ A  กับเมทริกซ −B  เขียนแทนดวย A B−  นั่นคือ ( )− = + −A B A B  

8. บทนิยาม 6  
 เมทริกซท่ีมีขนาด ×m n  และสมาชิกทุกตําแหนงเปน 0 เรียกวา เมทริกซศูนย เขียนแทน

ดวย 0m n× หรือ 0  

9. ทฤษฎีบท 1  
 ให , ,A B C  และ 0 เปนเมทริกซท่ีมีขนาด ×m n  และ ,c d เปนจํานวนจริงใด ๆ จะไดวา 

1) + = +A B B A  
 2) ( ) ( )+ + = + +A B C A B C  

3) 0 0+ = + =A A A  
 4) ( ) ( ) 0+ − = − + =A A A A  

5) ( )+ = +c A B cA cB  
 6) ( )+ = +c d A cA dA  

7) ( ) ( )=cd A c dA  
 8) 1 =A A  
 9) 0 0=A  



      
   
   

 บทท่ี 2 | เมทริกซ  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1   63 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

10. จากทฤษฎีบท 1 ขอ 3) จะเรียก 0 วา เอกลักษณการบวก ในเซตของเมทริกซขนาด 
×m n  และจากทฤษฎีบท 1 ขอ 4) จะเรียก −A  วา ตัวผกผันการบวก หรือ อินเวอรส 

การบวก ของ A  นอกจากนี้ จากทฤษฎีบท 1 ขอ 2) ทําใหสามารถแทน ( )+ +A B C

และ ( )+ +A B C  ดวย + +A B C  โดยไมเกิดความสับสน 

11. บทนิยาม 7 การคูณเมทริกซ 
 ให ij m n

A a
×

 =   และ ij p q
B b

×
 =     

 ผลคูณของเมทริกซ A  และ B  เขียนแทนดวย AB จะนิยามได ก็ตอเม่ือ =n p  

 และเมทริกซผลคูณ AB จะมีขนาด ×m q  ซ่ึงมีสมาชิกในแถวท่ี i และหลักท่ี j  เปน 

1 1 2 2i j i j i n n ja b a b a b+ + +  สําหรับทุก { }1, 2, 3, ,i m∈   และ { }1, 2, 3, ,j q∈   

12. สมาชิกในแถวท่ี i และหลักท่ี j  ของเมทริกซ AB ไดมาจากการบวกผลคูณของสมาชิก

ในแถวท่ี i ของ A  กับสมาชิกในหลักท่ี j ของ B  โดยคูณสมาชิกตัวตอตัวตามลําดับของ
สมาชิก 

13. บทนิยาม 8  
 สําหรับจํานวนเต็มบวก n  ใด ๆ ให nI เปนเมทริกซขนาด ×n n  ซ่ึงมีสมาชิกในแถวท่ี i

และหลักท่ี i  เปน 1 สําหรับทุก { }1, 2, 3, ,i n∈   และสมาชิกในแถวท่ี i และหลักท่ี j  

เปน 0  เม่ือ ≠i j  เรียก nI วา เมทริกซเอกลักษณ ขนาด ×n n  
14. ทฤษฎีบท 2  

 ให ,ij ijm n n p
A a B b

× ×
   = =     และ ij p q

C c
×

 =    จะไดวา 

1) ( ) ( )=A BC AB C  

 2) 0 0r m r nA× ×=  และ 0 0× ×=n r m rA  

3) =mI A A  และ =nAI A  

 4) ( ) ( ) ( )= =cA B A cB c AB  เม่ือ c  เปนจํานวนจริง 

5) ( )+ = +A B D AB AD   เม่ือ D  เปนเมทริกซขนาด ×n p  

 6) ( )+ = +A E B AB EB  เม่ือ E  เปนเมทริกซขนาด ×m n  

15. บทนิยาม 9  
 เมทริกซจัตุรัส คือ เมทริกซท่ีมีจํานวนแถวเทากับจํานวนหลัก 
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16. สมบัติท่ีสําคัญของเมทริกซจัตุรัส คือ ถา A และ B  เปนเมทริกซจัตุรัสขนาด ×n n  แลว

จะสามารถหา , ,AB BA AA  และ BB  ไดเสมอ และเมทริกซผลคูณท่ีไดจะเปนเมทริกซ
จัตุรัสขนาด ×n n  ดวย ดังนั้น เม่ือ k  เปนจํานวนเต็มบวกจะสามารถหาผลคูณของ A  
จํานวน  k  ตัว ไดเสมอ และเพ่ือความสะดวกจะแทน AAA A



 ดวย kA  

 
17. บทนิยาม 10 
 ให ij m n

A a
×

 =   ถา ij n m
B b

×
 =    โดยท่ี =ij jib a  สําหรับทุก { }1, 2, 3, ,i n∈   และ 

{ }1, 2, 3, ,j m∈   แลวจะเรียก B  วา เมทริกซสลับเปล่ียน ของ A  เขียนแทนดวย tA  

 ขอสังเกต  ถา A  เปนเมทริกซขนาด ×m n  แลว tA  จะเปนเมทริกซขนาด ×n m  ท่ีมี
สมาชิกในแถวท่ี i เหมือนกับสมาชิกในหลักท่ี i ของ A  สําหรับทุก { }1, 2, 3, ,i n∈   

18. ทฤษฎีบท 3  

1) ( )+ = +t t tA B A B  เม่ือ A  และ B  เปนเมทริกซขนาด ×m n  

 2) ( ) =t t tAB B A  เม่ือ A  เปนเมทริกซขนาด ×m n  และ B  เปนเมทริกซขนาด ×n p  

3) ( ) =ttA A   

 4) ( ) =t tcA cA  เม่ือ c  เปนจํานวนจริง 

19. บทนิยาม 11  

 ให  
=  
 

a b
A

c d
 จะได ดีเทอรมิแนนตของ A  คือ −ad bc   

20. เขียนแทนดีเทอรมิแนนตของ A  ดวย ( )det A  หรือ 
a b
c d

 ซ่ึง ( )det A  หาไดจากการนํา

ผลคูณของจํานวนตามเสนทึบในแนวทแยงลบดวยผลคูณของจํานวนตามเสนประในแนวทแยง 
แสดงดวยแผนภาพไดดังนี้ 

  

( )det
a b

A ad bc
c d

= = −  

  

k ตัว 
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21. บทนิยาม 12  

 ให 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
 =  
  

 จะได  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 322 23 21 23 21 22
11 12 13

32 33 31 33 31 32

det 1 1 1+ + += − + − + −
a a a a a a

A a a a
a a a a a a

   

22. การหาดีเทอรมิแนนตในบทนิยาม 12 เรียกวา การกระจายตามแถวท่ี 1  
 นอกจากนี้ยังสามารถหาดีเทอรมิแนนตโดยการกระจายตามแถวท่ี 2 หรือแถวท่ี 3 ได

ดังตอไปนี ้
 กระจายตามแถวท่ี 2 จะได 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 312 13 11 13 11 12
21 22 23

32 33 31 33 31 32

det 1 1 1
a a a a a a

A a a a
a a a a a a

+ + += − + − + −  

 กระจายตามแถวท่ี 3 จะได 

 ( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 2 3 312 13 11 13 11 12
31 32 33

22 23 21 23 21 22

det 1 1 1+ + += − + − + −
a a a a a a

A a a a
a a a a a a

 

 โดยท้ังสามวิธีจะไดผลลัพธเทากัน คือ 
 ( ) 11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 12 21 33det = + + − − −A a a a a a a a a a a a a a a a a a a  
 

23. ข้ันตอนการหาดีเทอรมิแนนตสําหรับเมทริกซขนาด 3 3×  
ข้ันตอนท่ี 1 เขียนหลักท่ี 1 และ 2 ของเมทริกซเพ่ิมเขาไปตอจากหลักท่ี 3  

 ข้ันตอนท่ี 2 คํานวณผลคูณของจํานวนตามเสนในแนวทแยงท้ัง 6 เสน ในแผนภาพ โดย
   นําผลคูณของจํานวนตามเสนทึบในแนวทแยงแตละเสนมาบวกกัน แลวลบ
   ดวยผลคูณของจํานวนตามเสนประในแนวทแยงแตละเสน  

 
11 12 13 11 12

21 22 23 21 22

31 32 33 31 32

a a a a a
a a a a a
a a a a a
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24. ทฤษฎีบท 4  

 ให A  และ B  เปนเมทริกซจัตุรัสท่ีมีขนาดเทากัน และ I  เปนเมทริกซเอกลักษณ จะไดวา 
1) ( )det 1=I   

 2) ถาเมทริกซ B  ไดจากการสลับแถวสองแถวของเมทริกซ A   แลว             
  ( ) ( )det det= −B A  

3) ถาเมทริกซ B  ไดจากการคูณสมาชิกทุกตัวในแถวใดแถวหนึ่งของเมทริกซ A  ดวย 
คาคงตัว c  แลว ( ) ( )det det=B c A    

 4) ถาเมทริกซ B  ไดจากการคูณสมาชิกแตละตัวในแถวใดแถวหนึ่งของเมทริกซ A  ดวย
 คาคงตัว c  แลวนําไปบวกกับสมาชิกแตละตัวท่ีอยูในหลักเดียวกันในอีกแถวหนึ่ง แลว 

   ( ) ( )det det=B A  

 5) ถาเมทริกซ A  มีแถว 2 แถวท่ีเหมือนกัน แลว ( )det 0=A   

6) ( ) ( )det det=tA A   

7) ( ) ( ) ( )det det det=AB A B   

8) ( ) ( )( )det det=
nnA A   

หมายเหตุ   เนื่องจาก ( ) ( )det det=tA A  ดังนั้น จากบทนิยาม 12 จะเห็นวาสามารถ

หาดีเทอรมิแนนตโดยการกระจายตามหลักไดดวย นอกจากนี้ทฤษฎีบท 4 
ขอ 2) – 5) ยังคงเปนจริง เม่ือเปลี่ยนคําวา “แถว” เปน “หลัก” 

25. บทนิยาม 13  
 ให A  เปนเมทริกซขนาด ×n n  ถามีเมทริกซ B  ขนาด ×n n  ซ่ึง = = nAB BA I  แลวจะ

เรียก B  วา เมทริกซผกผัน หรือ ตัวผกผันการคูณ หรือ อินเวอรสการคูณ ของเมทริกซ 
A  และเขียนแทนดวย 1−A  

 หมายเหตุ  จะนิยามเมทริกซผกผันของ A  เม่ือ A  เปนเมทริกซจัตุรัสเทานั้น 
26. ทฤษฎีบท 5  
 ถา A  มีเมทริกซผกผัน แลวเมทริกซผกผันของ A  จะมีเพียงเมทริกซเดียวเทานั้น 
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27. ทฤษฎีบท 6  

 ให  
=  
 

a b
A

c d
 จะได 1 1 d b

A
c aad bc

− − 
=  −−  

  เม่ือ 0− ≠ad bc   

 ขอสังเกต  ad bc−  เปนดีเทอรมิแนนตของ A  นั่นคือ 
( )

1 1
det

d b
A

c aA
− − 
=  − 

  

   เม่ือ  ( )det 0A ≠   

    ถา ( )det 0A =  แลวเมทริกซ A  จะไมมีเมทริกซผกผัน 

28. ระบบสมการเชิงเสน คือ ระบบท่ีประกอบดวยสมการเชิงเสนตั้งแตสองสมการข้ึนไป  
29. ถา 1 2 3, , , , ,na a a a b  เปนจํานวนจริงใด ๆ โดยท่ี 1 2 3, , , , na a a a  ไมเปนศูนยพรอม

กัน จะเรียกสมการ 1 1 2 2 3 3 n na x a x a x a x b+ + + + =  วา สมการเชิงเสน n  ตัวแปร 

โดยท่ี 1 2 3, , , , nx x x x  เปนตัวแปร 
30. บทนิยาม 14  
 ระบบสมการเชิงเสนท่ีมี  m  สมการ และมี n  ตัวแปร คือ ระบบสมการท่ีอยูในรูป 
   11 1 12 2 1+ + + n na x a x a x  1= b  
   21 1 22 2 2+ + + n na x a x a x  2= b  

             
   1 1 2 2m m m n na x a x a x+ + +  = mb  

 เม่ือ 1 2 3, , , , nx x x x  เปนตัวแปร และ ,ij ia b  เปนจํานวนจริง สําหรับ { }1, 2, 3, ,i m∈   

และ { }1, 2, 3, ,j n∈   

 จะกลาววา ( )1 2 3, , , , nr r r r  เปนคําตอบของระบบสมการ ก็ตอเม่ือ 1 2 3, , , , nr r r r  

เปนจํานวนจริง ท่ีเม่ือนําไปแทนตัวแปร 1 2 3, , , , nx x x x  ตามลําดับ ในแตละสมการ 
แลวไดสมการท่ีเปนจริงท้ังหมด 

31. สําหรับจํานวนจริง 1 2 3, , , , nr r r r  จะเรียก ( )1 2 3, , , , nr r r r  วา n  สิ่งอันดับ 
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32. ในกรณีท่ัวไป สําหรับระบบสมการเชิงเสนท่ีประกอบดวย m  สมการ n  ตัวแปร 
   11 1 12 2 1+ + + n na x a x a x  1= b  
   21 1 22 2 2+ + + n na x a x a x  2= b  

            
   1 1 2 2+ + +m m mn na x a x a x  = mb  

 สามารถเขียนระบบสมการนี้ในรูปสมการเมทริกซ =AX B  โดยท่ี 

   

11 12 1

21 22 2

1 2

,

 
 
 =
 
 
 

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a





  



1

2

 
 
 =
 
 
 n

x
x

X

x


 และ 

1

2

 
 
 =
 
 
 m

b
b

B

b


 

 เม่ือ A  เปนเมทริกซของสัมประสิทธิ์  X   เปนเมทริกซของตัวแปร และ B  เปนเมทริกซ
ของคาคงตัวทางขวามือของระบบสมการ จะเห็นวาหลักท่ี i  ของเมทริกซ A  เปน
สัมประสิทธิ์ของตัวแปร ix  เม่ือ { }1, 2, ,i n∈    

33. ถา =AX B  เปนระบบสมการเชิงเสนท่ีมีจํานวนสมการเทากับจํานวนตัวแปร แลว A  
จะเปนเมทริกซจัตุรัส และถา A  มีเมทริกซผกผันแลว จะได 

   ( ) ( )1 1 1− − −= = = =X IX A A X A AX A B  

 นั่นคือ 1−=X A B  เปนคําตอบของระบบสมการ  =AX B     
34. ในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซผกผันของเมทริกซของ

สัมประสิทธิ์ ถาเมทริกซของสัมประสิทธิ์ไมมีเมทริกซผกผันแลว ระบบสมการอาจมีคําตอบ
เปนจํานวนอนันตหรือไมมีคําตอบก็ได 

35. สมมติวาแทนสมการ  11 1 12 2 1+ + + n na x a x a x  1= b   ดวย  ( )1  

 และแทนสมการ  21 1 22 2 2+ + + n na x a x a x  2= b  ดวย  ( )2  

 และให c  เปนจํานวนจริงใด ๆ เพ่ือความสะดวก จะใชสัญลักษณตอไปนี้ 
1) ใช ( )1×c  แทนสมการ ( )11 1 12 2 1+ + + n nc a x a x a x 1= cb   

 2) ใช ( ) ( )1 2+  แทนสมการ  
  ( ) ( )11 1 12 2 1 21 1 22 2 2+ + + + + + +n n n na x a x a x a x a x a x   1 2= +b b  

36. กระบวนการตอไปนี้ไมทําใหคําตอบของระบบสมการเชิงเสนเปลี่ยนแปลง 
1) สลับสองสมการ 

 2) คูณสมการใดสมการหนึ่งดวยคาคงตัวท่ีไมใชศูนย  
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 3) คูณสมการหนึ่งดวยคาคงตัวท่ีไมใชศูนยแลวนําไปบวกกับอีกสมการ  
37. บทนิยาม 15 
 สําหรับระบบสมการเชิงเสนท่ีประกอบดวย m  สมการ n  ตัวแปร ตอไปนี้ 
   11 1 12 2 1+ + + n na x a x a x  1= b  
   21 1 22 2 2+ + + n na x a x a x  2= b  

            
   1 1 2 2+ + +m m mn na x a x a x  = mb  

 จะเรียกเมทริกซท่ีอยูในรูป  

   

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn m

a a a b
a a a b

A B

a a a b

 
 
   =   
 
  





   



 

 วา เมทริกซแตงเติมของระบบสมการ  
38. การแกระบบสมการเชิงเสนหลายตัวแปรจึงนิยมเขียนระบบสมการในรูปเมทริกซแตงเติม 

แลวใชการดําเนินการตามแถว ซ่ึงมี 3 แบบตอไปนี้กับเมทริกซ 
 แบบท่ี 1 สลับแถวท่ี i   และแถวท่ี j  ของเมทริกซ ซ่ึงจะแทนดวยสัญลักษณ ↔i jR R  

 แบบท่ี 2 คูณสมาชิกในแถวท่ี i   ดวยคาคงตัว c  เม่ือ 0≠c  ซ่ึงจะแทนดวยสัญลักษณ icR  
 แบบท่ี 3 คูณสมาชิกในแถวท่ี i   ดวยคาคงตัว c  เม่ือ 0≠c  แลวนําไปบวกกับสมาชิก

ในแถวท่ี j  เม่ือ ≠i j  ซ่ึงจะแทนดวยสัญลักษณ +i jcR R  (แทนผลลัพธนี้ใน

แถวท่ี j ) 

 เรียกการดําเนินการกับเมทริกซแตละแบบนี้วา การดําเนินการตามแถวข้ันมูลฐาน  
39. บทนิยาม 16 
 ถาเมทริกซ B  ไดจากการดําเนินการตามแถวบนเมทริกซ A  จะกลาววา เมทริกซ A  

สมมูลกับเมทริกซ B  เขียนแทนดวย A B     
40. ทฤษฎีบท 7   
 ให AX B=  และ CX D=  เปนระบบสมการเชิงเสน ถา A B    สมมูลกับ   C D

แลว AX B=  และ CX D=  มีคําตอบเหมือนกัน  
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2.2 ขอเสนอแนะเกี่ยวกับการสอน 

เมทริกซ 

 

 ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ครูควรเนนใหนักเรียนบอกขนาดของเมทริกซและระบุสมาชิกของเมทริกซในตําแหนงตาง ๆ 
ได เพราะจะเปนพ้ืนฐานสําคัญในการหาผลบวกหรือผลคูณของเมทริกซ  โดยอาจยกตัวอยาง
เมทริกซท่ีมีขนาดแตกตางกัน แลวใหนักเรียนระบุขนาดและสมาชิกบางตัวของเมทริกซ เชน  

กําหนดเมทริกซ  [ ]2 1
, 1 7 5

4 3
A B

− 
= = − − 

 และ 
10 2 5
1 3 2

C
− − 

=  − 
  

จงหา 1) ขนาดของ ,A B  และ C  

 2) 21 13,a b  และ 12c  

• จากบทนิยาม 2  เม่ือพิจารณาวาเมทริกซ A  เทากับ B  หรือไมนั้น จะตองพิจารณา 2 
ประเด็น คือ  

1)  ขนาดหรือมิติของเมทริกซ A  และ B  เทากันหรือไม  
2)  สมาชิกของเมทริกซ A  และ B  ในตําแหนงเดียวกันเทากันหรือไม 

• เม่ือนักเรียนไดเรียนเก่ียวกับการบวกและการคูณเมทริกซแลว ครูอาจยกตัวอยางเมทริกซท่ี

มีขนาดตางกัน เชน [ ]
10 2 5

1 1 1 1
, , 2 0 , 1 3 2

0 1 2 1
2 1 4

A B C D
− − 

− −     = = = − = −     −     − 

 

และ 
1
1

E  
=  − 

 เพ่ือใหนักเรียนพิจารณาวาเมทริกซคูใดท่ีบวกกันหรือคูณกันไดบาง เพ่ือให

นักเรียนไดขอสรุปวา เมทริกซท่ีบวกกันไดตองเปนเมทริกซท่ีมีขนาดเทากัน และเมทริกซท่ี
คูณกันไดตองเปนเมทริกซท่ีมีจํานวนหลักของเมทริกซตัวหนาเทากับจํานวนแถวของเมทริกซ 
ตัวหลัง  

• เม่ือกําหนดเมทริกซ A  และ B  มาให การหาผลคูณของเมทริกซ A  กับเมทริกซ B  จะ
หมายถึงการหา AB  เทานั้น 
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• ตัวอยางท่ี 7, 8, 9 และ 10 ใชในการสอนเก่ียวกับการคูณเมทริกซในกรณีตาง ๆ ดังนี้ 
o ตัวอยางท่ี 7 เปนตัวอยางท่ีหา AB  ได แต BA  ไมนิยาม 
o ตัวอยางท่ี 8 และ 9 เปนตัวอยางท่ีหาท้ัง AB  และ BA  ได แต AB  และ BA  มีขนาด

ไมเทากัน ดังนั้น AB BA≠  
o ตัวอยางท่ี 10 เปนตัวอยางท่ีหาท้ัง AB  และ BA  ได โดย AB  และ BA  มีขนาดเทากัน 

แต AB BA≠  

 

 กิจกรรม : ยอดขายเคกในแตละวัน   

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง การใชความรูเก่ียวกับบทนิยามของการคูณเมทริกซใน
การแกปญหา โดยนักเรียนจะไดเชื่อมโยงความรูเก่ียวกับบทนิยามของการคูณเมทริกซซ่ึงได
เรียนมาแลว กับสถานการณปญหายอดขายเคกในแตละวัน เพ่ือใหเห็นการนําความรูเก่ียวกับ
เมทริกซไปใชในการแกปญหา 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ แลวใหนักเรียนแตละคูรวมกันพิจารณาตารางแสดง

จํานวนเคก (ชิ้น) ท่ีขายไดในรานเบเกอรี่แหงหนึ่งในชวงเวลา 12.00 น. – 13.00 น. เปน
เวลา 4 วัน ดังนี้ 

วัน 
จํานวนเคกท่ีขายได (ช้ิน) 

เคกกลวยหอม เคกกาแฟ เคกช็อกโกแลต 

จันทร 13 8 6 

อังคาร 9 7 4 

พุธ 7 4 0 

พฤหัสบดี 15 6 3 
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2. จากขอ 1 ครูใหนักเรียนแตละคูพิจารณาวา ถากําหนดใหเคกกลวยหอมราคาชิ้นละ 8 บาท 
เคกกาแฟราคาชิ้นละ 12 บาท และเคกช็อกโกแลตราคาชิ้นละ 10 บาท ในแตละวันราน 
เบเกอรี่แหงนี้มียอดขายเคกท้ังสามชนิดเปนเงินเทาใด 
แนวคําตอบ 

แนวทางหนึ่งท่ีทําได คือ ใชวิธีหาผลคูณระหวางราคาเคกแตละชนิดหนึ่งชิ้นกับจํานวนเคก
ชนิดนั้นท่ีขายไดในแตละวัน จากนั้นจึงหาผลบวกของผลคูณท้ังหมด ซ่ึงจะไดเปนยอดขาย
รวมในแตละวัน ดังนี้ 
• ยอดขายรวมในวันจันทร คือ ( ) ( ) ( )13 8 8 12 6 10 260+ + =  บาท 

• ยอดขายรวมในวันอังคาร คือ ( ) ( ) ( )9 8 7 12 4 10 196+ + =  บาท 

• ยอดขายรวมในวันพุธ คือ ( ) ( ) ( )7 8 4 12 0 10 104+ + =  บาท 

• ยอดขายรวมในวันพฤหัสบดี คือ ( ) ( ) ( )15 8 6 12 3 10 222+ + =  บาท 

3. ครูและนักเรียนแตละคูรวมกันอภิปรายเก่ียวกับแนวทางการหาคําตอบท่ีไดในขอ 2 โดยใน
การอภิปราย ครูควรชี้แนะใหนักเรียนเห็นวาสิ่งสําคัญในการหาคําตอบของปญหานี้คือการ
จับคูกันระหวางราคาเคกกับจํานวนเคกท่ีขายได 

4. ครูใหนักเรียนพิจารณาสถานการณปญหาท่ีกําหนดใหโดยใชเมทริกซ โดยใชการถามตอบดังนี้ 
• ให A  เปนเมทริกซขนาด 4 3×  แสดงขอมูลจากตารางแสดงจํานวนเคกท่ีขายไดใน

แตละวันท่ีอยูในขอ 1 จะเขียน A  ไดเปนอยางไร 
แนวคําตอบ 

13 8 6
9 7 4
7 4 0

15 6 3

A

 
 
 =
 
 
 

 

• ให B  เปนเมทริกซขนาด 3 1×  แสดงราคาเคกชนิดตาง ๆ ตามท่ีกําหนดในขอ 2 จะ

เขียน B  ไดเปนอยางไร  

แนวคําตอบ 

8
12
10

B
 
 =  
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5. จาก A  และ B  ท่ีไดในขอ 4 ครูใหนักเรียนรวมกันหา AB   
แนวคําตอบ 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

13 8 8 12 6 1013 8 6 260
8

9 8 7 12 4 109 7 4 196
12

7 4 0 1047 8 4 12 0 1010
15 6 3 22215 8 6 12 3 10

AB

 + +        + +     = = =     + +           + + 

 

6. จาก AB  ท่ีไดในขอ 5 ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับสมาชิกแตละตัวของ AB  
โดยใชการถามตอบดังนี้ 
• การหาสมาชิกแตละตัวของ AB  ทําไดอยางไร  

แนวคําตอบ 
สมาชิกในแถวท่ี 1 หลักท่ี 1 คือ 260  หาไดจาก ( ) ( ) ( )13 8 8 12 6 10+ +  

สมาชิกในแถวท่ี 2 หลักท่ี 1 คือ 196  หาไดจาก ( ) ( ) ( )9 8 7 12 4 10+ +  

สมาชิกในแถวท่ี 3 หลักท่ี 1 คือ 104  หาไดจาก ( ) ( ) ( )7 8 4 12 0 10+ +  

สมาชิกในแถวท่ี 4 หลักท่ี 1 คือ 260  หาไดจาก ( ) ( ) ( )15 8 6 12 3 10+ +  

นั่นคือ สมาชิกในแถวท่ี i  หลักท่ี j  ของ AB  ไดมาจากการบวกผลคูณของสมาชิกใน

แถวท่ี i  ของ A  กับสมาชิกในหลักท่ี j  ของ B  โดยคูณสมาชิกตัวตอตัวตามลําดับ
ของสมาชิก 

• เม่ือเปรียบเทียบการหาสมาชิกแตละตัวของ AB  กับการหายอดขายรวมในแตละวัน 
ท่ีครูและนักเรียนไดรวมกันอภิปรายในขอ 3 นักเรียนพบขอสังเกตอยางไร  
แนวคําตอบ  

การหาสมาชิกแตละตัวของ AB  เปนลักษณะเดียวกับการหายอดขายรวมใน 
แตละวันซ่ึงนักเรียนเคยพบโจทยปญหาในลักษณะนี้มาแลว 

7. ครูใหนักเรียนรวมกันพิจารณาวาสามารถหา BA  ไดหรือไม เพราะเหตุใด 
 แนวคําตอบ 

ไมสามารถหา BA  ได เนื่องจาก B  มีขนาด 3 1×  และ A  มีขนาด 4 3×  ซ่ึงจะเห็นวา
จํานวนหลักของ B  ไมเทากับจํานวนแถวของ A  ดังนั้นจึงไมสามารถหาผลคูณของ B  
กับ A  ได 
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หมายเหตุ   
• เม่ือทํากิจกรรมนี้แลว ครูอาจเปดโอกาสใหนักเรียนกําหนด A  และ B  เปนเมทริกซ

ขนาดอ่ืน ๆ ท่ีแตกตางจากท่ีกําหนดในกิจกรรม และใหนักเรียนหา AB  และ BA  เพ่ือ
ตรวจสอบความเขาใจของนักเรียนเก่ียวกับการคูณเมทริกซ 

• จากกิจกรรม ครูอาจใหนักเรียนหา ( )tAB  และ t tB A  แลวตรวจสอบผลลัพธท่ีไดเปน

เชนเดียวกับคําตอบท่ีไดในกิจกรรมหรือไม 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• การแกปญหาโดยใชความรูเก่ียวกับการคูณเมทริกซ เชน ในแบบฝกหัด 2.1 ขอ 16  
ยอดขายขาวแตละชนิดของโรงสีรวมใจชาวนาสาขาจังหวัดบุรีรัมยและจังหวัดเชียงใหม 
(มีหนวยเปนตัน) ในเดือนมกราคม 2561 แสดงไดดังตาราง 
 

 
 
ถาโรงสีรวมใจชาวนาตั้งราคาขายขาวหอมมะลิ ขาวเหนียว และขาวขาว ในราคาปกติ
ตันละ 23,000 บาท  25,000 บาท  และ 17,000 บาท ตามลําดับ และราคาสมาชิกตันละ 
22,000 บาท  23,500 บาท และ  15,000 บาท ตามลําดับ จงหารายรับในเดือน
มกราคม 2561 ของโรงสีรวมใจชาวนาแตละสาขา ในกรณีท่ีโรงสีขายขาวทุกชนิดใน
ราคาปกติ และในกรณีท่ีโรงสีขายขาวทุกชนิดในราคาสมาชิก 

หากพบวา นักเรียนหาคําตอบของปญหาขอนี้ไดไมถูกตอง อาจไมไดเกิดจากการท่ีนักเรียน
ไมมีความเขาใจเก่ียวกับการแกปญหาโดยใชความรูเก่ียวกับการคูณเมทริกซ แตอาจเกิด
จากการกําหนดเมทริกซแสดงยอดขายขาวหรือเมทริกซแสดงราคาขาวไมถูกตอง ซ่ึงจะทํา
ใหผลคูณท่ีไดมีความหมายไมตรงกับท่ีโจทยถาม 
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 ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

• นักเรียนมักเขาใจผิดวา 0  เปนสิ่งเดียวกับ 0  ซ่ึงครูตองเนนย้ําวา 0  และ 0 แตกตางกัน 

โดย 0  เปนเมทริกซท่ีมีขนาด m n×  และสมาชิกทุกตําแหนงเปนศูนย แต 0 คือ จํานวนจริง 

 

ดีเทอรมิแนนตของเมทริกซขนาด 2 2×  และ 3 3×  

 

 ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• นิยามดีเทอรมิแนนตใชสําหรับเมทริกซจัตุรัสเทานั้น และมีไดเปนจํานวนจริงเพียงคาเดียว 
• ครูตองเนนย้ํ านักเรียนหาดี เทอร มิแนนต ใหได  เนื่องจากตองใชความรู เ ก่ียวกับ 

ดีเทอรมิแนนตในการพิจารณาวาเมทริกซท่ีกําหนดใหมีเมทริกซผกผันหรือไม นอกจากนี้ ครู
ควรสนับสนุนใหนักเรียนใชทฤษฎีบท 4 ชวยหาดีเทอรมิแนนตของเมทริกซ ดังแสดงใน
ตัวอยางท่ี 22 เนื่องจากการหาดีเทอรมิแนนตตามบทนิยาม 12 อาจเกิดการคํานวณ
ผิดพลาดได 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• สําหรับแบบฝกหัด 2.2 ขอ 2 นั้น ครูอาจเปดโอกาสใหนักเรียนหา ( )det tA  และ ( )det tB  

โดยใชทฤษฎีบท 4 หรือหา tA  และ tB  กอน แลวจึงหาดีเทอรมิแนนตก็ได แตสําหรับการ
หา ( )5det A  และ ( )6det B  นั้น ครูควรสงเสริมใหนักเรียนใชทฤษฎีบท 4 มากกวาการหา 

5A  และ 6B  กอน แลวจึงหาดีเทอรมิแนนต 
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เมทริกซผกผัน  

 

 กิจกรรม : เมทริกซผกผัน 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง เมทริกซผกผัน  

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูทบทวนความรูของนักเรียนเก่ียวกับตัวผกผันการคูณของจํานวนจริง 
2. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นครูเขียนเมทริกซตอไปนี้บนกระดาน 

  
2 3
3 5

A  
=  
 

 
5 3
3 2

B
− 

=  − 
 

1 2
1 1

C  
=  − 

 

3. ครูใหนักเรียนแตละคูรวมกันหา , , , ,AB BA AC CA BC  และ CB  พรอมพิจารณาวาผลคูณ
ใดเทากับเมทริกซเอกลักษณ 

 แนวคําตอบ 

 AB   = 
2 3 5 3
3 5 3 2

−   
   −   

 = 
1 0
0 1
 
 
 

  

 BA   = 
5 3 2 3
3 2 3 5

−   
   −   

 = 
1 0
0 1
 
 
 

  

 AC   = 
2 3 1 2
3 5 1 1

  
   −   

 = 
1 7
2 11
− 
 − 

  

 CA   = 
1 2 2 3

3 51 1
   
   −   

 = 
8 13
1 2
 
 
 

  

 BC   = 
5 3 1 2
3 2 1 1

−   
  − −   

 = 
8 7
5 4

 
 − − 

  

 CB   = 
1 2 5 3

3 21 1
−   

   −−   
 = 

1 1
8 5
− 
 − 

  

ซ่ึงจะเห็นวา AB I=  และ BA I=  นั่นคือ AB BA I= =  
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4. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดในขอ 3 โดยครูอาจใชคําถามตอไปนี้ 
• เมทริกซเอกลักษณท่ีมีขนาด 2 2×  คือเมทริกซใด 

แนวคําตอบ 
1 0
0 1
 
 
 

 

• ผลคูณของเมทริกซใดเปนเมทริกซเอกลักษณท่ีมีขนาด 2 2×  
แนวคําตอบ 

ผลคูณของเมทริกซ A  และ B  หรือ AB  และผลคูณของเมทริกซ B  และ A  
หรือ BA   

• เนื่องจาก AB  และ BA  ตางเทากับเมทริกซเอกลักษณท่ีมีขนาด 2 2×  ดังนั้นจะสรุป
ไดวาอยางไร 
แนวคําตอบ 

AB BA I= =  

5. ครูแนะนําบทนิยาม 13 เก่ียวกับเมทริกซผกผัน แลวใหนักเรียนเชื่อมโยงผลท่ีไดจากการ
อภิปรายในขอ 4 กับบทนิยาม 13  ซ่ึงนักเรียนควรสังเกตเห็นวา เนื่องจาก AB BA I= =  จึง
ไดวา B  เปนเมทริกซผกผันหรือตัวผกผันการคูณหรืออินเวอรสการคูณของ A   

 

 ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 จะนําเสนอเฉพาะ
เมทริกซผกผันของเมทริกซท่ีมีขนาด 2 2×  เทานั้น 

• ถา ( )det 0=A  แลว A  จะไมมีเมทริกซผกผัน  ดังนั้น การหาเมทริกซผกผันของเมทริกซท่ี

กําหนด หากดีเทอรมิแนนตของเมทริกซท่ีกําหนดเทากับศูนย จะสามารถสรุปไดวาเมทริกซ
นั้นไมมีเมทริกซผกผัน ดังแสดงในตัวอยางท่ี 27 ขอ 3) 

• จากบทนิยาม 13 กําหนดใหเมทริกซผกผันของ A   เขียนแทนดวย 1A−   จึงสามารถเขียน
แทน AB BA I= =  ดวย 1 1AA A A I− −= =  ได เม่ือ A  และ B  เปนเมทริกซขนาด n n×  
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 ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

• นักเรียนบางคนอาจนําสมบัติเก่ียวกับเลขยกกําลังมาใชในการหาอินเวอรสของผลคูณของ 
เมทริกซกับเมทริกซ จึงเขาใจผิดวา ( ) 1 1 1AB A B− − −=  ครูควรเนนย้ําใหนักเรียนเขาใจให

ถูกตองวา สําหรับเมทริกซจัตุรัส A  และ B  ซ่ึงมีเมทริกซผกผัน จะไดวา ( ) 1 1 1AB B A− − −=  

โดยใชตัวอยางท่ี 29 ประกอบการอธิบาย 

 

การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสน 

 

 ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 ไดนําเสนอการแก
ระบบสมการเชิงเสนท่ีมี 2 สมการ 2 ตัวแปร และระบบสมการเชิงเสนท่ีมี 3 สมการ 3 ตัวแปร
เทานั้น ซ่ึงการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนนั้นทําไดหลายวิธี สําหรับในหนังสือเรียน 
จะนําเสนอวิธีการแกระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซ 2 วิธี คือ การใชเมทริกซผกผัน
ของเมทริกซของสัมประสิทธิ์ และการใชการดําเนินการตามแถว 

• การแกระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซผกผันของเมทริกซของสัมประสิทธิ์ เปนการแก
ระบบสมการเชิงเสนท่ีมีจํานวนสมการเทากับจํานวนตัวแปร โดยเขียนระบบสมการใหอยู
ในรูปของสมการเมทริกซ =AX B  โดยท่ี A  เปนเมทริกซจัตุรัส ซ่ึงถา A  มีเมทริกซผกผัน 
แลวจะได  
 1−A AX  = 1−A B  
 IX  = 1−A B  
 X  = 1−A B  
นั่นคือ 1−=X A B   เปนคําตอบของ =AX B  
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• การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซผกผันของเมทริกซของสัมประสิทธิ์  
ถาเมทริกซของสัมประสิทธิ์ไมมีเมทริกซผกผันแลว ไมไดหมายความเพียงวา ระบบสมการ
ไมมีคําตอบ แตระบบสมการนั้นอาจมีคําตอบเปนจํานวนอนันตก็ได ดังนั้น จึงไมสามารถใช
วิธีนี้ในการหาคําตอบของระบบสมการในกรณีนี้ได ครูควรสงเสริมใหนักเรียนหาคําตอบ
ของระบบสมการนี้ดวยวิธีอ่ืน เชน จากระบบสมการ 1x y+ =  และ 2 2 2x y+ =  ซ่ึงระบบ
สมการนี้ไมสามารถหาคําตอบโดยใชเมทริกซผกผันของเมทริกซของสัมประสิทธิ์ได แตหา
คําตอบโดยใชการดําเนินการตามแถวไดดังนี้ 

ให เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 1 1
2 2 2
 
 
 

   

ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้ 
1 1 1
2 2 2
 
 
 

    
1 2

1 1 1
20 0 0 R R

 
  − + 

 

เม่ือแปลงเมทริกซแตงเติมนี้ใหอยูในรูประบบสมการ จะได 1x y+ =  และ 0 0=  

จะเห็นวาสมการ 0 0=  เปนจริงเสมอ  
จึงหาเฉพาะคาของ x  และ y  ท่ีสอดคลองกับสมการ 1x y+ =   

จากสมการ 1x y+ =  จะไดวา 1y x= −   
ในท่ีนี้ให x t=  เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ  
ดังนั้น คําตอบของระบบสมการ คือ ( ), 1t t−  เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

นั่นคือ ระบบสมการ 1x y+ =  และ 2 2 2x y+ =  มีคําตอบเปนจํานวนอนันต 
• การสอนเรื่องการแกระบบสมการโดยการดําเนินการตามแถว เปนวิธีเดียวกันกับการแก

ระบบสมการท่ีนักเรียนไดเรียนมาแลวในระดับมัธยมศึกษาตอนตน แตเปนการเขียนระบบ
สมการใหอยูในรูปเมทริกซแตงเติม ดังแสดงในตัวอยางท่ี 31   

• การสอนเรื่องการใชเมทริกซแกระบบสมการเชิงเสน ครูควรเนนใหนักเรียนทําความเขาใจ
ความรู พ้ืนฐานวา ในการหาคําตอบของระบบสมการนั้น คําตอบของระบบสมการจะไม
เปลี่ยนแปลงเม่ือมีการเปลี่ยนแปลงสมการในระบบสมการดวยกระบวนการสลับสอง
สมการ คูณสมการใดสมการหนึ่งดวยคาคงตัวท่ีไมใชศูนย คูณสมการหนึ่งดวยคาคงตัวท่ี
ไมใชศูนยแลวนําไปบวกกับอีกสมการหนึ่ง ดังตัวอยางตอไปนี้ 
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 จากระบบสมการ  1x y+ =   ----- (1) 

 และ   2 2 2x y+ =  ----- (2) 

 ให เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 1 1
2 2 2
 
 
 

 

 1) พิจารณาการเปลี่ยนแปลงของสมการในระบบสมการดวยการสลับสองสมการ 

  จากเมทริกซแตงเติม 
1 1 1
2 2 2
 
 
 

 

 ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้ 
1 1 1
2 2 2
 
 
 

    1 22 2 2
1 1 1

R R↔ 
 
 

 

  เม่ือแปลงเมทริกซแตงเติมนี้ใหอยูในรูประบบสมการ จะได 

   2 2 2x y+ =  ----- (3) 
   1x y+ =  ----- (4) 

จะเห็นวา (1) = (4) และ (2) = (4)   
นั่นคือ การสลับสองสมการไมทําใหระบบสมการเปลี่ยนแปลงไป 
ดังนั้น คําตอบของระบบสมการจะไมเปลี่ยนแปลงเม่ือเปลี่ยนแปลงสมการใน
ระบบสมการดวยการสลับสองสมการ 

2) พิจารณาการเปลี่ยนแปลงของสมการในระบบสมการดวยการคูณสมการใด
สมการหนึ่งดวยคาคงตัวท่ีไมใชศูนย  

  จากเมทริกซแตงเติม 
1 1 1
2 2 2
 
 
 

 

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้ 
1 1 1
2 2 2
 
 
 

    13 3 3 3
2 2 2

R 
 
 

 

เม่ือแปลงเมทริกซแตงเติมนี้ใหอยูในรูประบบสมการ จะได 
   3 3 3x y+ =  ----- (5) 
   2 2 2x y+ =  ----- (6) 

นํา 1
3

 ไปคูณ (5) จะได 

 1x y+ =  ----- (7)  
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จะเห็นวา (1) = (7) และ (2) = (6)   
นั่นคือ การคูณสมการใดสมการหนึ่งดวยคาคงตัวท่ีไมใชศูนยไมทําใหระบบ
สมการเปลี่ยนแปลงไป 
ดังนั้น คําตอบของระบบสมการจะไมเปลี่ยนแปลงเม่ือเปลี่ยนแปลงสมการในระบบ
สมการดวยการคูณสมการใดสมการหนึ่งดวยคาคงตัวท่ีไมใชศูนย 

3) พิจารณาการเปลี่ยนแปลงของสมการในระบบสมการดวยการคูณสมการหนึ่ง
ดวยคาคงตัวท่ีไมใชศูนยแลวนําไปบวกกับอีกสมการหนึ่ง  

  จากเมทริกซแตงเติม 
1 1 1
2 2 2
 
 
 

 

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้ 
1 1 1
2 2 2
 
 
 

    
1 2

1 1 1
31 1 1 R R

 
  − + 

 

เม่ือแปลงเมทริกซแตงเติมนี้ใหอยูในรูประบบสมการ จะได 
   1x y+ =  ----- (8) 
   1x y+ =  ----- (9) 

นํา 2 ไปคูณ (9) จะได 
 2 2 2x y+ =  ----- (10)  

จะเห็นวา (1) = (8) และ (2) = (10)   
นั่นคือ การคูณสมการหนึ่งดวยคาคงตัวท่ีไมใชศูนยแลวนําไปบวกกับอีกสมการ
หนึ่งไมทําใหระบบสมการเปลี่ยนแปลงไป 
ดังนั้น คําตอบของระบบสมการจะไมเปลี่ยนแปลงเม่ือเปลี่ยนแปลงสมการในระบบ
สมการดวยการคูณสมการหนึ่งดวยคาคงตัวท่ีไมใชศูนยแลวนําไปบวกกับอีก
สมการหนึ่ง 

• การแกระบบสมการเชิงเสนโดยใชการดําเนินการตามแถว จะแปลงเมทริกซแตงเติมจาก 
A B     จนไดผลลัพธเปน C D     โดยท่ี C  มีสมบัติดังนี้ 
1)  11 1c =   

2)  จํานวนของศูนยท่ีติดกัน (นับจากซาย) ของแถวลางจะตองมากกวาของแถวบน หรือถา
จํานวนของศูนยท่ีติดกัน (นับจากซาย) ของแถวลางเทากับของแถวบน แลวสมาชิกท้ัง
สองแถวนั้นตองเปนศูนยท้ังหมด 
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หมายเหตุ เพ่ือความสะดวกในการหาคําตอบของระบบสมการ อาจทําใหในแตละแถว 
o มีสมาชิกตัวแรก (จากซายไปขวา) ท่ีไมใชศูนยเปน 1  
o เปลี่ยนสมาชิกตัวอ่ืนเปนศูนย (ถาทําได) 

ท้ังนี้ ในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 นําเสนอการแกระบบ
สมการโดยใชการดําเนินการตามแถว โดยการพิจารณาทีละหลัก เพ่ือใหนักเรียนไดสราง
กระบวนการคิดอยางเปนระบบ ซ่ึงจะเปนพ้ืนฐานสําหรับนําไปตอยอดในกรณีท่ีมีเมทริกซ
ขนาดใหญ อาจนํากระบวนการนี้ไปใชในการเขียนโปรแกรมเพ่ือแกระบบสมการ 

• เม่ือแกระบบสมการโดยการดําเนินการตามแถว เริ่มจากการแปลงเมทริกซแตงเติมจาก 
A B     จนไดผลลัพธเปน C D    นั้น อาจมีเมทริกซ C ได 3 แบบ ซ่ึงจะสงผลตอคําตอบ

ของระบบสมการ ดังนี ้
o ถา C I=  แลว ระบบสมการนั้นมีคําตอบเพียงคําตอบเดียว ดังแสดงในตัวอยางท่ี 32 
o ถา C   มีแถวท่ี i   ซ่ึงมีสมาชิกเปน 0 ทุกตัว และ 0id ≠  แลว ระบบสมการนั้นไมมี

คําตอบ ดังแสดงในตัวอยางท่ี 33 

o ถา C  มีแถวท่ี i   ซ่ึงมีสมาชิกเปน 0 ทุกตัว และ 0id =  แลว ระบบสมการนั้นมี
คําตอบเปนจํานวนอนันต ดังแสดงในตัวอยางท่ี 34 

• การแกระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีการดําเนินการตามแถวไมไดมีวิธีการท่ีตายตัว ซ่ึงวิธีท่ี
นําเสนอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 นั้น เปนการ
ลดข้ันตอนท่ีอาจทําใหเกิดความผิดพลาดในการคํานวณ เชน ในตัวอยางท่ี 32 ข้ันตอนท่ี 1 ใช
การสลับแถวท่ี 1 กับแถวท่ี 3 ของเมทริกซแตงเติมนั้น เพ่ือทําให 11a  เปน 1 แทนการคูณแถว

ท่ี 1 ดวย 1
3

 ซ่ึงจะทําให 13a  อยูในรูปเศษสวน และอาจทําใหเกิดความผิดพลาดจากการคํานวณ

ไดงาย นอกจากนี้ยังเปนการเตรียมการเปลี่ยนให 31a  เปน 0 ในข้ันตอนท่ี 2 ดวย อยางไรก็ตาม 
ในการแกระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีการดําเนินการตามแถวนั้น ครูควรเปดโอกาสใหนักเรียน
เลือกใชการดําเนินการตามแถวตามท่ีนักเรียนตองการซ่ึงอาจมีข้ันตอนแตกตางจากท่ีครูคิดไว 

• หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 ไดนําเสนอโจทย
เก่ียวกับการแกระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีการดําเนินการตามแถวท่ีมีการคํานวณไม
ซับซอน เพราะมีจุดเนนอยูท่ีการสรางความเขาใจเก่ียวกับข้ันตอนและกระบวนการแก
ระบบสมการเชิงเสนโดยวิธีการดําเนินการตามแถว หากครูตองการยกตัวอยางเพ่ิมเติมหรือ
ออกขอสอบนั้น ไมควรใชโจทยท่ีมีการคํานวณซับซอน 
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ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• ในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนในแบบฝกหัด 2.4 ขอ 2. นั้น ถึงแมวาไมได
กําหนดวิธีการท่ีใชสําหรับหาคําตอบ แตนักเรียนควรเลือกใชวิธีการดําเนินการตามแถว 
เนื่องจากสามารถหาคําตอบของระบบสมการไดเสมอ ในขณะท่ีวิธีการใชเมทริกซผกผัน
ของเมทริกซของสัมประสิทธิ์จะไมสามารถหาคําตอบของบางระบบสมการได เชน ระบบ
สมการ  
 3x y−  = 5−   
 2 6x y− +   = 10 

ให  
1 3

,
2 6

x
A X

y
−   

= =   −   
  และ  

5
10

B
− 

=  
 

  

เขียนระบบสมการในรูปสมการเมทริกซ AX B=   ไดดังนี้ 
1 3 5
2 6 10

x
y

− −     
=     −     

  

เนื่องจาก ( )det 0A =  ดังนั้น A  ไมมีเมทริกซผกผัน 

แสดงวาไมสามารถหาคําตอบของระบบสมการนี้ โดยใชเมทริกซผกผันของเมทริกซของ
สัมประสิทธิ์ได  
อยางไรก็ตามสามารถใชวิธีการดําเนินการตามแถวเพ่ือหาคําตอบของระบบสมการได 
เมทริกซแตงเติมของระบบสมการท่ีกําหนด คือ 

1 3 5
2 6 10

 − − 
 − 

  

ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้ 
1 3 5
2 6 10

− − 
 − 

    
1 2

1 3 5
20 0 0 R R

− − 
  + 

 

เม่ือแปลงเมทริกซแตงเติมนี้ใหอยูในรูปสมการ จะได 
 3x y−  = 5−   ----- (1) 
 0  = 0 ----- (2) 
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เนื่องจากสมการ (2) เปนจริงเสมอ จึงหาเฉพาะคาของ x  และ y  ท่ีสอดคลองกับสมการ 

(1) ก็เพียงพอ ซ่ึงจะได  3 5x y= −   

จะเห็นวา x  ข้ึนอยูกับ y  นั่นคือ สามารถเลือก y  ใหเปนจํานวนจริงใดก็ได 

ในท่ีนี้ให y t=  เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

ดังนั้น คําตอบของระบบสมการ คือ ( )3 5,t t−  เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ  
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2.3 แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน  

 
กิจกรรม : ถอดรหัสสายลับ  

องคกรลับ IQA สงสายลับแฝงตัวเขาไปเปนพนักงานในบริษัท สินสมุทรการชาง จํากัด เพ่ือสืบหา 
สาเหตุการเสียชีวิตจากอุบัติเหตุของประธานบริษัท จนวันหนึ่งสายลับสืบพบความจริงวาใคร
เปนผูอยูเบื้องหลังการจัดฉากอุบัติเหตุครั้งนี้ เขาจึงตองการแจงกลับไปยัง IQA โดยสงขอความ 
ท่ีระบุตัวคนรายในรูปของขอความท่ีเขารหัสปะปนไปกับเอกสารอ่ืน ๆ เพ่ือไมใหมีพิรุธ ซ่ึงอาจ 
ทําใหคนรายไหวตัวทันและหลบหนีไปกอน โดยเอกสารท่ีสายลับสงให IQA  มีดังนี้ 
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ถานักเรียนเปนเจาหนาท่ี IQA ท่ีไดรับเอกสารจากสายลับ นักเรียนจะสรุปไดหรือไมวาใครเปน
ผูอยูเบื้องหลังการเสียชีวิตของประธานบริษัท สินสมุทรการชาง จํากัด 
 
ข้ันตอนการปฏิบัติ 
1.  ศึกษาข้ันตอนการเขารหัสขอความของ IQA ดังตอไปนี้ 
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2.  จงหาวาเมทริกซขอความ 
73 32 76 79 86 69
32 77 65 84 72 32
 
 
 

 ไดจากขอความใด 

 
3. จากข้ันตอนการเขารหัสขอความของ IQA  จงเขียนสมการแสดงความสัมพันธระหวางเมทริกซ

ขอความ ( )C  เมทริกซเขารหัส ( )E  และเมทริกซผลลัพธ ( )X และจงหาวาเม่ือเจาหนาท่ี 

IQA ไดเมทริกซผลลัพธ ( )X จากสายลับ เขาจะสามารถหาเมทริกซขอความ ( )C  ไดอยางไร 

  



     
     
     

 บทท่ี 2 | เมทริกซ   
 

  88 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

4.  ถาเจาหนาท่ี IQA ไดรับเมทริกซผลลัพธ คือ 
224 229
596 607
 
 
 

 จงหาขอความท่ีสายลับสงมา 

เม่ือกําหนดให 
1 2
3 5
 
 
 

 เปนเมทริกซเขารหัสท่ีสายลับไดรับจาก IQA 

 
5.  พิจารณาเอกสารท่ีสายลับสงให IQA นักเรียนคิดวาเอกสารใดนาจะมีเมทริกซผลลัพธท่ีสายลับ

ตั้งใจสงให เพราะเหตุใด 
 
6.  จากเอกสารท่ีสายลับสงให IQA จงหาวาใครเปนผูท่ีอยูเบื้องหลังการเสียชีวิตของประธาน 

บริษัท สินสมุทรการชางจํากัด เม่ือกําหนดให 
1 2
3 5
 
 
 

 เปนเมทริกซเขารหัสท่ีสายลับไดรับ

จาก IQA 
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เฉลยกิจกรรม : ถอดรหัสสายลับ  

 
1.  –  
 

2.  เม่ือแทนรหัส Unicode ในเมทริกซ 75 69 69 80 32 83
77 73 76 73 78 71
 
 
 

 ดวยตัวอักษรและชองวาง

จะไดเปน K E E P S
M I L I N G
 
 
 

  นั่นคือ เมทริกซนี้ไดจากขอความ KEEP SMILING 

 
3.  สมการแสดงความสัมพันธระหวางเมทริกซขอความ ( )C  เมทริกซเขารหัส ( )E  และเมทริกซ

ผลลัพธ ( )X  คือ  X EC=  นั่นคือ 1C E X−=    

 ดังนั้น เม่ือเจาหนาท่ี IQA ไดเมทริกซผลลัพธ ( )X  จากสายลับ เขาจะสามารถหาเมทริกซ

ขอความ ( )C  ไดจากผลคูณของเมทริกซผกผันของ E กับ X 
 
4. ให X แทนเมทริกซผลลัพธ และ E แทนเมทริกซเขารหัส   
 จะไดวาเมทริกซขอความ ( )C  หาไดจาก 1E X−   

 เนื่องจาก 1 5 2
3 1

E− − 
=  − 

  จะได 
5 2 224 229 72 69

3 1 596 607 76 80
C

−     
= =     −     

 

 เม่ือแปลง Unicode ของเมทริกซขอความนี้กลับไปเปนตัวอักษร จะได เมทริกซ 
H E
L P
 
 
 

 

 ดังนั้น ขอความท่ีสายลับสงมา คือ HELP 
 
5.  พิจารณาเลขท่ีของรายการสั่งซ้ือสินคาท้ัง 3 ใบ จะสังเกตไดวาเปน Unicode ซ่ึงแปลง

กลับไปเปนตัวอักษรไดดังนี้  
78 68 83− −  แปลงไดเปน N D S− −  

70 66 73− −  แปลงไดเปน F B I− −  

73 81 65− −  แปลงไดเปน I Q A− −  

ดังนั้น รายการสั่งซ้ือสินคาใบสุดทายนาจะมีเมทริกซผลลัพธท่ีสายลับตั้งใจสงให 
 

6.  กรณีท่ีนักเรียนไมทราบคําตอบขอ 5 นักเรียนสามารถใชเอกสารท้ังสามท่ีสายลับสงมาหา
เมทริกซผลลัพธดังนี้ 
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จากรายการสั่งซ้ือสินคาใบแรก เม่ือนําตัวเลขในตารางมาเขียนในรูปเมทริกซ จะได เมทริกซ

ผลลัพธคือ 
261 210 231 208
694 564 613 554
 
 
 

 

เนื่องจากเมทริกซเขารหัสคือ 
1 2
3 5
 
 
 

   

จะได เมทริกซผกผันของเมทริกซเขารหัสคือ 
5 2

3 1
− 
 − 

   

ดังนั้น เมทริกซขอความคือ 
5 2 261 210 231 208 83 78 71 68

3 1 694 564 613 554 89 66 80 70
−     

=     −     
 

เม่ือแปลง Unicode ของเมทริกซขอความนี้กลับไปเปนตัวอักษร จะได 
S N G D
Y B P F
 
 
 

 

ดังนั้น ขอความท่ีสายลับสงมาคือ SNGDYBPF ซ่ึงไมมีความหมาย 
จากรายการสั่งซ้ือสินคาใบท่ีสอง เม่ือนําตัวเลขในตารางมาเขียนในรูปเมทริกซ  

จะได เมทริกซผลลัพธ คือ 
204 260 264 215
547 694 702 577
 
 
 

 

ดังนั้น เมทริกซขอความคือ 
5 2 204 260 264 215 74 88 84 79

3 1 547 694 702 577 65 86 90 68
−     

=     −     
 

เม่ือแปลง Unicode ของเมทริกซขอความนี้กลับไปเปนตัวอักษร จะได 
J X T O
A V Z D
 
 
 

 

ดังนั้น ขอความท่ีสายลับสงมาคือ JXTOAVZD ซ่ึงไมมีความหมาย 
จากรายการสั่งซ้ือสินคาใบท่ีสาม เม่ือนําตัวเลขในตารางมาเขียนในรูปเมทริกซ  

จะได เมทริกซผลลัพธ คือ 
246 219 223 170
651 584 599 441
 
 
 

 

ดังนั้น เมทริกซขอความ คือ 
5 2 246 219 223 170 72 73 83 32

3 1 651 584 599 441 87 73 70 69
−     

=     −     
 

เม่ือแปลง Unicode ของเมทริกซขอความนี้กลับไปเปนตัวอักษร จะได 
H I S
W I F E
 
 
 

 

ดังนั้น ขอความท่ีสายลับสงมาคือ HIS WIFE  
นั่นคือ ผูท่ีอยูเบื้องหลังการเสียชีวิตของประธานบริษัท สินสมุทรการชาง จํากัด คือ ภรรยาของเขา   
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แนวทางการจัดกิจกรรม : ถอดรหัสสายลับ 

เวลาในการจัดกิจกรรม 30 – 50 นาที  

กิจกรรมนี้เสนอไวใหนักเรียนรูจักการเขารหัสอยางงาย โดยใชความรู เรื่อง เมทริกซ โดยมีสื่อ/
แหลงการเรียนรู และข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม ดังนี้ 

ส่ือ/แหลงการเรียนรู 
ใบกิจกรรม “ถอดรหัสสายลับ”  

ข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูนําเขาสูกิจกรรมโดยเลาเรื่องราวสั้น ๆ เก่ียวกับวิทยาการเขารหัสลับ โดยครูอาจใช

ขอมูลจาก “เสริมสมอง : วิทยาการเขารหัสลับ” 
 

2. ครูแบงนักเรียนเปนกลุม กลุมละ 3 – 4 คน แบบคละความสามารถ จากนั้นแจกใบกิจกรรม 
“ถอดรหัสสายลับ” ใหนักเรียน แลวใหนักเรียนแตละกลุมศึกษาสถานการณปญหาและ
ข้ันตอนการเขารหัสขอความของ IQA ในข้ันตอนการปฏิบัติกิจกรรมขอ 1 โดยครูควรให
นักเรียนสังเกตประเด็นตอไปนี้  
• เมทริกซขอความเปนเมทริกซท่ีมีสมาชิกแตละตัวเปน Unicode ท่ีใชแทนตัวอักษร

ภาษาอังกฤษตัวพิมพใหญและชองวาง  
• เมทริกซผลลัพธ คือ ผลคูณของเมทริกซเขารหัสกับเมทริกซขอความ ท้ังนี้ขนาดของ

เมทริกซเขารหัสและเมทริกซขอความมีความสําคัญตอการหาเมทริกซผลลัพธ นั่นคือ 
จํานวนหลักของเมทริกซเขารหัสตองเทากับจํานวนแถวของเมทริกซขอความ จึงจะ
สามารถหาเมทริกซผลลัพธได ในท่ีนี้จึงกําหนดใหเมทริกซขอความเปนเมทริกซท่ีมี 2 
แถว เนื่องจากเมทริกซเขารหัสมีขนาด 2 2×   
 

3. ครูใหนักเรียนแตละกลุมตอบคําถามท่ีปรากฏในข้ันตอนการปฏิบัติกิจกรรมขอ 2 – 4 เพ่ือ
ตรวจสอบความเขาใจของนักเรียนเก่ียวกับการเขารหัสขอความของ IQA จากนั้น ครูและ
นักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีได 

 

  



     
     
     

 บทท่ี 2 | เมทริกซ   
 

  92 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

4. ครูใหนักเรียนแตละกลุมตอบคําถามในข้ันตอนการปฏิบัติกิจกรรมขอ 5 ซ่ึงเปนการฝกการ
สังเกต นักเรียนอาจยังไมทราบคําตอบท่ีถูกตอง โดยครูอาจใหนักเรียนขามขอนี้ไปกอน  

อยางไรก็ตาม นักเรียนบางคนอาจสังเกตเห็นวาตัวเลขท่ีปรากฏในใบสงของท่ีกําหนดให
นั้น มีตัวเลขชุดท่ีเปนเลขท่ีใบสงของและตัวเลขชุดท่ีอยูในตาราง โดยตัวเลขชุดท่ีเปนเลขท่ี
ใบสงของนั้นตรงกับ Unicode ท่ีใชแทนตัวอักษรภาษาอังกฤษดังนี้ 

 
ใบสงของเลขท่ี ตัวอักษรภาษาอังกฤษ 
78 – 68 – 83 N – D – S 

70 – 66 – 73 F – B – I 

73 – 81 – 65 I – Q – A 

ซ่ึงจะทําใหนักเรียนตอบคําถามขอนี้ได 
 

5. ครูใหนักเรียนแตละกลุมตอบคําถามในข้ันตอนการปฏิบัติกิจกรรมขอ 6 ซ่ึงหากนักเรียนยัง
ไมไดตอบคําถามในข้ันตอนการปฏิบัติกิจกรรมขอ 5 ครูอาจชี้แนะใหนักเรียนเขียนตัวเลข
ในตารางของใบสงของแตละใบ ใหอยูในรูปเมทริกซท่ีมี 2 แถว ซ่ึงเมทริกซนี้คือเมทริกซ
ผลลัพธ จากนั้นใหนักเรียนแตละกลุมถอดรหัสเพ่ือหาเมทริกซขอความของใบสงของแตละ
ใบ ซ่ึงนักเรียนจะเห็นวาขอความท่ีถอดรหัสไดจากใบสงของใบท่ี 1 และใบท่ี 3 ไมมี
ความหมาย ในขณะท่ีขอความท่ีถอดรหัสไดจากใบสงของใบท่ี 2 เปนขอความท่ีแปลความ
ไดและเปนคําตอบของสถานการณท่ีกําหนด 

 
6. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดของคําถามในข้ันตอนการปฏิบัติ

กิจกรรมขอ 5 และ 6 นอกจากนี้ครูควรเชื่อมโยงกิจกรรมนี้กับการคูณเมทริกซ ดังนี้ 
• เมทริกซเขารหัสท่ีกําหนดใหในคําถามในข้ันตอนการปฏิบัติกิจกรรมขอ 6 เปนเพียง

เมทริกซหนึ่งเทานั้น นักเรียนอาจกําหนดเมทริกซเขารหัสเปนเมทริกซอ่ืนได แตเมทริกซ
นั้นตองเปนเมทริกซจัตุรัสท่ีมีเมทริกซผกผัน และจํานวนหลักของเมทริกซเขารหัสจะตอง
เทากับจํานวนแถวของเมทริกซขอความ ซ่ึงจะทําใหสามารถหาผลคูณของอินเวอรส 
ของเมทริกซเขารหัสกับเมทริกซผลลัพธได 
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• เมทริกซผลลัพธจะมีขนาดเทากับขนาดของเมทริกซขอความ เนื่องจากเมทริกซผลลัพธ
เปนผลคูณของเมทริกซเขารหัสท่ีมีขนาด 2 2×  กับเมทริกซขอความท่ีเปนเมทริกซท่ีมี  
2 แถว 

• จากสถานการณท่ีกําหนดใหในกิจกรรมนี้ เมทริกซท่ีสายลับจะตองเก็บเปนความลับ 
คือ เมทริกซเขารหัส และกระบวนการเขารหัสก็ตองเก็บเปนความลับดวย เนื่องจาก
เม่ือทราบเมทริกซเขารหัสเมทริกซผลลัพธ และกระบวนการเขารหัสแลว จะสามารถ
หาไดวาขอความท่ีตองการสงคือขอความใด 

หมายเหตุ 
1. เม่ือนักเรียนมีความเขาใจเก่ียวกับการเขารหัสและถอดรหัสในกิจกรรมนี้แลว ครูอาจให

นักเรียนพิจารณาเพ่ิมเติมวา หาก IQA เปลี่ยนสมการแสดงความสัมพันธระหวางเมทริกซ
ขอความ เมทริกซเขารหัส และเมทริกซผลลัพธ จาก X EC=  เปน X CE=  แลว 
• เมทริกซเขารหัสควรเปนอยางไร (นักเรียนควรตอบไดวาเปนเมทริกซจัตุรัสท่ีมีเมทริกซ

ผกผัน) 
• ขนาดของเมทริกซเขารหัสและเมทริกซขอความควรเปนอยางไร (นักเรียนควรตอบได

วาจํานวนหลักของเมทริกซขอความจะตองเทากับจํานวนแถวของเมทริกซเขารหัส) 
• เม่ือเจาหนาท่ี IQA ไดเมทริกซผลลัพธจากสายลับ เขาจะสามารถหาเมทริกซขอความ 

ไดอยางไร (นักเรียนควรตอบไดวา จะสามารถหาเมทริกซขอความไดจาก 1C XE−= ) 
2. กิจกรรมนี้เปนตัวอยางอยางงายของการเขารหัสและถอดรหัส เพ่ือใหนักเรียนเขาใจ

แนวคิดเก่ียวกับการเขารหัสและถอดรหัส แตในชีวิตจริงกระบวนการเขารหัสและถอดรหัส
ตองมีความซับซอนมากกวานี้เพ่ือความปลอดภัย 
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2.4 การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน 
การวัดผลระหวางเรียนมีจุดมุงหมายเพ่ือปรับปรุงการเรียนรูและพัฒนาการเรียนการสอน และ
ตรวจสอบนักเรียนแตละคนวามีความรูความเขาใจในเรื่องท่ีครูสอนมากนอยเพียงใด  การใหนักเรียน
ทําแบบฝกหัดเปนแนวทางหนึ่งท่ีครูอาจใชเพ่ือประเมินผลดานความรูระหวางเรียนของนักเรียน  
ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 ไดนําเสนอแบบฝกหัดท่ี
ครอบคลุมเนื้อหาท่ีสําคัญของแตละบทไว  สําหรับในบทท่ี 2 เมทริกซ ครูอาจใชแบบฝกหัดเพ่ือวัดผล
ประเมินผลความรูในแตละเนื้อหาไดดังนี้ 

เนื้อหา แบบฝกหัด 

เมทริกซและการเทากันของเมทริกซ 2.1 ขอ 1 – 3 

พีชคณิตของเมทริกซ 2.1 ขอ 4 – 17 

ดีเทอรมิแนนตของเมทริกซขนาด 2 2×  และ 3 3×  2.2 ขอ 1 – 2 

เมทริกซผกผันของเมทริกซขนาด 2 2×  2.3 ขอ 1 – 2 

การหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซ 2.4 ขอ 1 – 2  

การแกโจทยปญหาเก่ียวกับระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซ 2.4 ขอ 3 – 8 
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2.5 การวิเคราะหแบบฝกหัดทายบท 

หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1  มีจุดมุงหมายวาเม่ือ
นักเรียนไดเรียนจบบทท่ี 2 เมทริกซ แลวนักเรียนสามารถ 

1. หาผลบวกของเมทริกซกับเมทริกซ 
2. หาผลคูณของเมทริกซกับจํานวนจริง 
3. หาผลคูณของเมทริกซกับเมทริกซ 
4. หาเมทริกซสลับเปลี่ยน 
5. หาดีเทอรมิแนนตของเมทริกซขนาด 2 2×  และ 3 3×   
6. หาเมทริกซผกผันของเมทริกซขนาด 2 2×  
7. แกระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซผกผันและการดําเนินการตามแถว 
8. ใชความรูเก่ียวกับเมทริกซในการแกปญหา 

ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 ไดนําเสนอแบบฝกหัด
ทายบทท่ีประกอบดวยโจทยเพ่ือตรวจสอบความรูหลังเรียน โดยมีวัตถุประสงคเพ่ือวัดความรูความ
เขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมาย นอกจากนี้มีโจทยฝกทักษะท่ีมีความนาสนใจและโจทยทาทาย  
ครูอาจเลือกใชแบบฝกหัดทายบทวัดความรูความเขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมายของบทเพ่ือ
ตรวจสอบวานักเรียนมีความสามารถตามจุดมุงหมายเม่ือเรียนจบบทเรียนหรือไม 

ท้ังนี้ แบบฝกหัดทายบทแตละขอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 
เลม 1 บทท่ี 2 เมทริกซ สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียน ดังนี้ 

จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

1.  หาผลบวกของเมทริกซกับเมทริกซ 1*  

2. หาผลคูณของเมทริกซกับจํานวนจริง 2*  

3. หาผลคูณของเมทริกซกับเมทริกซ 3* 1) – 10) 

4. หาเมทริกซสลับเปลี่ยน 4*  

 5 1) – 2)* 

 6 1) – 4) 

 11* 1) – 2) 
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

5. หาดีเทอรมิแนนตของเมทริกซขนาด 2 2×  และ 3 3×  7 1) – 6) 

 8 1) – 3) 

6. หาเมทริกซผกผันของเมทริกซขนาด 2 2×  5 2)* 

 9  

 10 1) – 4) 

 12* 1) – 2) 

7. แกระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซผกผันและการ 12* 1) – 2) 

ดําเนินการตามแถว 13 1) – 8) 

8. ใชความรูเก่ียวกับเมทริกซในการแกปญหา 14  

 15  

 16  

 17 1) – 2) 

หมายเหตุ 
 แบบฝกหัดทายบทขอ 1, 2, 3, 4, 5.2), 11 และ 12  สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียน

มากกวา 1 จุดมุงหมาย 
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2.6 ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครู  

• เมทริกซท่ีนําเสนอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 นี้ 
เปนเมทริกซท่ีสมาชิกของเมทริกซเปนจํานวนจริง แตโดยท่ัวไปสมาชิกของเมทริกซไม
จําเปนตองเปนจํานวนจริงเสมอไป สมาชิกของเมทริกซอาจเปนจํานวนเชิงซอนก็ได 

• เมทริกซท่ีมีเพียงแถวเดียว เรียกวา เมทริกซแถว (row matrix) และเมทริกซท่ีมีเพียง 
หลักเดียว เรียกวา เมทริกซหลัก (column matrix) 

• สมบัติเก่ียวกับการบวกเมทริกซ การคูณเมทริกซกับจํานวนจริง และการคูณเมทริกซกับ
เมทริกซ จะคลายกับสมบัติการบวกและการคูณของจํานวนจริง ดังนี้ 

ให  S  เปนเซตของเมทริกซท่ีมีขนาด n n×   
  ,A B  และ C  เปนเมทริกซใด ๆ โดยท่ี ,A S B S∈ ∈  และ C S∈  

 และ c  และ d  เปนจํานวนจริงใด ๆ  
 จะมีสมบัติเก่ียวกับการบวกเมทริกซ การคูณเมทริกซกับจํานวนจริง และการคูณเมทริกซ

กับเมทริกซ เปนดังนี้ 
1) สมบัติปด 
 1.1) สมบัติปดของการบวก 

   A B S+ ∈  สําหรับทุก ,A B S∈   
 1.2) สมบัติปดของการคูณเมทริกซกับจํานวนจริง 
   cA S∈  สําหรับทุกจํานวนจริง c  และ A S∈   
 1.3) สมบัติปดของการคูณเมทริกซกับเมทริกซ 
   AB S∈  สําหรับทุก ,A B S∈  
2) สมบัติการสลับท่ีของการบวก 
 2.1) สมบัติการสลับท่ีของการบวก 
   A B B A+ = +   สําหรับทุก ,A B S∈  

 2.2) สมบัติการสลับท่ีของการคูณเมทริกซกับจํานวนจริง 
   cA Ac=   สําหรับทุกจํานวนจริง c  และ A S∈  
3) สมบัติการเปลี่ยนหมู 
 3.1) สมบัติการเปลี่ยนหมูของการบวก 
   ( ) ( )A B C A B C+ + = + +   สําหรับทุก , ,A B C S∈  
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 3.2) สมบัติการเปลี่ยนหมูของการคูณเมทริกซกับจํานวนจริง 

   ( ) ( )c dA cd A=   สําหรับทุกจํานวนจริง ,c d  และ A S∈   

 3.3) สมบัติการเปลี่ยนหมูของการคูณเมทริกซกับเมทริกซ 
   ( ) ( )AB C A BC=   สําหรับทุก , ,A B C S∈  

4) สมบัติการมีเอกลักษณ 
 4.1) สมบัติการมีเอกลักษณของการบวก 
   มี 0 S∈  ซ่ึงทําให 0 0A A A+ = = +  สําหรับทุก A S∈  

   จะเรียก 0  วาเอกลักษณการบวกของเมทริกซขนาด n n×  
 4.2) สมบัติการมีเอกลักษณของการคูณเมทริกซกับจํานวนจริง 
   มี 1∈  ซ่ึงทําให  1 1A A A⋅ = = ⋅   สําหรับทุก A S∈  
 4.3) สมบัติการมีเอกลักษณของการคูณเมทริกซกับเมทริกซ 
   มี I S∈  ซ่ึงทําให  IA A AI= =   สําหรับทุก A S∈  
   จะเรียก I  วาเมทริกซเอกลักษณขนาด n n×  
5) สมบัติการมีตัวผกผัน 
 5.1) สมบัติการมีตัวผกผันของการบวก 

   สําหรับทุก A S∈  จะมี A S− ∈  ซ่ึงทําให ( ) 0A A+ − =   

   จะเรียก A−  วาตัวผกผันการบวกหรืออินเวอรสการบวกของ A   
 5.2) สมบัติการมีตัวผกผันของการคูณเมทริกซกับเมทริกซ 
   สําหรับทุก A S∈  ซ่ึง det 0A ≠  จะมี 1A S− ∈  ซ่ึงทําให 1 1AA I A A− −= =   

   จะเรียก 1A−  วาเมทริกซผกผัน หรือตัวผกผันการคูณ หรืออินเวอรสการคูณ
ของ A  

6) สมบัติการแจกแจง 
  ( )c A B+  = cA cB+   
  ( )c d A+  = cA dA+   

  ( )A B C+   = AB AC+   
  ( )B C A+   = BA CA+   

 สําหรับทุกจํานวนจริง ,c d  และ , ,A B C S∈   
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• ให A  เปนเมทริกซจัตุรัสใด ๆ จะกลาววา A  เปนเมทริกซสมมาตร (symmetry matrix)  
ก็ตอเม่ือ = tA A   เชน    

1 2 3
2 1 4
3 4 1

A
 
 =  
  

   จะไดวา 
1 2 3
2 1 4
3 4 1

tA
 
 =  
  

   

นั่นคือ = tA A  

ดังนั้น 
1 2 3
2 1 4
3 4 1

A
 
 =  
  

 เปนเมทริกซสมมาตร 

• ให A  เปนเมทริกซจัตุรัสใด ๆ จะกลาววา A  เปนเมทริกซสมมาตรเสมือน (skew-
symmetry matrix) ก็ตอเม่ือ = − tA A  เชน    

0 7 3
7 0 5
3 5 0

A
− 

 =  
 − − 

   จะไดวา  
0 7 3
7 0 5
3 5 0

tA
− 

 = − − 
  

  

 และ ( )
0 7 3 0 7 3

1 7 0 5 7 0 5
3 5 03 5 0

tA
− −   

   − = − − − =   
   − −  

  

นั่นคือ tA A= −  

ดังนั้น 
0 7 3
7 0 5
3 5 0

A
− 

 =  
 − − 

 เปนเมทริกซสมมาตรเสมือน 

• ให A  เปนเมทริกซจัตุรัสใด ๆ จะกลาววา A  เปนเมทริกซเอกฐาน (singular matrix)  
ก็ตอเม่ือ ( )det 0=A  และกลาววา A   เปนเมทริกซไมเอกฐาน (nonsingular matrix)  

ก็ตอเม่ือ ( )det 0≠A  เชน 

1 2
1 2

A  
=  
 

  จะไดวา ( ) ( ) ( )det 1 2 1 2 0A = − =  ดังนั้น A  เปนเมทริกซเอกฐาน 

1 2
3 2

B  
=  
 

 จะไดวา ( ) ( ) ( )det 1 2 3 2 4B = − = −  นั่นคือ ( )det 0B ≠  ดังนั้น B  

เปนเมทริกซไมเอกฐาน 
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• เมทริกซจัตุรัส A  ใด ๆ มีเมทริกซผกผัน ก็ตอเม่ือ A  เปนเมทริกซไมเอกฐาน  
พิสูจน สมมติให A  มีเมทริกซผกผัน 
  จะได 1AA−   = I   
   ( )1det AA−  = ( )det I   

   ( ) ( )1det detA A−   = 1 

  นั่นคือ ( )det 0A ≠  และ A  เปนเมทริกซไมเอกฐาน 

• ให ij n n
A a

×
 =    เม่ือ 2n ≥  ไมเนอร (minor) ของ ija  คือ ดีเทอรมิแนนตของเมทริกซท่ีได

จากการตัดแถวท่ี i  และหลักท่ี j  ของ A  ออก  เขียนแทนไมเนอรของ ija  ดวย ( )ijM A  

เชน 

 
1 0
2 1

A  
=  − 

   จะได ( )11 1M A = −   

0 1 1
1 1 1
0 1 0

B
 
 = − − 
  

  จะได ( )23

0 1
0

0 1
M A = =   

• ให ij n n
A a

×
 =    เม่ือ 2n ≥  ตัวประกอบรวมเกี่ยว (cofactor) ของ ija  คือ ผลคูณของ 

( )1 i j+−  และ ( )ijM A  เขียนแทนตัวประกอบรวมเก่ียวของ ija  ดวย ( )ijC A  เชน 

 
1 0
2 1

A  
=  − 

   จะได ( ) ( ) ( )1 1
11 1 1 1C A += − − = −   

 
0 1 1
1 1 1
0 1 0

B
 
 = − − 
  

  จะได ( ) ( ) ( )( )2 3
23

0 1
1 1 0 0

0 1
C A += − = − =   

• นอกจากสมบัติของดีเทอรมิแนนตตามทฤษฎีบท 4 ในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติม
คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 แลว ยังมีสมบัติอ่ืน ๆ ของดีเทอรมิแนนตซ่ึง
อาจจะเปนประโยชนในการหาดีเทอรมิแนนตของเมทริกซ ij n n

A a
×

 =    เม่ือ 2n ≥  

1) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2det i i i i in inA a C A a C A a C A= + + +  ทุก { }1, 2, 3, ,i n∈    

ถาหา ( )det A  โดยสมการนี้ จะกลาววา หา ( )det A  โดยกระจายตามแถวท่ี i  

2) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2det j j j j nj njA a C A a C A a C A= + + +  ทุก { }1, 2, 3, ,j n∈    

ถาหา ( )det A  โดยสมการนี้ จะกลาววา หา ( )det A  โดยกระจายตามหลักท่ี j   
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3) ถา A  มีสมาชิกในแถวใดแถวหนึ่งหรือหลักใดหลักหนึ่งเปน 0 ทุกตัว แลว 
( )det 0A =   

4) ถา A  มีแถว 2 แถวเหมือนกัน หรือหลัก 2 หลักเหมือนกันแลว  ( )det 0A =   

5) ( ) ( )det detncA c A=  เม่ือ c  เปนคาคงตัว  

6) ถา B  ไดจาก A  โดยเปลี่ยนเฉพาะสมาชิกในแถวท่ี j  ของ A  โดยใชคาคงตัว 

c  คูณกับสมาชิกทุกตัวในแถวท่ี i  ของ A  เม่ือ i j≠  แลวนําไปบวกกับ

สมาชิกของแตละตัวในแถวท่ี j  ของ A  นั่นคือ jk ik jkb ca a= +  สําหรับทุก k  

ท่ีเปนสมาชิกของ { }1, 2, 3, , n  แลว ( ) ( )det detB A=  สมบัติขอนี้ยังคง

เปนจริงเม่ือเปลี่ยนจากแถวเปนหลัก 
• หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 กลาวถึง การหา 

ดีเทอรมิแนนตของเมทริกซขนาด 2 2×  และ 3 3×  เทานั้น สําหรับการหาดีเทอรมิแนนต 
ของเมทริกซขนาด ×n n   เม่ือ n  เปนจํานวนเต็มบวกท่ีมากกวา 3 นั้น สามารถทําไดโดย
การใชสมบัติของดีเทอรมิแนนต เชน 

เม่ือ  

1 1 5 2
2 0 1 2
1 3 8 0
1 1 2 1

A

− 
 
 =
 − −
 

− 

 

จะได  ( )det A   = 

1 1 5 2
2 0 1 2
1 3 8 0
1 1 2 1

−

− −
−

 

   = 

1 1 5 2
0 2 9 2
1 3 8 0
1 1 2 1

−
− −

− −
−

 
(คูณสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 1 ดวย 2−  
แลวนําไปบวกกับสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 
2) 

   = 

1 1 5 2
0 2 9 2
0 4 13 2
1 1 2 1

−
− −

−
−

 (นําสมาชิกในแถวท่ี 1 ไปบวกกับสมาชิกใน
แถวท่ี 3) 
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   = 

1 1 5 2
0 2 9 2
0 4 13 2
0 2 3 3

−
− −

−
− −

 
(คูณสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 1 ดวย 1−  
แลวนําไปบวกกับสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 
4) 

   = 
2 9 2
4 13 2
2 3 3

− −
−

− −
  (กระจายตามหลักท่ี 1) 

   = 
1 9 2

2 2 13 2
1 3 3

− −
−

− −
  

(จากสมบัติท่ีวา ถาเมทริกซ B  ไดจากการ
คูณสมาชิกทุกตัวในแถวใดแถวหนึ่งของ A  
ดวยคาคงตัว c  แลว ( ) ( )det detB c A= )  

   = 
1 9 2

2 0 5 2
1 3 3

− −
− −
− −

  
(คูณสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 1 ดวย 2 แลว
นําไปบวกกับสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 2) 
 

   = 
1 9 2

2 0 5 2
0 6 1

− −
− −

−
  

(คูณสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 1 ดวย 1−  
แลวนําไปบวกกับสมาชิกแตละตัวใน 
แถวท่ี 3) 

   = 
5 2

2
6 1
− −

−
  (กระจายตามหลักท่ี 1) 

   = ( )2 5 12+  
   = 34 

 

• ให A  เปนเมทริกซขนาด n n×   เม่ือ 2n ≥   เมทริกซผูกพัน (adjoint matrix) ของ A  

คือ เมทริกซ ( ) t

ijC A    เขียนแทนเมทริกซผูกพันของ A  ดวย ( )adj A  เชน 

 เม่ือ  
1 0 1
3 1 2
2 5 8

A
− 

 = − − 
  

 

 จะได ( )adj A   = 
( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )

11 12 13

21 22 23

31 32 33

t
C A C A C A

C A C A C A

C A C A C A
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    = 

1 2 3 2 3 1
5 8 2 8 2 5

0 1 1 1 1 0
5 8 2 8 2 5

0 1 1 1 1 0
1 2 3 2 3 1

t
 − − − −

− 
 
 − −
 − −
 
 

− − − − − − − 

  

    = 
2 28 17
5 10 5
1 1 1

t− 
 − − 
 − − − 

  

    = 
2 5 1

28 10 1
17 5 1

− − 
 − − 
 − − 

 

• หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 กลาวถึง การหา
เมทริกซผกผันของเมทริกซขนาด 2 2×  โดยใชทฤษฎีบท 6 เทานั้น สําหรับการหาเมทริกซ
ผกผันของเมทริกซขนาด ×n n   เม่ือ n   เปนจํานวนเต็มบวกท่ีมากกวา 2  นั้น สามารถทํา
ไดโดยการใช cofactor  ดังนี้  

ให A  เปนเมทริกซขนาด ×n n  เม่ือ 2n ≥  จะไดวา A  มีเมทริกซผกผัน ก็ตอเม่ือ 

A  เปนเมทริกซไมเอกฐาน ในกรณี ( )det 0A ≠  ไดวา 
( ) ( )1 1 adj

det
A A

A
− =  เชน  

เม่ือ 
1 2 4
3 8 0
1 2 1

A
 
 = − 
 − 

  เนื่องจาก ( )det 70 0A = − ≠   ดังนั้น A  มีเมทริกซผกผัน 

 จะได  1A−   = 
( ) ( )1 adj

det
A

A
   

    = 

8 0 3 0 3 8
2 1 1 1 1 2

2 4 1 4 1 21
2 1 1 1 1 270

2 4 1 4 1 2
8 0 3 0 3 8

t
 − −

− − − 
 
 − − −

− − 
 
 − − − 
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    = 
8 3 14

1 10 5 0
70

32 12 14

t− − − 
 − − 
 − − 

  

    = 
8 10 32

1 3 5 12
70

14 0 14

− − 
 − − − − 
 − 

 

 เนื่องจาก 1AA−   = 
1 2 4 8 10 32

13 8 0 3 5 12
70

1 2 1 14 0 14

  − −   
     − − − − −     
     − −     

 

    = 
1 2 4 8 10 32

1 3 8 0 3 5 12
70

1 2 1 14 0 14

 − −   
    − − − − −    
    − −    

 

    = 
70 0 0

1 0 70 0
70

0 0 70

− 
 − − 
 − 

 

    = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

 

    = I   

 และ  1A A−   = 
8 10 32 1 2 4

1 3 5 12 3 8 0
70

14 0 14 1 2 1

  − −   
     − − − − −     
     − −     

 

    = 
8 10 32 1 2 4

1 3 5 12 3 8 0
70

14 0 14 1 2 1

 − −   
    − − − − −    
    − −    

 

    = 
70 0 0

1 0 70 0
70

0 0 70

− 
 − − 
 − 

 

    = 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

 

    = I   
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 นั่นคือ 1 1AA I A A− −= =   
 ดังนั้น 1A−  เปนเมทริกซผกผันของ A   

• สมบัติของเมทริกซผกผันมีดังนี้ 
 ถา A  เปนเมทริกซท่ีมีเมทริกซผกผันแลว จะไดวา 

 1) เมทริกซ 1−A  มีเมทริกซผกผัน และไดวา ( ) 11 −− =A A  

 2) สําหรับสเกลาร c  ซ่ึงไมเทากับศูนย เมทริกซ cA  มีตัวผกผัน และ ( ) 1 11− −=cA A
c

 

 3) สําหรับเมทริกซ B  ซ่ึงมีขนาดเทากับเมทริกซ A    
  ถา B  มีเมทริกซผกผันดวยแลว AB  มีเมทริกซผกผัน และไดวา 
  ( ) 1 1 1− − −=AB B A  

 4) เมทริกซ tA  มีตัวผกผัน และไดวา ( ) ( )1 1− −=
ttA A  

 5) สําหรับจํานวนเต็มบวก k   เมทริกซ kA  มีตัวผกผัน และไดวา ( ) ( )1 1− −=
kkA A  

• หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 กลาวถึง การหาคําตอบ
ของระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซผกผันของเมทริกซของสัมประสิทธิ์และการดําเนินการ
ตามแถว อยางไรก็ตาม ยังมีวิธีอ่ืน ๆ อีกท่ีใชในการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยใช
เมทริกซ เชน การใชกฎของคราเมอร (Cramer’s rule) ซ่ึงเปนวิธีการหาคําตอบของระบบ
สมการเชิงเสนท่ีมี n  สมการ และ n  ตัวแปร โดยการคํานวณดีเทอรมิแนนต ดังนี ้

สําหรับระบบสมการเชิงเสนท่ีประกอบดวย n  สมการ n  ตัวแปร 
 11 1 12 2 1n na x a x a x+ + +   = 1b   
 21 1 22 2 2n na x a x a x+ + +   = 2b  
      
 
 1 1 2 2n n nn na x a x a x+ + +   = nb   

สามารถเขียนระบบสมการนี้ในรูปสมการเมทริกซ AX B=  โดยท่ี 

111 12 1

21 22 2 2

1 2

,

n

n

n n nnn

aa a x
a a a x

A X

a a xa

   
   
   = =
   
   

  





  



 และ 

1

2

n

b
b

B

b

 
 
 =
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กรณี ( )det 0A ≠   คําตอบของระบบสมการนี้ คือ ( )1 2 3, , , , nr r r r  โดยท่ี 
( )
( )

1
1

det
,

det
A

r
A

=    ( )
( )

2
2

det
,

det
A

r
A

=     ...   ( )
( )

det
,

det
n

n

A
r

A
=  

กรณี   

• ถา ( ) ( ) ( )1 2det det det 0nA A A= = = =  แลวจะไดวาระบบสมการนี้มีคําตอบ

เปนจํานวนอนันต 
• ถามี { }1, 2, ,i n∈   ซ่ึง ( )det 0iA ≠  แลวจะไดวาระบบสมการนี้ไมมีคําตอบ 

การหาคําตอบของระบบสมการโดยใชกฎของคราเมอร แมจะเปนวิธีท่ีเขาใจงาย แตตองใช
การคํานวณคาดีเทอรมิแนนตของเมทริกซหลายเมทริกซ จึงไมเหมาะกับการแกระบบ
สมการท่ีมีจํานวนตัวแปรมาก แตอาจเหมาะกับกรณีท่ีตองการหาคําตอบเพียงหนึ่งตัวแปร

ของระบบสมการ เชน หากตองการทราบเพียงคา 1x  สามารถคํานวณไดจาก ( )
( )

1det
det

A
A

ตัวอยางการหาคําตอบของระบบสมการเชิงเสนโดยใชกฎของคราเมอรเปนดังนี้ 
ตัวอยาง จงหาคําตอบของระบบสมการตอไปนี้โดยใชกฎของคราเมอร 

   2 2x y z+ +  = 3 

   x y z+ −  = 1
2

−  

   3 2 2x y z+ −  = 2−  

 วิธีทํา จากระบบสมการท่ีกําหนดให เขียนสมการเมทริกซไดเปน AX B=  เม่ือ 

     

32 1 2
11 1 1 , ,
2

3 2 2 2

X
A X Y B

Z

 
     
     = − = = −     
   −      − 

  

   เนื่องจาก  ( )det 3 0A = − ≠   ฉะนั้น โดยกฎของคราเมอรจะไดวา 

 x   = 
( )

3 1 2
1 1 1
2
2 2 2
det A

− −

− −
 = 

( ) ( )6 2 2 4 6 1
3

− + − − − − +
−

 = 1−   

( )det 0A =
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 y   = 
( )

2 3 2
11 1
2

3 2 2
det A

− −

− −
 = 

( ) ( )2 9 4 3 4 6
3

− − − − + −
−

 = 2 

 z   = 
( )

2 1 3
11 1
2

3 2 2
det A

−

−
 = 

( )34 6 9 2 2
2

3

 − − + − − − 
 

−
 = 3

2
  

   ดังนั้น คําตอบของระบบสมการท่ีกําหนดคือ 31, 2,
2

 − 
 

     

• หัวขอนี้จะแสดงการพิสูจนบางทฤษฎีบทท่ีเก่ียวกับเรื่องเมทริกซ ซ่ึงไมไดแสดงการพิสูจน
ในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 บทท่ี 2 เมทริกซ 
ดังนี้ 
ทฤษฎีบท 1  
 ให , ,A B C  และ 0  เปนเมทริกซท่ีมีขนาด m n×  และ ,c d  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

จะไดวา 
1) A B B A+ = +  
2) ( ) ( )A B C A B C+ + = + +   
3) 0 0A A A+ = + =  
4) ( ) ( ) 0A A A A+ − = − + =   

5) ( )c A B cA cB+ = +   
6) ( )c d A cA dA+ = +  
7) ( ) ( )cd A c dA=   
8) 1A A=   
9) 0 0A =   

พิสูจน 
ให , ,ij ij ijm n m n m n

A a B b C c
× × ×

     = = =       และ ,c d  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

1) เนื่องจาก A B+  =  ij ijm n m n
a b

× ×
   +     

   = ij ij m n
a b

×
 +   
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   = ij ij m n
b a

×
 +   

   = ij ijm n m n
b a

× ×
   +     

   = B A+   
 นั่นคือ A B B A+ = +  

2) เนื่องจาก ( )A B C+ +  = ( )ij ij ijm n m n m n
a b c

× × ×
     + +       

   = ij ij ijm n m n
a b c

× ×
   + +     

   = ( )ij ij ij m n
a b c

×
 + +   

   = ( )ij ij ij m n
a b c

×
 + +   

   = ij ij ijm n m n
a b c

× ×
   + +     

   = ( )A B C+ +  

 นั่นคือ ( ) ( )A B C A B C+ + = + +  

3) ให 0  เปนเอกลักษณการบวกของเมทริกซขนาด m n×  

 เนื่องจาก 0A+  = [ ]0ij m nm n
a

××
  +   

   = 0ij m n
a

×
 +   

   = ij m n
a

×
     

   = A   ----- (1) 
 และ 0 A+  = [ ]0 ijm n m n

a
× ×

 +    

   = 0 ij m n
a

×
 +   

   = ij m n
a

×
     

   = A   ----- (2) 
 จาก (1) และ (2) จะไดวา 0 0A A A+ = + =  

4) เนื่องจาก ( )A A+ −  = ( )ij ijm n m n
a a

× ×
   + −     

   = ij ijm n m n
a a

× ×
   + −     

   = ( )ij ij m n
a a

×
 + −   

   = [ ]0
m n×

 
   = 0   ----- (1) 
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 และ ( )A A− +  = ( )ij ijm n m n
a a

× ×
   − +     

   = ij ijm n m n
a a

× ×
   − +     

   = ( )ij ij m n
a a

×
 − +   

   = [ ]0
m n×

 
   = 0   ----- (1) 

 จาก (1) และ (2) จะไดวา ( ) ( ) 0A A A A+ − = − + =  

5) เนื่องจาก  ( )c A B+  = ( )ij ijm n m n
c a b

× ×
   +     

   =  ij ij m n
c a b

×
 +   

   =  ( )ij ij m n
c a b

×
 +   

   =  ij ij m n
ca cb

×
 +   

   = ij ijm n m n
ca cb

× ×
   +     

   = ij ijm n m n
c a c b

× ×
   +     

   = cA cB+  
 นั่นคือ ( )c A B cA cB+ = +  

6) เนื่องจาก ( )c d A+  = ( ) ij m n
c d a

×
 +    

   = ( ) ij m n
c d a

×
 +   

   = ij ij m n
ca da

×
 +   

   = ij ijm n m n
ca da

× ×
   +     

   = ij ijm n m n
c a d a

× ×
   +     

   = cA dA+  
 จะไดวา ( )c d A cA dA+ = +  

7) เนื่องจาก ( )cd A  = ( ) ij m n
cd a

×
    

   = ( ) ij m n
cd a

×
    

   = ( )ij m n
c da

×
    

   = ij m n
c da

×
    

   = ( )ij m n
c d a

×
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   = ( )c dA  

 จะไดวา ( ) ( )cd A c dA=  

8) เนื่องจาก  1A  = 1 ij m n
a

×
    

   = 1 ij m n
a

×
    

   = ij m n
a

×
    

 จะไดวา 1A A=  

9) เนื่องจาก 0A  = 0 ij m n
a

×
    

   = 0 ij m n
a

×
    

   = [ ]0
m n×

 
   = 0   
  

ทฤษฎีบท 3 
1) ( )t t tA B A B+ = +   เม่ือ A  และ B  เปนเมทริกซขนาด m n×   

2) ( )t t tAB B A=   เม่ือ A  เปนเมทริกซขนาด m n×  และ B  เปนเมทริกซขนาด n p×  

3) ( )ttA A=   

4) ( )t tcA cA=   เม่ือ c  เปนจํานวนจริง 

พิสูจน 
1) ให ij m n

A a
×

 =    และ ij m n
B b

×
 =     

 จะได t tA B+  = ji jin m n m
a b

× ×
   +     

    = ji ji n m
a b

×
 +   

    = ( )t

ij ij m n
a b

×
 +   

    = ( )tA B+   

 ดังนั้น ( )t t tA B A B+ = +  
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2) ให ij m n
A a

×
 =    และ ij n p

B b
×

 =    

 จากบทนิยาม 7 จะได  

 ij m p
AB m

×
 =    เม่ือ 1 1 2 2

1

n

ij i j i j in nj ik kj
k

m a b a b a b a b
=

= + + + =∑  

 และ  t t
ji p m

A B m
×

 =    เม่ือ 1 1 2 2
1

n

ji j i j i jn ni jk ki
k

m b a b a b a b a
=

= + + + =∑  

 เนื่องจาก ( )tAB  = ( )t

ij m p
m

×
     

    = 
1

t
n

ik kj
k m p

a b
= ×

  
     
∑   

    = 
1

n

ki jk
k p m

a b
= ×

 
 
 
∑  

    = 
1

n

jk ki
k p m

b a
= ×

 
 
 
∑  

    = ji p m
m

×
    

    = t tA B  
 ดังนั้น ( )t t tAB B A=  

3) ให ij m n
A a

×
 =    

 จะได ( )ttA   = ( )
tt

ij m n
a

×

     
 

    = ( )t

ji n m
a

×
    

    = ij m n
a

×
    

    = A    
 ดังนั้น ( )ttA A=   

4) ให ij m n
A a

×
 =    และ c  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

 จะได ( )tcA   = ( )t

ij m n
c a

×
    

    = ( )t

ij m n
ca

×
    

    = ji n m
ca

×
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    = ji n m
c a

×
    

    = ( )t

ij m n
c a

×
    

    = tcA  
 ดังนั้น ( )t tcA cA=  
  

ทฤษฎีบท 5 
ถา A  มีเมทริกซผกผัน แลวเมทริกซผกผันของ A  จะมีเพียงเมทริกซเดียวเทานั้น 
พิสูจน 
ให  A  เปนเมทริกซท่ีมีขนาด n n×  ซ่ึงมี B  และ C  เปนเมทริกซผกผัน 
จากบทนิยาม 13 จะไดวา nBA AB I= =  และ nCA AC I= =  

เนื่องจาก ( ) nBA C I C C= =   และ ( ) ( ) nBA C B AC BI B= = =   

ดังนั้น B C=   
  

ทฤษฎีบท 6 

ให 
a b

A
c d
 

=  
 

 จะได 1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

 เม่ือ 0ad bc− ≠   

พิสูจน ให 
a b

A
c d
 

=  
 

  

1. จะแสดงวา ถา 1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

 แลว 0ad bc− ≠  

 ให 
e f

B
g h
 

=  
 

  เปนเมทริกซผกผันของ A   

 สมมติ 0ad bc− =  จะได ad bc=   
 เนื่องจาก 2I   = AB   

   
1 0
0 1
 
 
 

  = 
a b e f
c d g h
   
   
   

  

   
1 0
0 1
 
 
 

  = 
ae bg af bh
ce dg cf dh

+ + 
 + + 

 ----- (1) 
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 คูณสมาชิกในแถวท่ี 1 ของทุกเมทริกซดวยจํานวนจริง c  และคูณสมาชิกใน 
 แถวท่ี 2 ของทุกเมทริกซดวยจํานวนจริง c   

 จะได 
0

0
c

a
 
 
 

  = 
ace bcg acf bch
ace adg acf adh

+ + 
 + + 

 

 เนื่องจาก ad bc=   

 จะได 
0

0
c

a
 
 
 

  = 
ace bcg acf bch
ace bcg acf bch

+ + 
 + + 

 

 นั่นคือ 0a =  และ 0c =   
 จาก (1) จะได 

   
1 0
0 1
 
 
 

  = 
bg bh
dg dh
 
 
 

 

 นั่นคือ 1bg dh= =  และ 0dg bh= =   

 เนื่องจาก 1bg dh= =  จะไดวา 0, 0, 0b d g≠ ≠ ≠  และ 0h ≠   

 นั่นคือ 0dg ≠  และ 0bh ≠  ซ่ึงขัดแยงกับท่ีสมมติให 0ad bc− =  

 ดังนั้น 0ad bc− ≠  

2. จะแสดงวา ถา 0ad bc− ≠  แลว 1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

 

 ให 1 d b
B

c aad bc
− 

=  −−  
  

 เนื่องจาก  AB   = 1 a b d b
c d c aad bc

 −   
    −−     

 

    = 1 ad bc ab ab
cd cd ad bcad bc

− − + 
 − −−  

 

 

    = 
01

0
ad bc

ad bcad bc
− 

 −−  
 

    = 
1 0
0 1
 
 
 

 

    = 2I   

 และ  BA   = 1 d b a b
c a c dad bc

 −   
    −−     
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    = 1 d b a b
c a c dad bc

 −   
    −−     

 

    = 1 ad bc bd bd
ac ac ad bcad bc
− − 

 − + −−  
    

    = 
01

0
ad bc

ad bcad bc
− 

 −−  
 

    = 
1 0
0 1
 
 
 

 

    = 2I   

 จะไดวา A  มีตัวผกผัน คือ 1 d b
c aad bc

− 
 −−  

 

 จาก 1 และ 2 จะไดวา 1 1 d b
A

c aad bc
− − 
=  −−  

 เม่ือ 0ad bc− ≠  

  



      
   
   

 บทท่ี 2 | เมทริกซ  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1     115 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

2.7 ตัวอยางแบบทดสอบประจําบทและเฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

ในสวนนี้จะนําเสนอตัวอยางแบบทดสอบประจําบทท่ี 2 เมทริกซ สําหรับรายวิชาเพ่ิมเติม
คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 ซ่ึงครูสามารถเลือกนําไปใชตามจุดประสงคการเรียนรู
ท่ีตองการวัดผลประเมินผล 

 

ตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. ให 
1 0
1 3

A  
=  − 

 และ 
1 4
0 2

B
− − 

=  
 

  จงหา  

 1) A B+        2) A B−   
 3) AB         4) BA   

2. ให 
1 2 3 0
3 5 4 2

A
− −   

− =   
   

  จงหา A   

3. ให 
1 3 1

2 5 4 5
y x

x
+   

=   − −   
  จงหา x  และ y   

4. ให  
1 1 3 4 2 4
2 4 6 , 0 2 2
4 2 5 6 4 2

A B
− −   

   = − =   
   − − −   

  และ  12
2

C A B= +   

 จงหา 13 31c c+  เม่ือ 13c  และ 31c  เปนสมาชิกของ C   

5. ให  
2
4 3

x y
A

x y
+ 

=  + 
  จงพิจารณาวาขอความในแตละขอตอไปนี้เปนจริงหรือเท็จ 

 1) A  เปนเมทริกซท่ีมีขนาด 2 2×  และมีสมาชิก 4 ตัว 

 2) 
2
3 4

x x
A

y y
   

=    
   

 

 3) 
1 2
3 4

x
A

y
   

=    
   

  

 4) 
2 1
4 3

x
A

y
   

=    
   

 

6. ให  
2 1 3 0

,
0 3 1 2

A B   
= =   −   

  และ  ( )2 2
2

tt
ijC c AB A

×
 = = −   จงหา 21 12c c−   
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7. ให  

2

2

2

1 0 21
1 3 , 0 1 2

3 2 2 1

x x
A y B

x y

  −−  
   = =   
     

  และ  2tA A B+ =   จงหา x y+    

8. ให  
2 2ijA a
×

 =    โดยท่ีไมมีสมาชิกตัวใดของ A  ท่ีซํ้ากัน และ tA A= −  จงพิจารณาวา

ขอความในแตละขอตอไปนี้เปนจริงหรือเท็จ 

 1) 12 21a a=   และ 11 22 0a a= =   

 2) 12 21a a=   และ 11 22a a=  

 3) 12 21a a= −   และ 11 22 0a a= =  

 4) 12 21a a= −   และ 11 22a a≠  

9. ให  
2 3
1 1

A
− 

=  − 
   จงหา 12A−   

10. ให  
4 2 1

,
3 1 3

A B   
= =   
   

  และ  1 x
A B

y
−  

= 
 

   จงหา y x−   

11. ให  
2 2 3 1

,
3 4 4 1

A B   
= =   
   

  จงหา 1 1B A− −   

12. ให A  และ B  เปนเมทริกซท่ีมีขนาด 3 3×   โดยท่ี ( )det 3A =  และ ( )det 2B =   

 จงหา  ( )2 3det
t

A B  

13. ให  A  เปนเมทริกซท่ีมีขนาด 3 3×  ซ่ึง 1

2 1 1
3 2 1
0 0 1

A−

− 
 = − 
  

   

 ถา 
1

, 4
6

x
X y B

z

   
   = = −   
      

  และ AX B=  แลว จงหา x y z− +   

 

เฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. 1) A B+   = 
1 0 1 4
1 3 0 2

− −   
+   −   
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    = 
( ) ( )1 1 0 4
1 0 3 2

 + − + −
 
− + + 

 

    = 
0 4
1 5

− 
 − 

 

 2) A B−   = 
1 0 1 4
1 3 0 2

− −   
−   −   

 

    = 
( ) ( )1 1 0 4
1 0 3 2

 − − − −
 
− − − 

 

    = 
2 4
1 1

 
 − 

 

 3) AB    = 
1 0 1 4
1 3 0 2

− −   
   −   

 

    = 
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
1 1 0 0 1 4 0 2

1 1 3 0 1 4 3 2

 − + − +
 
− − + − − +  

 

    = 
1 4
1 10
− − 
 
 

 

 4) BA    = 
1 4 1 0
0 2 1 3
− −   
   −   

 

    = 
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1 4 1 1 0 4 3

0 1 2 1 0 0 2 3

 − + − − − + −
 

+ − +  
 

    = 
3 12
2 6

− 
 − 

 

2. จาก  
1 2
3 5

A
− 

− 
 

 = 
3 0
4 2
− 
 
 

 

 จะได A   =  
1 2 3 0
3 5 4 2
− −   

−   
   

 

    = 
( )1 3 2 0

5 23 4
 − − − −
 −− 

 

    = 
2 2
1 3

 
 − 
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3. จาก  
1 3 1

2 5 4 5
y x

x
+   

=   − −   
 

 จะได   3y x= +   และ  2 4x − = −   

 ดังนั้น  2x = −  และ  1y =   

4. จาก  C  = 12
2

A B+  

 จะได C  = 
1 1 3 4 2 4

12 2 4 6 0 2 2
2

4 2 5 6 4 2

− −   
   − +   
   − − −   

 

    = 
2 2 6 2 1 2
4 8 12 0 1 1
8 4 10 3 2 1

− −   
   − +   
   − − −   

 

    = 
2 2 2 1 6 2
4 0 8 1 12 1
8 3 4 2 10 1

+ − − + 
 + − + + 
 + − − − 

 

    = 
4 3 8
4 7 13

11 6 9

− 
 − 
 − 

 

 นั่นคือ  13 8c =    และ  31 11c =  

 ดังนั้น  13 31 8 11 19c c+ = + =  
5. 1) เนื่องจาก A  เปนเมทริกซท่ีมี 2 แถว 1 หลัก นั่นคือ A  เปนเมทริกซท่ีมีขนาด 2 1×   
  และมีสมาชิก 2 ตัว คือ 2x y+  และ 4 3x y+   
  ดังนั้น ขอความ “ A  เปนเมทริกซท่ีมีขนาด 2 2×  และมีสมาชิก 4 ตัว” เปนเท็จ 

 2) เนื่องจาก 
2
3

x
y

 
 
 

 เปนเมทริกซท่ีมีขนาด 2 1×  และ 
4
x
y

 
 
 

 เปนเมทริกซท่ีมีขนาด 2 1×  

  จะไดวา  
2
3 4

x x
y y

   
   
   

  ไมนิยาม 

  ดังนั้น ขอความ “
2
3 4

x x
A

y y
   

=    
   

”  เปนเท็จ 

 3) เนื่องจาก  
1 2 2
3 4 3 4

x x y
y x y

+     
=     +     
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  แต  
2 2

3 4 4 3
x y x y
x y x y
+ +   

≠   + +   
 

  นั่นคือ  
1 2
3 4

x
A

y
   

≠   
   

 

  ดังนั้น ขอความ  “
1 2
3 4

x
A

y
   

=    
   

”  เปนเท็จ 

 4) เนื่องจาก  
2 1 2
4 3 4 3

x x y
y x y

+     
=     +     

  และ  
2
4 3

x y
A

x y
+ 

=  + 
 

  นั่นคือ  
2 1
4 3

x
A

y
   

=   
   

 

  ดังนั้น ขอความ  “
2 1
4 3

x
A

y
   

=    
   

”  เปนจริง 

6. จาก   C  = ( ) 2
ttAB A−  

 จะได C   = 2tBA A−   

    = 
3 0 2 0 2 1

2
1 2 1 3 0 3
     

−     − −     
  

    = 
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

3 2 0 1 3 0 0 3 4 2
0 61 2 2 1 1 0 2 3

 + + −  
−   −+ + −    

  

    = 
6 0 4 2
4 6 0 6
   

−   − −   
  

    = 
6 4 0 2
4 0 6 6
− − 

 − − + 
  

    = 
2 2
4 0

− 
 
 

  

 นั่นคือ  21 4c =    และ  12 2c = −  

 ดังนั้น  ( )21 12 4 2 6c c− = − − =  

7. จาก     tA A+   = 2B   

 จะได 

2 2

2 2

2 2

1 3
1 3 1 1

3 3

x x x y
y x

x y x y

   −
   + −   
      

 = 
1 0 2

2 0 1 2
2 2 1

− 
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2 2

2 2

2 2

2 1 3
1 2 3
3 3 2

x y x
y x
x x y

 − +
 − + 
 + + 

  = 
2 0 4
0 2 4
4 4 2

− 
 
 
  

 

 นั่นคือ 22 2 , 3 4 , 2 2x x y= − + = =  และ 2 1 0y − =   

 จะได 1x = −   และ  1y =   

 ดังนั้น 1 1 0x y+ = − + =   

8. ให  11 12

2 2
21 22

ij

a a
A a

a a×

 
 = =   

 
  โดยท่ี 11 12 21 22a a a a≠ ≠ ≠   

 จะได   11 21

12 22

t a a
A

a a
 

=  
 

   และ  11 12 11 12

21 22 21 22

a a a a
A

a a a a
− −   

− = − =   − −   
  

 เนื่องจาก   tA A= −   

 จะได   11 21 11 12

12 22 21 22

a a a a
a a a a

− −   
=   − −   

 

 นั่นคือ  11 11 12 21 21 12, ,a a a a a a= − = − = −  และ 22 22a a= −   

 จะได   11 22 0a a= =  

 1) ขอความ “ 12 21a a=   และ 11 22 0a a= = ”  เปนเท็จ 

 2) ขอความ “ 12 21a a=   และ 11 22a a= ”  เปนเท็จ 

 3) ขอความ “ 12 21a a= −   และ 11 22 0a a= = ”  เปนจริง 

 4) ขอความ “ 12 21a a= −   และ 11 22a a≠ ”  เปนเท็จ 

9. จาก  
2 3
1 1

A
− 

=  − 
 

 จะได 
( )( ) ( )( )

1 1 3 1 31
1 2 1 22 1 3 1

A− − −   
= =   − −− − −    

  

 ดังนั้น 1 1 3 2 6
2 2

1 2 2 4
A− − −   

= =   − −   
  

10. วิธีท่ี 1 จาก  
4 2
3 1

A  
=  
 

 

   จะได 
( )( ) ( )( )

1

1 11 2 1 21 1 2
33 4 3 44 1 2 3 2 2
2

A−

 − − −   
= = − =     − −−      −  
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   เนื่องจาก 1 x
A

y
−  
 
 

 = B   

   จะได  

1 1
2
3 2
2

x
y

 −   
   

  −  

 = 
1
3
 
 
 

 

    

1
2

3 2
2

x y

x y

 − + 
 
 −  

  = 
1
3
 
 
 

 

   นั่นคือ  1 1
2

x y− + =   และ  3 2 3
2

x y− =   

   จะได 10x =   และ  6y =   

   ดังนั้น  6 10 4y x− = − = −   

 วิธีท่ี 2 จาก 1 x
A

y
−  
 
 

 = B  

   จะได 1 x
A A

y
−  

⋅  
 

 = AB    

    
x
y
 
 
 

  = AB  

    
x
y
 
 
 

  = 
4 2 1
3 1 3
   
   
   

 

    
x
y
 
 
 

  = 
10
6

 
 
 

 

   นั่นคือ  10x =   และ  6y =   

   ดังนั้น  6 10 4y x− = − = −   

11. วิธีท่ี 1 จาก 
2 2
3 4

A  
=  
 

   จะได  
( )( ) ( )( )

1
2 14 21
33 22 4 2 3 1
2

A−
− −   = =   −− −   

  

   จาก 
3 1
4 1

B  
=  
 

   จะได  
( )( ) ( )( )

1 1 1 1 11
4 3 4 33 1 1 4

B− − −   
= =   − −−    
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   ดังนั้น  1 1

72 1 21 1 2
3 254 3 1 72 2

B A− −

 − −   −   = =     − −   −    

  

 วิธีท่ี 2 เนื่องจาก  1 1B A− −   = ( ) 1AB −   

   จะได  1 1B A− −  = 
1

2 2 3 1
3 4 4 1

−
    
    
    

  

       = 
114 4

25 7

−
 
 
 

  

       = 
( )( ) ( )( )

7 41
25 1414 7 4 25

− 
 −−  

  

       = 

7 2
2

25 7
2

 − 
 
 −  

 

12. เนื่องจาก ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 32 3 2 3 2 3det det det det det det
t

A B A B A B A B= = =   

 จะได ( )2 3 2 3det 3 2 9 8 72
t

A B = × = × =    

13. จาก   AX  = B   
 จะได  1A AX−   = 1A B−    
    X   = 1A B−  

    
x
y
z

 
 
 
  

  = 
2 1 1 1
3 2 1 4
0 0 1 6

−   
   − −   
      

 

    
x
y
z

 
 
 
  

 = 
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

2 1 1 4 1 6

3 1 2 4 1 6

0 1 0 4 1 6

 + − − + 
 

+ − − + 
 + − + 

  

    
x
y
z

 
 
 
  

 = 
12
17

6

 
 
 
  

  

 นั่นคือ  12, 17x y= =  และ 6z =  

 ดังนั้น  12 17 6 1x y z− + = − + =  
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บทท่ี 3  

เวกเตอร 

ในชีวิตจริงนักเรียนคุนเคยกับปริมาณท่ีบงบอกขนาดในรูปของจํานวน แตมีบางปริมาณท่ีตอง
บอกขนาดของสิ่งท่ีพิจารณาควบคูกับการบอกทิศทางของสิ่งเหลานั้นดวย เรียก ปริมาณเหลานี้
วา “เวกเตอร” เชน แรง การกระจัดของการเคลื่อนท่ี ความเร็ว ความเรง ความรูเรื่องเวกเตอร
นําไปสูบทประยุกตในชีวิตจริง เชน การแลนเรือใบ และยังมีการนําแนวคิดมาใชในการศึกษาเรื่อง
ตาง ๆ ในคณิตศาสตรและศาสตรอ่ืน ๆ โดยในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้น
มัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 นําเสนอบทนิยามของเวกเตอรและสมบัติของเวกเตอร ระบบพิกัดฉาก
สามมิติ เวกเตอรในระบบพิกัดฉาก ผลคูณเชิงสเกลาร ผลคูณเชิงเวกเตอร 

ในบทเรียนนี้มุงเนนใหนักเรียนบรรลุผลการเรียนรูตามสาระการเรียนรูเพ่ิมเติมและบรรลุ
จุดมุงหมายดังตอไปนี้  

 
ผลการเรียนรูและสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

ผลการเรียนรู 
• หาผลลัพธของการบวก การลบเวกเตอร 

การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร หาผลคูณ
เชิงสเกลาร และผลคูณเชิงเวกเตอร 

• นําความรูเก่ียวกับเวกเตอรในสามมิติ 
ไปใชในการแกปญหา 

สาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 
• เวกเตอร นิเสธของเวกเตอร 
• การบวก การลบเวกเตอร การคูณ

เวกเตอรดวยสเกลาร 
• ผลคูณเชิงสเกลาร ผลคูณเชิงเวกเตอร 
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จุดมุงหมาย 

1. เขาใจความหมายของเวกเตอร  
2.  หาผลลัพธของการบวก การลบเวกเตอร และการคูณเวกเตอรดวยสเกลาร 
3.  หาผลคูณเชิงสเกลาร 
4.  หาผลคูณเชิงเวกเตอร 
5. นําความรูเก่ียวกับเวกเตอรไปใชในการแกปญหา 

 

 
ความรูกอนหนา 

• ฟงกชันตรีโกณมิติ  
• เมทริกซ 

 
 

 

 

ipst.me/8454 

http://ipst.me/8454


      
   
   

  บทท่ี 3 | เวกเตอร  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 125 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

3.1 เนื้อหาสาระ 
1. บทนิยาม 1 

ปริมาณท่ีมีแตขนาดเพียงอยางเดียว เรียกวา ปริมาณสเกลาร สวนปริมาณท่ีมีท้ังขนาดและ
ทิศทาง เรียกวา ปริมาณเวกเตอร  

2. ปริมาณสเกลารหรือเรียกสั้น ๆ วา สเกลาร แสดงดวยจํานวนจริง สวนปริมาณเวกเตอร
หรือเรียกสั้น ๆ วา เวกเตอร แสดงในเชิงเรขาคณิตไดดวยสวนของเสนตรงท่ีระบุทิศทาง 
โดยความยาวของสวนของเสนตรงบอกขนาดของเวกเตอรและหัวลูกศรบอกทิศทางของ
เวกเตอร 

 3. 

 

จากรูป แสดงเวกเตอรจาก A  ไป B  เขียนแทน
ดวย AB



 หรือ AB


 (ในท่ีนี้จะใช AB


 อานวา 
เวกเตอร เอบี) เรียก A  วา จุดเริ่มตน ของ
เวกเตอร  และเรียก B  วา จุดส้ินสุด ของ
เวกเตอร  ความยาวของสวนของเสนตรง AB  
หรือ BA  คือ ขนาดของเวกเตอร เขียนแทน
ดวย AB



  
 

 4. 

 

ในกรณีท่ีตองการกลาวถึงเวกเตอรใด ๆ โดยท่ี
ไมตองการระบุจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดของ
เวกเตอรจะใชอักษรตัวเดียว และมีเครื่องหมาย  


 กํากับไว เชน u  ดังแสดงในรูป และแทน
ขนาดของ u  ดวยสัญลักษณ u  

 
5. บทนิยาม 2 

u  และ v   ขนานกัน ก็ตอเม่ือ เวกเตอรท้ังสองมีทิศทางเดียวกันหรือทิศทางตรงขามกัน 

6. u  ขนานกับ v  เขียนแทนดวย / /u v   
7. บทนิยาม 3 

u  เทากับ v  ก็ตอเม่ือ เวกเตอรท้ังสองมีขนาดเทากันและทิศทางเดียวกัน  
8. u  เทากับ v  เขียนแทนดวย =u v   
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9. บทนิยาม 4 
นิเสธ ของ u  คือ เวกเตอรท่ีมีขนาดเทากับขนาดของ u  แตมีทิศทางตรงขามกับทิศทางของ u  

10. นิเสธของ u   เขียนแทนดวย u−   
 หมายเหตุ  จะเห็นวา ( )u u− − =   

11. บทนิยาม 5   
ให u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ เขียน v  โดยใหจุดเริ่มตนของ v  อยูท่ีจุดสิ้นสุดของ u   
ผลบวกของ u  และ v  คือ เวกเตอรท่ีมีจุดเริ่มตนอยูท่ีจุดเริ่มตนของ u  และจุดสิ้นสุด
อยูท่ีจุดสิ้นสุดของ v   

12. ผลบวกของ u  และ v  เขียนแทนดวย u v+   แสดงไดดังรูป 

 
13. บทนิยาม 6 

เวกเตอรศูนย คือ เวกเตอรท่ีมีขนาดเปนศูนย 
14. เวกเตอรศูนย เขียนแทนดวย 0



 
15. สมบัติการบวกของเวกเตอร 

ให ,u v   และ w  เปนเวกเตอร 
1) + = +u v v u     
2) ( ) ( )+ + = + +u v w u v w       
3) 0 0u u u+ = + =

 

    
4) ( ) ( ) 0+ − = − + =u u u u
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16. บทนิยาม 7 
ให u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ เวกเตอร u  ลบดวย v  เขียนแทนดวย −u v   คือ
ผลบวกของ u  และนิเสธของ v   นั่นคือ ( )− = + −u v u v     

17. ให u  และ v  เปนเวกเตอร −u v   แสดงไดดังรูป 

 

 
18. บทนิยาม 8 

ให a  เปนสเกลาร และ u  เปนเวกเตอร  ผลคูณของ u  กับสเกลาร a  เปนเวกเตอร 
เขียนแทนดวย au   โดยท่ี 
1) ถา 0a =  แลว 0=au



  
2) ถา 0a >  แลว au   จะมีขนาด a u  หนวย และมีทิศทางเดียวกับ u  

3) ถา 0a <  แลว au   จะมีขนาด a u  หนวย แตมีทิศทางตรงขามกับ u  

 หมายเหตุ จากบทนิยาม 8 จะเห็นวา 
    1) ( )1− = −u u    

    2) ถา 0a ≠  และ u  ไมใชเวกเตอรศูนย แลว au  จะขนานกับ u  
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19. สมบัติการคูณเวกเตอรดวยสเกลาร  
ให ,a b  เปนสเกลาร และ ,u v   เปนเวกเตอร 
1) 1 =u u   
2) ( )+ = +a u v au av     
3) ( )+ = +a b u au bu    

4) ( ) ( ) ( )= =ab u a bu b au    

20. ระบบพิกัดฉากสามมิติ จะกําหนดโดยใหเสนตรง ,′ ′XX YY  และ ′ZZ  เปนเสนตรงสามเสน
ท่ีตั้งฉากซ่ึงกันและกันท่ีจุด O  ซ่ึงเรียกวา จุดกําเนิด สวนการกําหนดทิศทางของเสนตรง
ท้ังสามนั้นจะใชระบบมือขวา ดังรูป  

 
โดยใหนิ้วโปงแทนทิศทางทางบวกของแกน X  นิ้วชี้แทนทิศทางทางบวกของแกน Y และ
นิ้วกลางแทนทิศทางทางบวกของแกน Z  

21. 

 
 

เสนตรง ,′ ′XX YY  และ ′ZZ  เรียกวา แกนพิกัด X  แกนพิกัด Y  และแกนพิกัด Z  
หรือเรียกสั้น ๆ วา แกน X  แกน Y  และแกน Z  ตามลําดับ และเรียกจุด O  ซ่ึงเปน
จุดตัดแกน X  แกน Y  และแกน Z  วา จุดกําเนิด 
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เรียกรังสี ,OX OY  และ OZ  วา แกน X  ทางบวก แกน Y  ทางบวก และแกน Z

ทางบวก ตามลําดับ และเรียกรังสี ,′ ′OX OY  และ ′OZ  วา แกน X  ทางลบ แกน Y

ทางลบ และแกน Z  ทางลบ ตามลําดับ 
22. โดยท่ัวไป เม่ือเขียนรูปแกนพิกัดในระบบพิกัดฉากสามมิติ นิยมเขียนเฉพาะแกน X  แกน Y  

และแกน Z  ทางบวก ซ่ึงมีหัวลูกศรกํากับ ดังรูป  

 
โดยละแกน X  แกน Y  และแกน Z  ทางลบไวในฐานท่ีเขาใจ 

23. จากแกน X  แกน Y  และแกน Z  จะกําหนดระนาบข้ึน 3 ระนาบ เรียกวา ระนาบอางอิง 
เรียกระนาบท่ีกําหนดดวยแกน X  และแกน Y วา ระนาบอางอิง XY  เรียกระนาบท่ี
กําหนดดวยแกน Y  และแกน Z  วา ระนาบอางอิง YZ  และเรียกระนาบท่ีกําหนดดวย
แกน X  และแกน Z วา ระนาบอางอิง XZ  หรือเรียกสั้น ๆ วา ระนาบ XY  ระนาบ YZ  
และระนาบ XZ  ตามลําดับ ดังรูป 
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24. ระนาบ XY  ระนาบ YZ  และระนาบ XZ ท้ังสามระนาบดังกลาวจะแบงระบบพิกัดฉาก
สามมิติออกเปน 8 บริเวณ คือ เหนือระนาบ XY  จํานวน 4 บริเวณ และใตระนาบ XY
จํานวน 4 บริเวณ เรียกแตละบริเวณวา อัฐภาค 

25. เม่ือกําหนดจุด P  เปนจุดใด ๆ ในระบบพิกัดฉากสามมิติ จะสามารถระบุพิกัดของจุด P  โดย
ใชจํานวนจริงสามจํานวนเรียงกันตามลําดับหรือเรียกวา สามส่ิงอันดับ ในรูป ( ), ,x y z  

บางครั้งจะเขียนจุดและพิกัดกํากับไวดวยกันเปน ( ), ,P x y z  ดังรูป 

 
 

26. 

 
 
ถาลากเสนผานจุด ( ), ,P x y z  ใหขนานกับแกน Z  ไปตัดระนาบ XY  ไดจุดตัด ( ), , 0Q x y  

เรียกจุดนี้วา เปน ภาพฉาย ของจุด P  ในระนาบ XY  ในทํานองเดียวกัน จะเรียกจุด 

( )0, ,R y z  วา เปนภาพฉายของจุด P  ในระนาบ YZ  และเรียกจุด ( ), 0,S x z  วา เปน

ภาพฉายของจุด P  ในระนาบ XZ  

และเรียกจุด ( ) ( ), 0, 0 , 0, , 0P x P y′ ′′  และ ( )0, 0,′′′P z  วา เปนภาพฉายของจุด P  

บนแกน X  แกน Y  และแกน Z  ตามลําดับ 
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27. ทฤษฎีบท 1 

ระยะทางระหวางจุด ( )1 1 1, ,P x y z  และ ( )2 2 2, ,Q x y z  หรือ PQ  เทากับ 

( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1x x y y z z− + − + −   หนวย 

28. ในกรณีท่ัวไป เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริงใด ๆ จะเขียน 
a
b
 
 
 

 แทนเวกเตอรซ่ึงเปนผลบวก

ของเวกเตอรสองเวกเตอร โดยท่ีเวกเตอรแรกมีขนาด a  หนวย ซ่ึงถา 0>a  แลวเวกเตอรนี้

จะมีทิศทางไปตามแนวแกน X  ทางบวก และถา 0<a แลวเวกเตอรนี้จะมีทิศทางไปตาม
แนวแกน X  ทางลบ และเวกเตอรท่ีสองมีขนาด b  หนวย ซ่ึงถา 0>b  แลวเวกเตอรนี้

จะมีทิศทางไปตามแนวแกน Y  ทางบวก และถา 0<b   แลวเวกเตอรนี้จะมีทิศทางไป
ตามแนวแกน Y  ทางลบ 

29. ในเชิงเรขาคณิต เวกเตอร 
a
b
 
 
 

 เปนเวกเตอรท่ีมีจุดเริ่มตนท่ีจุดกําเนิด และจุดสิ้นสุดท่ี 

( ),a b  หรือมีจุดเริ่มตนท่ี ( ),x y  และจุดสิ้นสุดท่ี ( ),x a y b+ +  

30. ถา AB


 มีจุดเริ่มตนท่ี ( )1 1,A x y  และจุดสิ้นสุดท่ี ( )2 2,B x y  จะเขียนแทน AB


 ดวย 

2 1

2 1

x x
y y
− 

 − 
  และถาให 2 1a x x= −  และ 2 1b y y= −  แลวจะเขียนแทน AB



 ดวย 
a
b
 
 
 

 

31. ให ,a b  และ c  เปนจํานวนจริง เวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติท่ีมีจุดเริ่มตนท่ีจุดกําเนิด

และจุดสิ้นสุดท่ี ( ), ,P a b c  เขียนแทนดวยสัญลักษณ 
a
b
c

 
 
 
  

     

32. เวกเตอรท่ีมีจุดเริ่มตนท่ี  ( )1 1 1 1, ,P x y z  และจุดสิ้นสุดท่ี  ( )2 2 2 2, ,P x y z  ซ่ึงเขียนแทนดวย 

1 2PP


 หมายถึง เวกเตอร 
2 1

2 1

2 1

x x
y y
z z

− 
 − 
 − 

  ดังนั้น 
a
b
c

 
 
 
  

 แทนเวกเตอรท่ีมีจุดเริ่มตนท่ีจุดกําเนิดและ

จุดสิ้นสุดท่ี ( ), ,a b c  หรือมีจุดเริ่มตนท่ี ( ), ,x y z  และจุดสิ้นสุดท่ี ( ), ,x a y b z c+ + +  

33. สําหรับเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติและสามมิติ การเทากันของเวกเตอร นิเสธของ
เวกเตอร การบวกเวกเตอร เวกเตอรศูนย การลบเวกเตอร และการคูณเวกเตอรดวย 
สเกลาร สามารถสรุปไดดังตารางตอไปนี้ 
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ให , , , ,a b c d e  และ f  เปนจํานวนจริงใด ๆ   
 เวกเตอรในระบบพิกัดฉาก 

สองมิติ 
เวกเตอรในระบบพิกัดฉาก 

สามมิติ 
 
การเทากัน 

a c
b d
   

=   
   

 ก็ตอเม่ือ  

a c=  และ b d=  

a d
b e
c f

   
   =   
      

 ก็ตอเม่ือ  

,a d=  b e=  และ c f=  
 
นิเสธของเวกเตอร นิเสธของ 

a
b
 
 
 

 คือ  

a
b
 

−  
 

 หรือ 
a
b
− 
 − 

 

นิเสธของ 
a
b
c

 
 
 
  

 คือ  

a
b
c

 
 −  
  

 หรือ 
a
b
c

− 
 − 
 − 

 

 
การบวกเวกเตอร 

a c a c
b d b d

+     
+ =     +     

 
a d a d
b e b e
c f c f

+     
     + = +     
     +     

 

 
เวกเตอรศูนย 

0
0
 
 
 

 
0
0
0

 
 
 
  

 

 
การลบเวกเตอร 

a c a c
b d b d

−     
− =     −     

 
a d a d
b e b e
c f c f

−     
     − = −     
     −     

 

 
การคูณเวกเตอรดวย 
สเกลาร 

α
α

α
   

=   
   

a a
b b

 

เม่ือ α  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

α
α α

α

   
   =   
      

a a
b b
c c

 

เม่ือ α  เปนจํานวนจริงใด ๆ 
 

34. ให u  และ v  ไมใชเวกเตอรศูนย  
 u  และ v  ขนานกัน ก็ตอเม่ือ มีจํานวนจริง k  ท่ี 0k ≠  ซ่ึง  =u kv    

• ถา 0k >  แลว u   และ v  มีทิศทางเดียวกัน 
• ถา 0k <  แลว u   และ v  มีทิศทางตรงขามกัน 
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35. ถา PQ


 เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ  P  มีพิกัดเปน ( )1 1,x y  และ Q  มีพิกัด

เปน ( )2 2,x y  จะได 2 1

2 1

x x
PQ

y y
− 

=  − 



 และ ( ) ( )2 2
2 1 2 1PQ x x y y= − + −



 

ถาให 2 1a x x= −  และ 2 1b y y= −  แลว จะได 
a

PQ
b
 

=  
 



 และขนาดของ PQ


 เทากับ 

2 2a b+  หนวย 
36. ถา AB



 เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติ A  มีพิกัดเปน ( )1 1 1, ,x y z  และ B  มีพิกัดเปน 

( )2 2 2, ,x y z  จะได  
2 1

2 1

2 1

x x
AB y y

z z

− 
 = − 
 − 



  และ ( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 2 1AB x x y y z z= − + − + −



 

ถาให 2 1 2 1,a x x b y y= − = −  และ 2 1c z z= −  แลว จะได 
a

AB b
c

 
 =  
  



 และขนาดของ AB


 

เทากับ 2 2 2a b c+ +  หนวย 
37. บทนิยาม 9 

เวกเตอรท่ีมีขนาดหนึ่งหนวย เรียกวา เวกเตอรหนึ่งหนวย 

38. ในระบบพิกัดฉากสองมิติ เวกเตอรท่ีมีขนาดหนึ่งหนวยและมีทิศทางเดียวกับเวกเตอร 
a
b
 
 
 

 

ใด ๆ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย คือ 
2 2

1 a
ba b
 
 

+  
 

39. ในระบบพิกัดฉากสามมิติ เวกเตอรท่ีมีขนาดหนึ่งหนวยและมีทิศทางเดียวกับเวกเตอร 
a
b
c

 
 
 
  

 

ใด ๆ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย คือ 
2 2 2

1
a
b

a b c c

 
 
 + +   

 

40. เวกเตอรหนึ่งหนวยในระบบพิกัดฉากสองมิติท่ีสําคัญ คือ 
1
0
 
 
 

 และ 
0
1
 
 
 

  เพ่ือความสะดวก

จึงแทน 
1
0
 
 
 

 ดวย i


 และแทน 
0
1
 
 
 

 ดวย j
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41. เวกเตอรหนึ่งหนวยในระบบพิกัดฉากสามมิติท่ีสําคัญ คือ 
1 0
0 , 1
0 0

   
   
   
      

 และ 
0
0
1

 
 
 
  

  โดยแทน 
1
0
0

 
 
 
  

 

ดวย i


  แทน 
0
1
0

 
 
 
  

 ดวย j


  และแทน 
0
0
1

 
 
 
  

 ดวย k


 

42. ให  
=  
 

a
u

b
  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ สามารถเขียน u  ใหอยูในรูปของ i



 

และ j


  ไดเปน  = +u ai bj
 

  

43. ให 
 
 =  
  

a
u b

c

  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติ สามารถเขียน  u  ใหอยูในรูปของ ,i j
 

 

และ k


  ไดเปน  = + +u ai bj ck


 

  

หมายเหตุ เนื่องจาก 
 
  = + + 
  

a
b ai bj ck
c



 

 และ 
 
 
 
  

a
b
c

 มีขนาด 2 2 2a b c+ +  หนวย 

   ดังนั้น 2 2 2+ + = + +ai bj ck a b c


 

 

44. บทนิยาม 10 
ให u   และ v  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติหรือสามมิติ  1 2 3 1 2, , , ,a a a b b  และ 

3b  เปนสเกลาร  ผลคูณเชิงสเกลาร  ของ u   และ v  เขียนแทนดวย ⋅u v   กําหนดดังนี้ 

1) ถา 1 2u a i a j= +
 

  และ 1 2v b i b j= +
 

  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

 จะได  1 1 2 2⋅ = +u v a b a b   

2) ถา 1 2 3u a i a j a k= + +


 

  และ 1 2 3v b i b j b k= + +


 

  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉาก

 สามมิติ จะได  1 1 2 2 3 3⋅ = + +u v a b a b a b   
45. ⋅u v   อานวา เวกเตอรยู ดอท เวกเตอรวี 
46. ทฤษฎีบท 2 

ให ,u v    และ w  เปนเวกเตอรใด ๆ  ในระบบพิกัดฉากสองมิติหรือสามมิติ และ a  เปน 
สเกลาร จะไดวา 
1) ⋅ = ⋅u v v u     
2) ( ) ( ) ( )⋅ + = ⋅ + ⋅u v w u v u w        และ ( ) ( ) ( )+ ⋅ = ⋅ + ⋅u v w u w v w        



      
   
   

  บทท่ี 3 | เวกเตอร  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 135 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

3) ( ) ( ) ( )a u v au v u av⋅ = ⋅ = ⋅       

4) 0 0u⋅ =


  
5) 2⋅ =u u u    

6) 1⋅ = ⋅ = ⋅ =i i j j k k
 

   

 และ 0⋅ = ⋅ = ⋅ =i j i k j k
 

   

 
47. ทฤษฎีบท 3 

ให  u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย ในระบบพิกัดฉากสองมิติหรือสามมิติ 
และ θ  เปนขนาดของมุมระหวาง u  และ v  ซ่ึง o o0 180≤ ≤θ  (มุมระหวางเวกเตอร 
หมายถึง มุมท่ีไมใชมุมกลับ ซ่ึงมีแขนของมุมเปนรังสีท่ีขนานและมีทิศทางเดียวกับเวกเตอร
ท้ังสอง) จะไดวา cosu v u v⋅ =

   

θ  

หมายเหตุ  เพ่ือความสะดวก จะถือวาเวกเตอรศูนยตั้งฉากกับทุกเวกเตอร 
48. ทฤษฎีบท 4 

ให  u   และ v   เปนเวกเตอรใด ๆ ในระบบพิกัดฉากสองมิติหรือสามมิติ จะไดวา 
u   ตั้งฉากกับ v  ก็ตอเม่ือ 0⋅ =u v   

49. บทนิยาม 11 
ให 1 2 3u a i a j a k= + +



 

   และ 1 2 3v b i b j b k= + +


 

   

ผลคูณเชิงเวกเตอร ของ u  และ v  เขียนแทนดวย ×u v   

กําหนดโดย ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1× = − − − + −u v a b a b i a b a b j a b a b k


 

   

50. ×u v   อานวา เวกเตอรยู ครอส เวกเตอรวี 
51. ทฤษฎีบท 5 

ให u   และ v   เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติ จะไดวา 
×u v   เปนเวกเตอรท่ีตั้งฉากกับ u   และ v  และมีขนาดเปน sinθ× =u v u v     

เม่ือ θ  เปนขนาดของมุมระหวาง u   และ v  โดยท่ี o o0 180≤ ≤θ  
52. ทิศทางของ ×u v   แสดงไดโดยใชกฎมือขวา ดังรูป  
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และทิศทางของ ×v u   แสดงไดโดยใชกฎมือขวา ดังรูป 

        

53. ถา u  และ v  เปนเวกเตอรท่ีไมขนานกัน จะไดวา ×u v   และ ×v u   เปนเวกเตอรท่ีตั้งฉาก
กับระนาบท่ีผาน u  และ v  และมีทิศทางตรงขามกัน ดังนั้น ( )× = − ×u v v u     

54. การคูณเชิงเวกเตอรของเวกเตอรหนึ่งหนวยสอดคลองกับสมบัติตอไปนี้ 
1) ,× = × =i j k j k i

 

   

 และ × =k i j


 

  

2) ,× = − × = −j i k k j i
 

   

 และ × = −i k j


 

 

3) 0, 0× = × =i i j j
 

   

 และ 0× =k k
  

 

55. ทฤษฎีบท 6 

กําหนด ,u v    และ w  เปนเวกเตอรใด ๆ  ในระบบพิกัดฉากสามมิติ และ α  เปนจํานวนจริงใด ๆ  
1) ( )× = − ×u v v u     
2) ( ) ( ) ( )u v w u w v w+ × = × + ×        
3) ( ) ( ) ( )u v w u v u w× + = × + ×        
4) ( ) ( )u v u vα α× = ×     

5) ( ) ( )u v u vα α× = ×     

6) 0× =u u


   
56. กําหนดรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน ABCD   ให ,= =u AB v AD

 

   และ θ  เปนขนาดของมุม

ระหวาง u   และ v  จะไดวา sinθv  เปนสวนสูงของรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน ดังรูป 
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ดังนั้น sinu v θ   เปนพ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมดานขนานท่ีมีดานท่ีไมขนานกันยาว u  และ 

v  หนวย แตเนื่องจาก sinu v u v θ× =     ดังนั้น u v×   คือ พ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยม 

ดานขนานดังกลาว 

นอกจากนี้ จะไดวา พ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยม ABD  เทากับ  1 1sin
2 2

θ = ×u v u v
 

   

57. กําหนดทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน ABCDEFGH   ให , ,= = =u AB v AD w AF
  

    และ θ  เปน
ขนาดของมุมระหวาง u



  และ v w×
 

 ในท่ีนี้จะพิจารณารูปสี่เหลี่ยมดานขนาน ADEF  เปน
ฐาน และ h  เปนความสูง จะไดวา cosθ=h u  ดังรูป  

 
ดังนั้น ปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมดานขนานเทากับ 
    cosθ ×u v w      cosu v w θ= ×    

( )u v w= ⋅ ×    

หมายเหตุ  ในการเลือกลําดับของดานประกอบของทรงสี่เหลี่ยมดานขนานไมมีผลตอ
ปริมาตรท่ีหาได กลาวคือ ปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน เทากับ 

( ) ( ) ( )⋅ × = ⋅ × = ⋅ ×u v w v w u w u v          
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3.2 ขอเสนอแนะเกี่ยวกับการสอน 

เวกเตอรและสมบัติของเวกเตอร 

 

 

กิจกรรม : สเกลารและเวกเตอร 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง ปริมาณสเกลารและปริมาณเวกเตอร 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูแบงนักเรียนเปนกลุม กลุมละ 3 – 4 คน แบบคละความสามารถ จากนั้นครูใหนักเรียน

แตละกลุมพิจารณาสถานการณตอไปนี้ 
ภราดรเปนนักกีฬาท่ีมีความสูง 185 เซนติเมตร ในวันหนึ่งท่ีมีอุณหภูมิ 35 องศา
เซลเซียส เขาโยนวัตถุท่ีมีมวล 50 กรัม ออกไปดานหนาดวยความเร็วตน 20 เมตรตอ
วินาที วัตถุดังกลาวเคลื่อนท่ีเปนเวลา 10 วินาที กอนจะตกลงพ้ืน 

2. ครูใหนักเรียนแตละกลุมรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําท่ีขีดเสนใตท่ีอยูในสถานการณท่ีกําหนดให
ในขอ 1 โดยพิจารณาวา 
• คําใดท่ีบอกขนาดเพียงอยางเดียว   

แนวคําตอบ  ความสูง อุณหภูมิ เวลา 
• คําใดท่ีบอกท้ังขนาดและทิศทาง 

แนวคําตอบ  มวล ความเร็ว 
ท้ังนี้ ครูควรเปดโอกาสใหนักเรียนสืบคนเพ่ือหาขอมูลประกอบการอภิปราย 

3. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับกลุมคําท่ีจัดในขอ 2 โดยเชื่อมโยงกับบทนิยาม 1 
ในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 ซ่ึงจะไดวากลุมคํา
แสดงปริมาณท่ีมีแตขนาดเพียงอยางเดียว เรียกวา ปริมาณสเกลาร และกลุมคําแสดง
ปริมาณท่ีมีท้ังขนาดและทิศทาง เรียกวา ปริมาณเวกเตอร  
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หมายเหตุ 
• ครูอาจเปลี่ยนสถานการณท่ีกําหนดใหเปนสถานการณอ่ืนได  
• ครูอาจเปดโอกาสใหนักเรียนกําหนดสถานการณในขอ 1 ท้ังนี้ สถานการณนั้นตองมีคํา

แสดงปริมาณท่ีสเกลารและปริมาณเวกเตอร 

 

 
กิจกรรม : การบวกเวกเตอร 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
กิจกรรมนี้ใชเพ่ือใหนักเรียนสํารวจวิธีการบวกเวกเตอร และนําไปสูบทนิยามการบวก

เวกเตอรและสมบัติการสลับท่ีของการบวกเวกเตอร 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นเปดไฟล Vector Addition.ggb จากเว็บไซต 

https://www.geogebra.org/m/Cy8bxaKS 
2. ครูใหนักเรียนแตละคูสังเกตการหา + u v  โดยเลื่อนปุมบน Slider ท่ีชื่อวา Slide Completely to 

Illustrate u + v จากนั้นเขียนอธิบายสิ่งท่ีไดจากการเลื่อนปุมบน Slider ตั้งแตเริ่มตนจนสิ้นสุด 
แนวคําตอบ 

เม่ือเลื่อนปุมบน Slider จะเห็นวา v  เคลื่อนท่ีตามแนวเวกเตอร u  จนกระท่ัง
จุดเริ่มตนของ v  อยูท่ีจุดสิ้นสุดของ u  ซ่ึงทําใหได u v+   เปนเวกเตอรท่ีมีจุดเริ่มตนอยูท่ี
จุดเริ่มตนของ u  และจุดสิ้นสุดอยูท่ีจุดสิ้นสุดของ v  

3. ครูใหนักเรียนแตละคูสังเกตการหา v u+   โดยเลื่อนปุมบน Slider ท่ีชื่อวา Slide Completely to 

Illustrate v + u จากนั้นเขียนอธิบายสิ่งท่ีไดจากการเลื่อนปุมบน Slider ตั้งแตเริ่มตนจนสิ้นสุด  
แนวคําตอบ 

เม่ือเลื่อนปุมบน Slider จะเห็นวา u  เคลื่อนท่ีตามแนวเวกเตอร v  จนกระท่ัง
จุดเริ่มตนของ u  อยูท่ีจุดสิ้นสุดของ v  ซ่ึงทําใหได v u+   เปนเวกเตอรท่ีมีจุดเริ่มตนอยูท่ี
จุดเริ่มตนของ v  และจุดสิ้นสุดอยูท่ีจุดสิ้นสุดของ u  

4. ครูใหนักเรียนปรับขนาดและทิศทางของ u  และ v  หลาย ๆ แบบ เพ่ือสํารวจ + u v  และ 
v u+     

  

https://www.geogebra.org/m/Cy8bxaKS


     
     
     

 บทท่ี 3 | เวกเตอร   
 

140 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

5. จากผลท่ีไดในขอ 2, 3 และ 4 ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเพ่ือใหไดขอสรุปวา เม่ือ u  
และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ 
• ผลบวกของ u  และ v  หาไดจากการเขียน v  โดยใหจุดเริ่มตนของ v  อยูท่ีจุดสิ้นสุด

ของ u  ซ่ึงเวกเตอรท่ีเปนผลบวกของ u  และ v  คือ เวกเตอรท่ีมีจุดเริ่มตนอยู ท่ี
จุดเริ่มตนของ u  และจุดสิ้นสุดอยูท่ีจุดสิ้นสุดของ v  

• u v v u+ = +     

หมายเหตุ 
• จากการทํากิจกรรมขางตน ครูอาจเชื่อมโยงความรูเรื่องการบวกเวกเตอรท่ีไดกับสมบัติอ่ืน ๆ 

เก่ียวกับการบวกของเวกเตอร เชน ( ) ( ) , 0 0u v w u v w u u u+ + = + + + = + =
 

          และ 
( ) ( ) 0u u u u+ − = − + =



     

  

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ในการพิจารณาเก่ียวกับการขนานกันของเวกเตอร การเทากันของเวกเตอร และนิเสธ
ของเวกเตอร ครูควรสนับสนุนนักเรียนใหอธิบายเหตุผลประกอบ ดังแสดงในตัวอยางท่ี 2 
ท่ีใชความรูพ้ืนฐานทางเรขาคณิตเก่ียวกับสมบัติของรูปหกเหลี่ยมดานเทามุมเทา บท
นิยามของการขนานกันของเวกเตอร การเทากันของเวกเตอร และนิเสธของเวกเตอร 

• นักเรียนสามารถเขียนแสดงนิเสธของเวกเตอรไดหลายแบบ โดยใหเปนไปตามบทนิยามของ
นิเสธของเวกเตอร เชน นิเสธของ AB



 อาจเขียนแทนดวย AB−


 หรือ BA


  
• ครูอาจยกตัวอยางตอไปนี้ประกอบการอธิบายวา u v u v+ ≠ +     
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จากรูป สามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  มีมุม B  เปนมุมฉาก ดาน AB  ยาว 4 หนวย  
ดาน BC  ยาว 3 หนวย และดาน AC  ยาว 5  หนวย 

จะเห็นวา  


AC  =  +
 

AB BC  

นั่นคือ    


AC  =  +
 

AB BC  =  5     แต +
 

AB BC  = 4 3+   =  7 

ดังนั้น   + ≠ +
   

AB BC AB BC   นั่นคือ ถาให u AB=


  และ v BC=


  จะได

+ ≠ +   u v u v  

 หมายเหตุ  ในกรณีท่ี u  และ v   มีทิศทางเดียวกัน จะได + = +   u v u v  

• การคูณเวกเตอรมี 3 แบบ ไดแก การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร ผลคูณเชิงสเกลาร และผลคูณ
เชิงเวกเตอร ท้ังนี้ การเขียนแสดงการคูณของจํานวนจริง ไมสามารถนํามาใชกับการเขียน
แสดงการคูณของเวกเตอรได 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• ในแบบฝกหัด 3.1 ข ขอ 1 

จากรูป จงเขียน , , , , , ,CE CA BD DB AF FA AE
      

 และ EA


 ในรูปของ , , ,a b c


   

,d e


  และ f


  

 

ในแบบฝกหัดนี้ การเขียนเวกเตอรใหอยูในรูปเวกเตอรท่ีกําหนดใหสามารถเขียนไดหลาย
แบบ เชน สามารถเขียน CA



 ไดเปน 

CA CD DA c f= + = −
   

     หรือ  CA CB BA b a= + = − −
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 ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

นักเรียนมักเขาใจผิดวา 0


  เปนสิ่งเดียวกับ  0  ซ่ึงครูตองเนนย้ําวา 0


 และ 0 แตกตางกัน โดย 
0


 เปนเวกเตอรท่ีมีขนาดเปนศูนย มีจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดเปนจุดเดียวกัน และโดยท่ัวไปจะ
ไมกลาวถึงทิศทางของเวกเตอร  แต 0 เปนปริมาณสเกลารซ่ึงมีขนาดเปน 0 และไมมีทิศทาง 

 

เวกเตอรในระบบพิกัดฉาก 

 

 

กิจกรรม : เวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่องเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูแบงนักเรียนเปนกลุม กลุมละ 3 – 4 คน แบบคละความสามารถ จากนั้นครูกําหนด

เวกเตอร 1 2 3, ,w w w    และ 4w  ดังรูป 
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2. จากเวกเตอรท่ีกําหนดใหในขอ 1 ครูใหนักเรียนแตละคนในกลุมพิจารณาวา ถาเขียนแทน 1w  

ดวย 
3
4
 
 
 

 และเขียนแทน 2w  ดวย 
3
3

 
 − 

 แลวนักเรียนจะเขียนแทน 3w  และ 4w  ไดอยางไร 

แนวคําตอบ 

เขียนแทน 3w  ดวย 
5
3

− 
 − 

 และเขียนแทน 4w  ดวย 
5

4
− 
 
 

 

3. ครูใหนักเรียนแตละคนอภิปรายภายในกลุมเก่ียวกับคําตอบขอ 2 ของตนเอง 

4. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเพ่ือใหนักเรียนไดขอสังเกตวา เวกเตอร 
a
b
 
 
 

 เปนเวกเตอรท่ีมี

จุดเริ่มตนท่ีจุดกําเนิด และจุดสิ้นสุดท่ี ( ),a b  หรือมีจุดเริ่มตนท่ี ( ),x y  และจุดสิ้นสุดท่ี 

( ),x a y b+ +   

หมายเหตุ 
• ครูอาจเชื่อมโยงกิจกรรมนี้ไปสูการเขียนแสดงเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ เม่ือทราบ

จุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดของเวกเตอร 
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กิจกรรม : เวกเตอรหนึ่งหนวย 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
กิจกรรมนี้ใชเพ่ือเสริมประสบการณใหแกนักเรียนในการหาเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมี

ทิศทางเดียวกับเวกเตอรท่ีกําหนด 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 

1. ครูแบงนักเรียนเปนกลุม กลุมละ 3 – 4 คน แบบคละความสามารถ จากนั้นครูกําหนดให 
a
b
 
 
 

เปนเวกเตอรใด ๆ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย  

2. ครูใหนักเรียนแตละกลุมชวยกันหาขนาดของ 
a
b
 
 
 

 

แนวคําตอบ  ขนาดของ 
a
b
 
 
 

 คือ 2 2a b+   

3. ครูใหนักเรียนแตละกลุมชวยกันหาสเกลาร m  ท่ีทําให  
 
 

a
m

b
 เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมี

ทิศทางเดียวกับเวกเตอร 
a
b
 
 
 

  

แนวคําตอบ   

สเกลาร m  ท่ีทําให  
 
 

a
m

b
 เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับเวกเตอร 

a
b
 
 
 

 

คือ 
2 2

1
=

+
m

a b
 

4. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับเวกเตอร  
 
 

a
b

 

ใด ๆ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย  
แนวคําตอบ 

เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับเวกเตอร  
 
 

a
b

 ใด ๆ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย คือ 

2 2

1  
 

+  

a
ba b
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5. ครูใหนักเรียนแตละกลุมแสดงการหาเวกเตอรท่ีมีขนาดหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับเวกเตอร 
 
 
 
  

a
b
c

 ใด ๆ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย ตามวิธีการขอ 2 – 4 

แนวคําตอบ 

• ขนาดของ 
 
 
 
  

a
b
c

 คือ 2 2 2a b c+ +  

• สเกลาร m  ท่ีทําให 
a

m b
c

 
 
 
  

 เปนเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับเวกเตอร 
 
 
 
  

a
b
c

 

คือ 
2 2 2

1m
a b c

=
+ +

 

• เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับเวกเตอร 
 
 
 
  

a
b
c

 ใด ๆ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย คือ 

2 2 2

1
a
b

a b c c

 
 
 + +   

 

6. ครูใหนักเรียนแตละกลุมรวมกันหาเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางตรงขามกับเวกเตอร  
 
 

a
b

 

และ 
 
 
 
  

a
b
c

 

แนวคําตอบ 

• เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางตรงขามกับเวกเตอร  
 
 

a
b

 คือ 
2 2

1 a
ba b
 

−  
+  

 

• เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางตรงขามกับเวกเตอร 
 
 
 
  

a
b
c

 คือ 
2 2 2

1
a
b

a b c c

 
 −  + +   
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7. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเพ่ือใหไดขอสรุปวาสําหรับเวกเตอร u  ใด ๆ ท่ีไมใช

เวกเตอรศูนย เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ u  คือ 




u
u

 และเวกเตอรหนึ่งหนวย

ท่ีมีทิศทางตรงขามกับ u  คือ u
u

−




 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• การสอนเรื่องขนาดของเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติและสามมิติ ครูควรเชื่อมโยงกับการ
หาระยะทางระหวางจุดสองจุดในระบบพิกัดฉากสองมิติซ่ึงนักเรียนไดเรียนมาแลวในชั้น
มัธยมศึกษาปท่ี 4 และระยะทางระหวางจุดสองจุดในระบบพิกัดฉากสามมิติ  ซ่ึงนักเรียนได
เรียนมาแลวในทฤษฎีบท 1  

 

 ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

• นักเรียนบางคนอาจเขาใจผิดวา  
 
 

a
b

 เปนเวกเตอรท่ีมีจุดเริ่มตนท่ี ( )0, 0  และจุดสิ้นสุดท่ี 

( ),a b  เทานั้น ท้ังนี้ ครูควรเนนย้ํากับนักเรียนวา  
 
 

a
b

 ไมจําเปนตองมีจุดเริ่มตนท่ี ( )0, 0  

และจุดสิ้นสุดท่ี ( ),a b  แตควรใหนักเรียนเขาใจวา  
 
 

a
b

 คือ เวกเตอรท่ีเปนผลบวกของสอง

เวกเตอร โดยเวกเตอรแรกมีขนาด a  หนวย ซ่ึงถา 0>a  แลวเวกเตอรนี้จะมีทิศทางไปตาม

แนวแกน X  ทางบวก และถา 0<a  แลวเวกเตอรนี้จะมีทิศทางไปตามแนวแกน X  ทางลบ  

และเวกเตอรท่ีสองจะมีขนาด b  หนวย ซ่ึงถา 0>b  แลวเวกเตอรนี้จะมีทิศทางไปตาม

แนวแกน Y  ทางบวก และถา 0<b  แลวเวกเตอรนี้จะมีทิศทางไปตามแนวแกน Y  ทางลบ  
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 ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

การพิสูจนสมบัติตาง ๆ ในแบบฝกหัด 3.3ก ขอ 5 สําหรับกรณีเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
สามารถทําไดทํานองเดียวกับกรณีเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ ท้ังนี้ คูมือครูรายวิชา
เพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 นี้ จะนําเสนอการพิสูจนสําหรับเวกเตอรใน
ระบบพิกัดฉากสามมิติไวในความรูเพ่ิมเติมสําหรับครู 

 

ผลคูณเชิงสเกลาร 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ครูควรเนนย้ํานักเรียนใหเห็นวาบทนิยามของผลคูณเชิงสเกลารเปนการนิยามการคูณ
ระหวางเวกเตอรสองเวกเตอรท่ีไดผลลัพธเปนสเกลาร 

• การพิจารณามุมระหวางเวกเตอร u   และ v  ในท่ีนี้จะกลาวถึงเฉพาะกรณีท่ีเวกเตอรท้ัง
สองอยูในระบบพิกัดฉาก โดยจะพิจารณาใหเวกเตอรท้ังสองมีจุดเริ่มตนเดียวกันท่ี ( )0, 0   

• การตรวจสอบวารูปสามเหลี่ยมท่ีกําหนดใหเปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉากหรือไม (ดังตัวอยางท่ี 
28) จะตองตรวจสอบวามีเวกเตอรเพียงคูเดียวท่ีมีผลคูณเชิงสเกลารเปน 0 (ในแบบฝกหัด
อาจจะมีประเด็นในทํานองเดียวกันนี้อีก) 

 

 ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

นักเรียนมักสับสนเก่ียวกับการตั้งฉากกันของเวกเตอรกับการตั้งฉากกันของเสนตรงสองเสนใด ๆ 
ทําใหเขาใจผิดวา u  ตั้งฉากกับ v  ก็ตอเม่ือ 1⋅ = − u v  ในท่ีนี้ครูตองเนนย้ําวา u v⋅   เปนการ
คูณระหวางเวกเตอรสองเวกเตอร ไมใชความชันของเสนตรงท่ีตั้งฉากกัน ท้ังนี้ u  ตั้งฉากกับ v  
ก็ตอเม่ือ 0⋅ = u v  
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ผลคูณเชิงเวกเตอร 

  

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ผลคูณเชิงเวกเตอร เปนการคูณระหวางเวกเตอรสองเวกเตอรอีกแบบหนึ่งท่ีมีผลลัพธเปน
เวกเตอรท่ีตั้งฉากกับเวกเตอรท้ังสอง โดยผลคูณเชิงเวกเตอรจะนิยามเฉพาะในระบบพิกัด
ฉากสามมิติเทานั้น  

• การสอนเก่ียวกับผลคูณเชิงเวกเตอรตามบทนิยาม 11 และทฤษฎีบท 6 นั้น ครูอาจให
นักเรียนพิจารณาขอความตอไปนี้เพ่ิมเติม   

ให ,u v  และ w  เปนเวกเตอรใด ๆ ในระบบพิกัดฉากสามมิติ  

1) ขอความ “ถา u v u w× = ×     แลว v w=  ”  เปนจริงหรือไม  

2) ( ) ( ),u v w u v w× × ⋅ ×       และ ( )u v w× ⋅    สามารถหาไดหรือไม  ถาหาได แลว

ผลคูณท่ีไดเปนเวกเตอรหรือสเกลาร 
การพิจารณาขอความขางตน ครูควรสนับสนุนใหนักเรียนชวยกันทําเปนกลุม พรอมให
เหตุผลประกอบคําตอบ เชน   

1) ขอความ “ถา u v u w× = ×     แลว v w=  ”  ไมเปนจริง  

ตัวอยาง 1   เม่ือ 
1 0
0 , 1
0 0

u v
   
   = =   
      

   และ 
2
1
0

w
 
 =  
  

   

   จะเห็นวา  
0 0 1 0 1 0

1 0 0
1 0 0 0 0 1

0 1 0

i j k
u v i j k k× = = − + =



 

 

 

   

   และ  
0 0 1 0 1 0

1 0 0
1 0 2 0 2 1

2 1 0

i j k
u w i j k k× = = − + =



 

 

 

   

   นั่นคือ u v u w× = ×      แต v w≠    
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ตัวอยาง 2   เม่ือ 
0 0
0 , 1
0 0

u v
   
   = =   
      

   และ 
2
1
0

w
 
 =  
  

   

   จะเห็นวา  
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
1 0 0 0 0 1

0 1 0

i j k
u v i j k× = = − + =



 

 
 

   

   และ  
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
1 0 2 0 2 1

2 1 0

i j k
u w i j k× = = − + =



 

 
 

   

   นั่นคือ u v u w× = ×      แต v w≠    

2) ( )u v w× ×    สามารถหาได เนื่องจาก u v×   และ w  เปนเวกเตอร   

 ดังนั้น ( )u v w× ×    สามารถหาได โดยผลคูณท่ีไดเปนเวกเตอร 

 ( )u v w⋅ ×    ไมสามารถหาได เนื่องจาก u v⋅   เปนสเกลาร และ w  เปนเวกเตอร 

ดังนั้น ( )u v w⋅ ×    ไมสามารถหาได  

 ( )u v w× ⋅    สามารถหาได เนื่องจาก u v×   และ w  เปนเวกเตอร   

 ดังนั้น ( )u v w× ⋅    สามารถหาได โดยผลคูณท่ีไดเปนสเกลาร 

• การหาขนาดของผลคูณเชิงเวกเตอรของ u  และ v  ในกรณีท่ีทราบ ,u v   และขนาดของ
มุมระหวาง u  และ v   สามารถหาไดโดยไมจําเปนตองหา u v×   โดยใชทฤษฎีบท 5   

• จากทฤษฎีบท 5 ในกรณีท่ี u  และ v  ตั้งฉากกัน ( )o90=θ  จะไดวา u v u v× =      
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3.3 การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน 

การวัดผลระหวางเรียนมีจุดมุงหมายเพ่ือปรับปรุงการเรียนรูและพัฒนาการเรียนการสอน และ
ตรวจสอบนักเรียนแตละคนวามีความรูความเขาใจในเรื่องท่ีครูสอนมากนอยเพียงใด  การใหนักเรียน
ทําแบบฝกหัดเปนแนวทางหนึ่งท่ีครูอาจใชเพ่ือประเมินผลดานความรูระหวางเรียนของนักเรียน  
ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 ไดนําเสนอแบบฝกหัดท่ี
ครอบคลุมเนื้อหาท่ีสําคัญของแตละบทไว  สําหรับในบทท่ี 3 เวกเตอร ครูอาจใชแบบฝกหัดเพ่ือ
วัดผลประเมินผลความรูในแตละเนื้อหาไดดังนี้ 

เนื้อหา แบบฝกหัด 

เวกเตอรและสมบัติของเวกเตอร 3.1ก ขอ 1 – 5   

การบวกและการลบเวกเตอร 3.1ข ขอ 1 – 2 

การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร 3.1ค ขอ 1 – 6 

ระบบพิกัดฉากสามมิติ 3.2 ขอ 1 – 6  

เวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ และเวกเตอรในระบบพิกัดฉาก
สามมิติ 

3.3ก ขอ 1 – 7  

ขนาดของเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติและสามมิติ 3.3ข ขอ 1 – 4  

ผลคูณเชิงสเกลาร 3.4 ขอ 1 – 14  

ผลคูณเชิงเวกเตอร 3.5 ขอ 1 – 7  

การใชเวกเตอรในการหาพ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน พ้ืนท่ี
ของรูปสามเหลี่ยม และปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมดานขนาน 

3.5 ขอ 8 – 10 
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3.4 การวิเคราะหแบบฝกหัดทายบท 

หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1  มีจุดมุงหมายวาเม่ือนักเรียน
ไดเรียนจบบทท่ี 3 เวกเตอร แลวนักเรียนสามารถ 

1. เขาใจความหมายของเวกเตอร 
2. หาผลลัพธของการบวก การลบเวกเตอร และการคูณเวกเตอรดวยสเกลาร 
3. หาผลคูณเชิงสเกลาร 
4. หาผลคูณเชิงเวกเตอร 
5. นําความรูเก่ียวกับเวกเตอรไปใชในการแกปญหา 

ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 ไดนําเสนอแบบฝกหัด
ทายบทเพ่ือตรวจสอบความรูหลังเรียน โดยมีวัตถุประสงคเพ่ือวัดความรูความเขาใจของนักเรียน
ตามจุดมุงหมาย ซ่ึงประกอบดวยโจทยฝกทักษะท่ีมีความนาสนใจและโจทยทาทาย  ครูอาจเลือกใช
แบบฝกหัดทายบทวัดความรูความเขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมายของบทเพ่ือตรวจสอบวา
นักเรียนมีความสามารถตามจุดมุงหมายเม่ือเรียนจบบทเรียนหรือไม 

ท้ังนี้ แบบฝกหัดทายบทแตละขอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 
เลม 1  บทท่ี 3 เวกเตอร สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียน ดังนี้ 

จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

1. เขาใจความหมายของเวกเตอร 1 1) – 3) 

 2  

 12 2)*, 4)* 

 16  

 17  

 18*  

 19*  

 20  

 21* 1) – 2) 

 22 1) – 3)* 
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

 23 1) – 3) 

 27*  

2. หาผลลัพธของการบวก การลบเวกเตอร และการคูณเวกเตอร 3 1) – 6) 

ดวยสเกลาร 4  

 5 1) – 3) 

 6  

 7  

 8  

 9  

 10  

 12 1), 2)*, 3), 4)* 

 13  

 14  

 15  

 18*  

 19*  

 21* 1) – 2) 

 22 3)* 

 26*  

3. หาผลคูณเชิงสเกลาร 24 1) – 4) 

 25 1) – 4) 

 26*  

 27*  
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

 28  

 29  

 30  

 31  

 32  

4. หาผลคูณเชิงเวกเตอร 34 1) – 8) 

 35  

 36  

 37  

5. นําความรูเก่ียวกับเวกเตอรไปใชในการแกปญหา 11 1) – 3) 

 38  

 39  

 40  

 41  

 42  

โจทยทาทาย 33  

หมายเหตุ 
 แบบฝกหัดทายบทขอ 12. 2), 12. 4), 18, 19, 21, 22. 3), 26 และ 27  สอดคลองกับ

จุดมุงหมายของบทเรียนมากกวา 1 จุดมุงหมาย 
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3.5 ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครู 
•  แนวคิดในการหาผลบวกของเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ เปนดังนี้ 

ให , ,a b c  และ d  เปนจํานวนจริงใด ๆ โดยท่ี 0, 0, 0a b c≥ ≥ ≥  และ 0d ≥   

a
u

b
 

=  
 

  และ 
c

v
d
 

=  
 

  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ ดังรูป 

 

จากรูป  จะได  
a c

u v
b d
+ 

+ =  + 

 

 

นั่นคือ  
a c a c
b d b d

+     
+ =     +     
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• แนวคิดในการหาผลคูณของเวกเตอรดวยสเกลารในระบบพิกัดฉากสองมิติ เปนดังนี้ 

ให ,a b  และ k  เปนจํานวนจริงใด ๆ โดยท่ี 0, 0a b≥ ≥  และ 1k >  

a
u

b
 

=  
 

  และ 
c

k u
d
 

=  
 

 เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ ดังรูป 

 

พิจารณารูปโดยใชรูปสามเหลี่ยมคลาย  จะได  
k uc d k

a b u
= = =





 

ดังนั้น  c ka=
 
 และ  d k b=   

จะได  
c k a

k u
d k b
   

= =   
   



 

นั่นคือ  
a k a

k
b k b
   

=   
   

 

(ในกรณีท่ี 1k ≤  สามารถใชแนวคิดของรูปสามเหลี่ยมคลายขางตน แสดงไดในทํานอง

เดียวกัน) 
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• ทฤษฎีบทเก่ียวกับเรื่องเวกเตอร ท่ีไมไดแสดงการพิสูจนในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร 
ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1 บทท่ี 3 เวกเตอร แสดงการพิสูจนไดดังนี้ 
ทฤษฎีบท 2  
 ให ,u v   และ w  เปนเวกเตอรใด ๆ ในระบบพิกัดฉากสองมิติหรือสามมิติ และ a  เปน 

สเกลาร จะไดวา 
1) ⋅ = ⋅u v v u     
2) ( ) ( ) ( )⋅ + = ⋅ + ⋅u v w u v u w        และ ( ) ( ) ( )+ ⋅ = ⋅ + ⋅u v w u w v w        
3) ( ) ( ) ( )a u v au v u av⋅ = ⋅ = ⋅       

4) 0 0u⋅ =


  
5) 2⋅ =u u u    

6) 1⋅ = ⋅ = ⋅ =i i j j k k
 

   

 และ 0⋅ = ⋅ = ⋅ =i j i k j k
 

   

 

พิสูจน 
2) ให 1 2 1 2,u a i a j v b i b j= + = +

   

   และ 1 2w c i c j= +
 

  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

จะได ( )u v w⋅ +    = ( ) ( )1 2 1 2u b i b j c i c j ⋅ + + + 
   

   

  = ( ) ( )1 1 2 2u b c i b c j⋅  + + +  
 

  

  = ( ) ( )1 1 1 2 2 2a b c a b c+ + +  
  = ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2a b a c a b a c+ + +  
  = ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2a b a b a c a c+ + +  

  = ( ) ( )u v u w⋅ + ⋅     

ดังนั้น  ( ) ( ) ( )⋅ + = ⋅ + ⋅u v w u v u w        

และ ( )u v w+ ⋅    = ( ) ( )1 2 1 2a i a j b i b j w + + + ⋅ 
   

 

  = ( ) ( )1 1 2 2a b i a b j w + + +  ⋅ 
 

  

  = ( ) ( )1 1 1 2 2 2a b c a b c+ + +  
  = ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2a c b c a c b c+ + +  

  = ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2a c a c b c b c+ + +  
  = ( ) ( )u w v w⋅ + ⋅     

ดังนั้น  ( ) ( ) ( )+ ⋅ = ⋅ + ⋅u v w u w v w        

หมายเหตุ  กรณีท่ี ,u v   และ w  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติสามารถ
พิสูจนไดในทํานองเดียวกัน    
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3) ให 1 2u a i a j= +
 

  และ 1 2v b i b j= +
 

  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ 
และ a  เปนสเกลารใด ๆ 

จะได ( )a u v⋅ ⋅   = ( ) ( )1 2 1 2a a i a j b i b j ⋅ + ⋅ + 
   

 

  = ( )1 1 2 2a a b a b+  
  = 1 1 2 2aa b aa b+  
  = ( ) ( )1 1 2 2aa b aa b+  
  = ( ) ( ) ( )1 2 1 2aa i aa j b i b j +  ⋅ + 

   

 
  = ( )au v⋅   

และ ( )a u v⋅ ⋅   = ( ) ( )1 2 1 2a a i a j b i b j ⋅ + ⋅ + 
   

 

  = ( )1 1 2 2a a b a b+  
  = 1 1 2 2aa b aa b+  
  = ( ) ( )1 1 2 2a ab a ab+  
  = ( ) ( ) ( )1 2 1 2a i a j ab i ab j+ ⋅  +  

   

 
  = ( )u av⋅   

ดังนั้น  ( ) ( ) ( )a u v au v u av⋅ = ⋅ = ⋅       

หมายเหตุ  กรณีท่ี u  และ v  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติสามารถ
พิสูจนไดในทํานองเดียวกัน    

4) ให 1 2u a i a j= +
 

  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

 จะได 0 u⋅


  = ( ) ( )1 20 0i j a i a j+ ⋅ +
   

 

   = ( ) ( )0 0a b+  
   =  0 
 ดังนั้น  0 0u⋅ =



  
หมายเหตุ  กรณีท่ี u  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติสามารถพิสูจนไดใน
ทํานองเดียวกัน 
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6) ให   
1 0
0 , 1
0 0

i j
   
   = =   
      

 

  และ 
0
0
1

k
 
 =  
  



 

จะได ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1
0 0 1 1 0 0 0 0 1
0 0

i i
   
   ⋅ = ⋅ = + + =   
      

 

 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )
0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 1
0 0

j j
   
   ⋅ = ⋅ = + + =   
      

 

 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )
0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 1

k k
   
   ⋅ = ⋅ = + + =   
      

 

 

ดังนั้น  1⋅ = ⋅ = ⋅ =i i j j k k
 

   

 

และ ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 0
0 1 1 0 0 1 0 0 0
0 0

i j
   
   ⋅ = ⋅ = + + =   
      

 

 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 1

i k
   
   ⋅ = ⋅ = + + =   
      





 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )
0 0
1 0 0 0 1 0 0 1 0
0 1

j k
   
   ⋅ = ⋅ = + + =   
      





 

ดังนั้น  0⋅ = ⋅ = ⋅ =i j i k j k
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ทฤษฎีบท 6  
กําหนด ,u v    และ w  เปนเวกเตอรใด ๆ  ในระบบพิกัดฉากสามมิติ และ α  เปน
จํานวนจริงใด ๆ  
1) ( )× = − ×u v v u     
2) ( ) ( ) ( )u v w u w v w+ × = × + ×        
3) ( ) ( ) ( )u v w u v u w× + = × + ×        
4) ( ) ( )u v u vα α× = ×     
5) ( ) ( )u v u vα α× = ×     

6) 0× =u u


   
พิสูจน 

2) ให 
1 1

2 2

3 3

,
a b

u a v b
a b

   
   = =   
      

   และ 
1

2

3

c
w c

c

 
 =  
  

  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

จะได u v+    = 
1 1

2 2

3 3

a b
a b
a b

   
   +   
      

 

  = 
1 1

2 2

3 3

a b
a b
a b

+ 
 + 
 + 

 

นั่นคือ ( )u v w+ ×     = 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c
a b c

+   
   + ×   
   +   

 

  = 1 1 2 2 3 3

1 2 3

i j k
a b a b a b

c c c
+ + +



 

 

 = ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3 3 2 1 1 3 3 3 1a b c a b c i a b c a b c j + − +  −  + − +    
 

 

  ( ) ( )1 1 2 2 2 1a b c a b c k+  + − +  


 

 = 2 3 2 3 3 2 3 2 1 3 1 3 3 1 3 1a c i b c i a c i b c i a c j b c j a c j b c j+ − − − − + +
       

 
  1 2 1 2 2 1 2 1a c k b c k a c k b c k+ + − −
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 = ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1a c i a c i a c j a c j a c k a c k− − + + −
 

   

 

  ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1b c i b c i b c j b c j b c k b c k+ − − + + −
 

   

 

 = ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1a c a c i a c a c j a c a c k − − − + − 


 

 

  ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1b c b c i b c j b c j b c b c k + − − − + − 


  

 

 = 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

i j k i j k
a a a b b b
c c c c c c

+

 

   

 

 = ( ) ( )u w v w× + ×     

ดังนั้น  ( ) ( ) ( )u v w u w v w+ × = × + ×        

3) ให 
1 1

2 2

3 3

,
a b

u a v b
a b

   
   = =   
      

   และ 
1

2

3

c
w c

c

 
 =  
  

  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

จะได v w+    = 
1 1

2 2

3 3

b c
b c
b c

   
   +   
      

 

  = 
1 1

2 2

3 3

b c
b c
b c

+ 
 + 
 + 

 

นั่นคือ ( )u v w× +     = 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c
a b c

+   
   × +   
   +   

 

  = 1 2 3

1 1 2 2 3 3

i j k
a a a

b c b c b c+ + +



 

 

  = ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 3 2 2 1 3 3 3 1 1a b c a b c i a b c a b c j + − +  −  + − +    
 

 

   ( ) ( )1 2 2 2 1 1a b c a b c k+  + − +  


 

  = 2 3 2 3 3 2 3 2 1 3 1 3 3 1 3 1a b i a c i a b i a c i a b j a c j a b j a c j+ − − − − + +
       

 
   1 2 1 2 2 1 2 1a b k a c k a b k a c k+ + − −

   

 
  



      
   
   

  บทท่ี 3 | เวกเตอร  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 161 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

  = ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1a b i a b i a b j a b j a b k a b k− − + + −
 

   

 

   ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1a c i a c i a c j a c j a c k a c k+ − − + + −
 

   

 

  = ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1a b a b i a b a b j a b a b k − − − + − 


 

 

   ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1a c a c i a c a c j a c a c k + − − − + − 


 

 

  = 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

i j k i j k
a a a a a a
b b b c c c

+

 

   

 

  = ( ) ( )u v u w× + ×     

ดังนั้น  ( ) ( ) ( )u v w u v u w× + = × + ×        

4) ให 
1

2

3

a
u a

a

 
 =  
  

  และ 
1

2

3

b
v b

b

 
 =  
  

  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

 และ α  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

จะได vα    = 
1

2

3

b
b
b

α
 
 
 
  

 

   = 
1

2

3

b
b
b

α
α
α

 
 
 
  

 

นั่นคือ  ( )u vα×    = 
1 1

2 2

3 3

a b
a b
a b

α
α
α

   
   ×   
      

 

   = 1 2 3

1 2 3

i j k
a a a
b b bα α α



 

 

   = ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1a b a b i a b a b jα α α α −  −  −    
 

 

    ( ) ( )( )1 2 2 1a b a b kα α + − 


 

   = ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1a b a b i a b a b j a b a b kα  − − − + − 
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 = 1 2 3

1 2 3

i j k
a a a
b b b

α



 

 

 = ( )u vα ×   

ดังนั้น  ( ) ( )u v u vα α× = ×     

6) ให 
1

2

3

a
u a

a

 
 =  
  

  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

จะได u u×    = 
1 1

2 2

3 3

a a
a a
a a

   
   ×   
      

 

   = 1 2 3

1 2 3

i j k
a a a
a a a



 

 

   = ( ) ( ) ( )2 3 2 3 1 3 1 3 1 2 1 2a a a a i a a a a j a a a a k− − − + −


 

 
   = 0 0 0i j k− +



 

 
   =  0



  
 ดังนั้น  0× =u u



   
• จากทฤษฎีบท 3 ในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1  

ให u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย ในระบบพิกัดฉากสองมิติหรือ
สามมิติ และ θ  เปนขนาดของมุมระหวาง u  และ v  ซ่ึง O O0 180θ≤ ≤  (มุมระหวาง
เวกเตอร หมายถึง มุมท่ีไมใชมุมกลับ ซ่ึงมีแขนของมุมเปนรังสีท่ีขนานและมีทิศทาง
เดียวกับเวกเตอรท้ังสอง) จะไดวา 

cosu v u v θ⋅ =      

ดังนั้น ถา θ  เปนมุมแหลม  จะไดวา 0u v⋅ >   
 ถา θ  เปนมุมฉาก  จะไดวา 0u v⋅ =   
 ถา θ  เปนมุมปาน  จะไดวา 0u v⋅ <   

นอกจากนี้ เม่ือ O0θ =  จะไดวา Ocos0u v u v u v⋅ = =       

และเม่ือ O180θ =  จะไดวา Ocos180u v u v u v⋅ = = −       
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3.6 ตัวอยางแบบทดสอบประจําบทและเฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

ในสวนนี้จะนําเสนอตัวอยางแบบทดสอบประจําบทท่ี 3 เวกเตอร สําหรับรายวิชาเพ่ิมเติม
คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1  ซ่ึงครูสามารถเลือกนําไปใชไดตามจุดประสงคการเรียนรู
ท่ีตองการวัดผลประเมินผล 
 

ตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. กําหนดรูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว ABF  ดังรูป ให ,BC CD DE EF u AB= = = =
    

  และ 

v AF=


  จงเขียน ,BC AE
 

 และ DA


 ในรูปของ u  และv  
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2. นักวิทยาศาสตรสรางระบบจําลองเหตุการณหยดน้ํากระทบบนผิวโลหะชนิดพิเศษ โดยแสดงผล
ความเร็วของน้ํา ณ แตละตําแหนงในรูปเวกเตอร ดังนี้ 

ตําแหนง ความเร็วของน้ํา ณ ตําแหนงนั้น 

A 
1
0
 
 
 

  

B 

1
2

1
2

 
 
 
 
  

 

C 
0
1
 
 
 

 

D 

1
2

1
2

 − 
 
 
  

 

E 
1

0
− 
 
 

 

F 

1
2

1
2

 − 
 
 −  

 

G 
0
1

 
 − 

 

H 

1
2
1
2

 
 
 
 −  

 

 จงเขียนเวกเตอรแสดงความเร็วของน้ํา ณ ตําแหนงตาง ๆ ลงในแกนพิกัดฉากเดียวกัน 
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3. กําหนด ( ) ( ) ( )4 2i j k x i j y j i z k j− + = + + − + −
 

      

 จงหา x y z+ +   

4. ให a  เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย  
 จงหาเวกเตอร a  ท้ังหมดท่ีสอดคลองกับสมการ ( ) 6a a a a a+ =       

5. ให ,a b


  และ c  เปนเวกเตอรท่ีไมใชเวกเตอรศูนย โดยท่ี 0a b c+ + =
 

    
 จงพิจารณาวาขอความตอไปนี้เปนจริงหรือเท็จ  
 1) เวกเตอรท่ีเกิดจากการบวกกันของสองเวกเตอรใด ๆ มีทิศทางตรงกันขามกับอีก 
  เวกเตอรหนึ่งเสมอ 
 2) มุมระหวาง c  และ a  มีขนาดเทากับมุมระหวาง c  และ b



 เสมอ 
6. ให  ( ), ,P x y z  เปนจุดใด ๆ ในระบบพิกัดฉากสามมิติ    

 u  เปนภาพฉายของ OP


 บนระนาบ XY    
 v  เปนภาพฉายของ OP



 บนระนาบ YZ  
 และ w  เปนภาพฉายของ OP



 บนระนาบ XZ  
 จงพิจารณาวาขอความตอไปนี้เปนจริงหรือเท็จ  
 1) ถา u  ตั้งฉากกับ v  แลว 0y =   
 2) v w OP+ ≥



    

7. ให u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ ซ่ึง u  มีขนาด 7 หนวย v  มีขนาด 11 หนวย ถาขนาด
ของมุมระหวาง u  และ v  เปน 60 องศา แลวจงหาขนาดของ u v+    

8. จงหาเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสองมิติท่ีมีขนาด 7 หนวย และตั้งฉากกับเวกเตอร 
3
4
 
 
 

  

9. ให u  และ v  เปนเวกเตอรใด ๆ ท่ีตั้งฉากกัน จงแสดงวา u v u v+ = −       

10. ให ,u v   และ w  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติท่ีตั้งฉากซ่ึงกันและกัน โดยท่ี 

1, 2u v= =   และ 2 3u v w i j k+ + = + +


 

    จงหาขนาดของ w   

11. ให 3 , 2 5u i j v i j= − + = − −
   

   และ w  เปนเวกเตอรใด ๆ ท่ีไมใชเวกเตอรศูนย 
 ถา 0u v w+ + =



    แลว จงหา u w v w⋅ + ⋅      
12. กําหนดให 5 , 2 3u i j v i j k= + = − + −



   

   และ 3w i aj k= − +


 

  ถา u v u w⋅ = ⋅     แลว 
จงหา a   

13. ให ,u i k v i j k= − = + +
 

  

   และ w i j= +
 

   

 จงพิจารณาวาคาของ ( ) ( ),u v w v w u⋅ × ⋅ ×       และ ( )w u v⋅ ×    มีความสัมพันธกันอยางไร 
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14. นักเดินปากลุมหนึ่งเดินทางเขาไปในปาลึกลับ และไดตั้งกลองถายรูปท่ีจุด A  โดยหันกลอง

ถายรูปไปในแนวตั้งฉากกับแกน X  ตามแนวเวกเตอร 
0
1
 
 
 

  แลวถายรูปสิ่งมีชีวิตลึกลับได 

สิ่งมีชีวิตนั้นวิ่งผานหนากลองจากจุด A  ไปยังจุด ,B C  และ D  ตามลําดับ ซ่ึงกลองเก็บ

ขอมูลเชิงเวกเตอรไดวา 
2 6

,
5 5

AB BC
−   

= =   
   

 

 และ 
3
3

CD
− 

=  
 



  ถาตองการถายภาพ

สิ่งมีชีวิตดังกลาวซ่ึงหยุดนิ่งท่ีจุด D  แลวจะตองหมุนกลองถายรูปจากตําแหนงเดิมไปเทาใด 

 
 

เฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. เนื่องจาก  AB u=


  และ AF v=


  

 จะได  BC


  = 1
4

BF


  

   = ( )1
4

BA AF+
 

  

   = ( )1
4

u v− +    

   = 1 1
4 4

u v− +    
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  AE


  = AF FE+
 

 

   = 1
4

AF FB+
 

  

   = ( )1
4

AF FA AB+ +
  

  

   = ( )1
4

AF AF AB+ − +
  

  

   = ( )1
4

v v u+ − +     

   = 1 1
4 4

v v u− +     

   = 1 3
4 4

u v+    

  DA


  = DB BA+
 

  

   = 
1
2

FB AB−
 

  

   = ( )1
2

FA AB AB+ −
  

  

   = ( )1
2

AF AB AB− + −
  

  

   = ( )1
2

v u u− + −     

   = 
1 1
2 2

v u u− + −     

   = 
1 1
2 2

u v− −    
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2. ตัวอยางคําตอบ 
 เขียนเวกเตอรแสดงความเร็วของน้ํา ณ ตําแหนงตาง ๆ ลงในแกนพิกัดฉากเดียวกันไดดังนี้ 

 
 หมายเหตุ 
  นักเรียนอาจเขียนแสดงความเร็วของน้ํา ณ ตําแหนงตาง ๆ ลงในแกนพิกัดฉากเดียวกัน 

โดยแตละเวกเตอรมีจุดเริ่มตนท่ีแตกตางกัน และไมใชจุด ( )0, 0  ได 

3. จาก 4i j k− +


 

  = ( ) ( ) ( )2x i j y j i z k j+ + − + −


    

  

   = ( ) ( ) ( )2xi xj yj yi zk zj+ + − + −


    

 

   = ( ) ( ) 2x y i x y z j zk− + + − +


 

 

 จะได   1, 4x y x y z− = + − = −  และ 2 1z =  

 นั่นคือ  
5 9,
4 4

x y= − = −   และ  
1
2

z =   

 ดังนั้น  5 9 1 3
4 4 2

x y z  + + = − + − + = − 
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4. จาก ( )a a a a+     = 6a  

 จะได ( )2a a a+    = 6a  

  ( )2 6a a a a+ −     = 0


  

  ( )2 6a a a+ −    = 0


  

 เนื่องจาก  0a ≠


   จะไดวา 2 6a a+ −   =  0 

  ( )( )3 2a a+ −    =  0 

 นั่นคือ  3a = −  หรือ 2a =  

 เนื่องจาก  0a ≥   จะไดวา  2a =  

 ดังนั้น a  ท้ังหมดท่ีสอดคลองกับสมการ ( ) 6a a a a a+ =      คือ เวกเตอรท่ีมีขนาด 2 หนวย 

5. 1) จาก a b c+ +


   = 0


   
  จะได   a b c+ = −



     หรือ   a c b+ = −


     หรือ   b c a+ = −


   
  ดังนั้น ขอความ “เวกเตอรท่ีเกิดจากการบวกกันของสองเวกเตอรใด ๆ มีทิศทาง 
  ตรงกันขามกับอีกเวกเตอรหนึ่งเสมอ”  เปนจริง 
 2) สมมติให  3a c= −    และ  2b c=



    
  จะไดวา  3 2 0a b c c c c+ + = − + + =

 

      
  แตมุมระหวาง  c  และ a  คือ 180 องศา และมุมระหวาง c  และ b



 คือ 0 องศา 
  ดังนั้น ขอความ “มุมระหวาง c  และ a  มีขนาดเทากับมุมระหวาง c  และ b



 เสมอ”  
  เปนเท็จ 

6. เนื่องจาก u  เปนภาพฉายของ OP


 บนระนาบ XY  จะไดวา 
0

x
u y

 
 =  
  

  

 เนื่องจาก v  เปนภาพฉายของ OP


 บนระนาบ YZ   จะไดวา 
0

v y
z

 
 =  
  

  

 เนื่องจาก w  เปนภาพฉายของ OP


 บนระนาบ XZ  จะไดวา 0
x

w
z

 
 =  
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 1) ให u  ตั้งฉากกับ v   
  จะได   u v⋅    = 0 

   
0

0

x
y y

z

   
   ⋅   
      

  = 0 

   20 0x y z⋅ + + ⋅   = 0 
   2y  = 0 
   y   = 0 

ดังนั้น ขอความ “ถา u  ตั้งฉากกับ v  แลว 0y = ” เปนจริง 

 2) เนื่องจาก จุด P  มีพิกัดเปน ( ), ,x y z   

  จะไดวา  
x

OP y
z

 
 =  
  



  

  นั่นคือ OP


 = 2 2 2x y z+ +   

  เนื่องจาก 
0

v y
z

 
 =  
  

  และ 0
x

w
z

 
 =  
  

  

  จะได v w+    = 
0

0
x

y
z z

   
   +   
      

  

    = 
2

x
y
z

 
 
 
  

  

  นั่นคือ v w+   =  ( )22 2 2x y z+ +  

    = 2 2 24x y z+ +  

  เนื่องจาก 2 2 24x y z+ +  ≥   2 2 2x y z+ +  

  จะไดวา v w+   ≥  OP


 

ดังนั้น ขอความ “ v w OP+ ≥


  ”  เปนจริง 
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7. เนื่องจาก 2u v+   = ( ) ( )u v u v+ ⋅ +        

  = 2u u u v v v⋅ + ⋅ + ⋅        

  = 2 22u u v v+ ⋅ +      

  = 2 2o2 cos60u u v v+ +       

  = ( )( )2 217 2 7 11 11
2

 + + 
 

   

  = 49 77 121+ +   

  = 247 

 จะได ขนาดของ u v+   คือ 247  หนวย 

8. จาก  
3
4

u  
=  
 

   

 ให  
x

v
y
 

=  
 

  เปนเวกเตอรใด ๆ ท่ีตั้งฉากกับ u  

 จะได u v⋅   = 0 

  
3
4

x
y

   
⋅   

   
 = 0 

  3 4x y+   = 0 

  y   = 3
4

x−   

 นั่นคือ 3
4

x
v

x

 
 =
 −
 

  ซ่ึง 
2

2 53
4 4

x
v x x = + − = 

 
  

 เม่ือ 0x ≥  จะไดเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ v  คือ 

4
1 5

35 3
44 5

x

x x

      =   −  −    

 

  นั่นคือ เวกเตอรท่ีมีขนาด 7 หนวย และมีทิศทางเดียวกับ v  คือ 

4 28
5 57
3 21
5 5

   
   

=   
   − −      
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 เม่ือ 0x <  จะไดเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ v  คือ 

4
1 5

35 3
44 5

x

x x

 −     =   −  −        

 

  นั่นคือ เวกเตอรท่ีมีขนาด 7 หนวย และมีทิศทางเดียวกับ  v  คือ 

4 28
5 57
3 21
5 5

   − −   
=   

   
      

  

 ดังนั้น เวกเตอรท่ีมีขนาด 7 หนวย และตั้งฉากกับ 
3
4
 
 
 

 คือ 

28
5
21
5

 
 
 
 −  

 หรือ 

28
5
21
5

 − 
 
 
  

 

9. จาก 2u v+   = ( ) ( )u v u v+ ⋅ +      
   = 2u u u v v v⋅ + ⋅ + ⋅        
   = 2 22u u v v+ ⋅ +      

   = 2 2u v+    (เนื่องจาก u v⊥  ) 

 จะได u v+   = 2 2u v+   

 และ 2u v−   = ( ) ( )u v u v− ⋅ −      
   = 2u u u v v v⋅ − ⋅ + ⋅        
   = 2 22u u v v− ⋅ +      

   = 2 2u v+    (เนื่องจาก u v⊥  ) 

 จะได u v−   = 2 2u v+   

 ดังนั้น  u v+   = u v−   

10. จาก u v w+ +    = 2 3i j k+ +


 

 

 จะได u v w+ +    = 2 2 21 2 3+ +   

  2u v w+ +    = 2 2 21 2 3+ +    

  ( ) ( )u v w u v w+ + ⋅ + +       = 2 2 21 2 3+ +  
 2 2 2u u v v w w u v u w v w⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅             = 2 2 21 2 3+ +   
  u u v v w w⋅ + ⋅ + ⋅       = 2 2 21 2 3+ +  
  2 2 2u v w+ +     = 2 2 21 2 3+ +  

  22 21 2 w+ +    = 2 2 21 2 3+ +  
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  2w   = 23  

  w   = 3 

 ดังนั้น ขนาดของ w  คือ 3 หนวย 
11. ให w  = ai bj+

 

  เม่ือ 0a ≠  และ 0b ≠   
 จาก u v w+ +    = 0



 
 จะได ( ) ( ) ( )3 2 5i j i j ai bj− + + − − + +

     

 = 0 0i j+
 

  

  ( ) ( )1 2 3 5a i b j− + − +  +  + − +    
 

  = 0 0i j+
 

 

  ( ) ( )3 2a i b j− + + − +
 

  = 0 0i j+
 

 

 นั่นคือ 3 0a− + =   และ 2 0b− + =   
 จะได 3a =   และ 2b =   
 ดังนั้น w  = 3 2i j+

 

   

 จะได u w v w⋅ + ⋅     = ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 2 5 3 2i j i j i j i j− + ⋅ + + − − ⋅ +
       

  

   = ( ) ( )3 6 6 10− + + − −   
   = 13−   

12. จาก  5 , 2 3u i j v i j k= + = − + −


   

   และ 3w i aj k= − +


 

   

 จะได u v⋅    = ( ) ( )5 2 3i j i j k+ ⋅ − + −


   

 

   = ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 5 3 0 1− + + −   
   = 2 15 0− + +   
   = 13 
 และ u w⋅    = ( ) ( )5 3i j i aj k+ ⋅ − +



   

 

   = ( )( ) ( )( ) ( )( )1 3 5 0 1a+ − +   
   = 3 5 0a− +   
   = 3 5a−  
 เนื่องจาก u v⋅   = u w⋅   
 จะได 13 = 3 5a−  
  a   = 2−   
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13. จาก ,u v   และ w  ท่ีกําหนดให  

 จะไดวา v w×    = 1 1 1
1 1 0

i j k


 

  

   = 
1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1

i j k− +


 

 

   = i j− +
 

  

  w u×    = 1 1 0
1 0 1

i j k

−



 

  

   = 
1 0 1 0 1 1
0 1 1 1 1 0

i j k− +
− −



 

 

   = i j k− + −


 

  

  u v×    = 1 0 1
1 1 1

i j k
−



 

  

   = 
0 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1

i j k
− −

− +


 

 

   = 2i j k− +


 

  

 จะได  ( )u v w⋅ ×    = ( ) ( )i k i j− ⋅ − +


  

  
   = 1−   
  ( )v w u⋅ ×    =  ( ) ( )i j k i j k+ + ⋅ − + −

 

   

  
   = 1 1 1− + −   
   = 1−   
  ( )w u v⋅ ×    = ( )( )2i j i j k+ − +



   

  
   = 1 2−   
   = 1−   
 ดังนั้น ( ) ( ) ( ) 1u v w v w u w u v⋅ × = ⋅ × = ⋅ × = −          
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14.  

 
 
 จากรูปจะไดวา AD



 = AB BC CD+ +
  

  

   = 
2 6 3
5 5 3

− −     
+ +     

     
  

   = 
1

13
 
 
 

  

 เนื่องจาก ตั้งกลองถายรูปท่ีจุด A  โดยหันกลองถายรูปไปในแนวตั้งฉากกับแกน X  ตามแนว 
0
1
 
 
 

  

 ให  θ   เปนขนาดของมุมระหวาง AD


 กับ 
0
1
 
 
 

 ซ่ึง o o0 180≤ ≤θ   

 จาก 
0
1

AD  
⋅  
 



  = ( )2 20 1 cosAD θ+


  

 จะได 
1 0

13 1
   

⋅   
   

 = ( )( )2 2 2 21 13 0 1 cosθ+ +   

  13 = 170 cos⋅ θ   

  cosθ   = 13
170

  

 

 

  

  
  

  

  

  

  

แนวกลองถายรูป 
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  θ  = 13arccos
170

 
 
 

  

 ดังนั้น จะตองหมุนกลองจากตําแหนงเดิมไป 13arccos
170

 
 
 

 องศา ในทิศทางตามเข็มนาฬิกา 
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เฉลยแบบฝกหัดและวิธีทําโดยละเอียด 

บทท่ี 1 ฟงกชันตรีโกณมิติ 

 

แบบฝกหัด 1.1  

1.  1) sin8π  = ( )( )sin 4 2π   

    = ( )sin 2π   
    = 0   
  cos8π  = ( )( )cos 4 2π   

    = ( )cos 2π  
    = 1 
  ดังนั้น  sin8 0π =   และ cos8 1π =  

 2)  วิธีท่ี 1   ( )sin 8π−  = ( )( )sin 4 2π−   
       = 0   
    ( )cos 8π−  = ( )( )cos 4 2π−    
       = 1 
  วิธีท่ี 2 ( )sin 8π−  =   sin8π−  

       =   ( )( )sin 4 2π−  
       =   sin 2π−  
       =    0 
    ( )cos 8π−  =   cos8π  

       =   ( )( )cos 4 2π  
       =   cos2π  
       =    1 
  ดังนั้น  ( )sin 8 0π− =   และ  ( )cos 8 1π− =  

 3)  
7sin
2
π  = sin 3

2
ππ + 

 
   

    = sin 2
2
ππ π  + +  
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  7sin
2
π  = sin

2
ππ + 

 
 

    = sin
2
π

−  

    = 1−  

        7cos
2
π  = cos 3

2
ππ + 

 
   

    = cos 2
2
ππ π  + +  

  
 

    = cos
2
ππ + 

 
 

    = cos
2
π

−  

    = 0   

  ดังนั้น  7sin 1
2

= −
π   และ  7cos 0

2
=

π  

 4) วิธีท่ี 1    
7sin
2
π − 

 
 = sin 3

2
ππ − − 

 
   

       = 1 

          7cos
2
π − 

 
 = cos 3

2
ππ − − 

 
    

       = 0   

  วิธีท่ี 2 7sin
2
π − 

 
 =   7sin

2
π

−    

       =    ( )1− −  
       =    1 

    
7cos
2
π − 

 
 =   7cos

2
π    

       =    0  

  ดังนั้น  7sin 1
2
π − = 

 
  และ  7cos 0

2
π − = 

 
 

 5)  sin57π  =  ( )sin 56π π+   =  sinπ   =   0   
        cos57π  =  ( )cos 56π π+  =  cosπ  =   1−    

  ดังนั้น  sin57 0π =   และ cos57 1π = −  
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 6) วิธีท่ี 1  ( )sin 57π−  =  ( )sin 56π π− −   =  0   
          ( )cos 57π−  =  ( )cos 56π π− −   =  1−  

  วิธีท่ี 2 ( )sin 57π−  =   sin57π−   =   0 

    ( )cos 57π−  =   cos57π   =   1−  

  ดังนั้น  ( )sin 57 0π− =   และ ( )cos 57 1π− = −  

2.   ตัวอยางคําตอบ 
 1) 0, , , 2 , 3π π π π−  
 2) 0, 2 , 2 , 4 , 6π π π π−  

 3) 3 7 11 5, , , ,
2 2 2 2 2
π π π π π

− −  

 4) , 3 , 5 , , 3π π π π π− −  

 5) 5 13 7 11, , , ,
6 6 6 6 6
π π π π π

− −  

 6) 3 5 11 3 5, , , ,
4 4 4 4 4
π π π π π

− −  

 7) 4 5 10 2, , , ,
3 3 3 3 3
π π π π π

− −  

 8) 5 7 5, , , ,
3 3 3 3 3
π π π π π

− −  

3.   จตุภาคท่ี 1 และจตุภาคท่ี 2 
4. จตุภาคท่ี 2 และจตุภาคท่ี 3 

5. 1)   5sin
3
π    =   sin 2

3
ππ − 

 
   =  sin

3
π

−  

  5cos
3
π    =  cos 2

3
ππ − 

 
  =  cos

3
π  

 

 2) 7sin
6
π    =  sin

6
ππ + 

 
   =  sin

6
−

π  

  7cos
6
π    =  cos

6
 + 
 

ππ    =  cos
6

−
π  
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 3) 9sin
5
π   = sin 2

5
 − 
 

ππ    =  sin
5

−
π  

  9cos
5
π   = cos 2

5
 − 
 

ππ    =  cos
5
π  

 4) 7sin
10
π   = 3sin

10
 − 
 

ππ    =  3sin
10
π  

  7cos
10
π   = 3cos

10
 − 
 

ππ    =  3cos
10

−
π  

 5) 37sin
12

 − 
 

π  =  37sin
12

−
π   

     =  13sin 2
12

 − + 
 

ππ  

     =  13sin
12

−
π  

     =  sin
12

 − + 
 

ππ  

     =   sin
12

 − − 
 

π  

     =  sin
12
π  

  37cos
12

 − 
 

π  =  37cos
12
π   

     =  13cos 2
12

 + 
 

ππ  

     =  13cos
12
π  

     =  cos
12

 + 
 

ππ  

     =   cos
12

−
π  

 6)  16sin
7

 − 
 

π  =  16sin
7

−
π   =  2sin 2

7
 − + 
 

ππ  = 2sin
7

−
π  

  16cos
7

 − 
 

π  =  16cos
7
π    =  2cos 2

7
 + 
 

ππ    = 2cos
7
π  
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6. 1)  5sin
4

 − 
 

π  =  5sin
4

−
π   

     =  sin
4

 − + 
 

ππ   

     =  sin
4
π − − 

 
 

     =  sin
4
π  

     =  2
2

 

  5cos
4

 − 
 

π  =  5cos
4
π   

     =  cos
4

 + 
 

ππ   

     =  cos
4

−
π  

     =  2
2

−  

  ดังนั้น  5 2sin
4 2

 − = 
 

π   และ 5 2cos
4 2

 − = − 
 

π  

 2)   7sin
4

 − 
 

π  =  7sin
4

−
π   

     =  sin 2
4

 − − 
 

ππ   

     =  sin
4
π − − 

 
 

     =  sin
4
π  

     =  2
2

 

  7cos
4

 − 
 

π  =  7cos
4
π   

     =  cos 2
4

 − 
 

ππ   
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     =  cos
4
π  

   7cos
4

 − 
 

π  =  2
2

 

  ดังนั้น  7 2sin
4 2

 − = 
 

π   และ 7 2cos
4 2

 − = 
 

π  

 3) sin 2
4

 + 
 

ππ  =   sin
4
π   =   2

2
 

  cos 2
4

 + 
 

ππ  =   cos
4
π   =   2

2
 

  ดังนั้น 2sin 2
4 2

 + = 
 

ππ   และ 2cos 2
4 2

 + = 
 

ππ  

 4)   3sin 2
4

 + 
 

ππ  =  3sin
4
π  

      =  sin
4

 − 
 

ππ  

      =  sin
4
π  

      =  2
2

 

  3cos 2
4

 + 
 

ππ  =  3cos
4
π  

      =  cos
4

 − 
 

ππ  

      =  cos
4

−
π  

      =  2
2

−  

  ดังนั้น  3 2sin 2
4 2

 + = 
 

ππ  และ 3 2cos 2
4 2

 + = − 
 

ππ  

 5) sin 3
3

 + 
 

ππ   =  sin 2
3

  + +  
  

ππ π  

      =  sin
3

 + 
 

ππ  
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      =   sin
3

−
π  

  sin 3
3

 + 
 

ππ   =    3
2

−  

  cos 3
3

 + 
 

ππ   =  cos 2
3

  + +  
  

ππ π  

      =  cos
3

 + 
 

ππ  

      =   cos
3

−
π  

      =    1
2

−  

  ดังนั้น  3sin 3
3 2

 + = − 
 

ππ   และ  1cos 3
3 2

 + = − 
 

ππ  

 6)   7sin
6

 − 
 

π  =  7sin
6

−
π  

     =   sin
6

 − + 
 

ππ  

     =   sin
6
π − − 

 
 

     =   sin
6
π  

     =   1
2

 

  7cos
6

 − 
 

π  =  7cos
6
π  

     =   cos
6

 + 
 

ππ  

     =   cos
6

−
π  

     =   3
2

−  

  ดังนั้น  7 1sin
6 2

 − = 
 

π  และ 7 3cos
6 2

 − = − 
 

π  
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 7) 7sin
3

 − 
 

π  =  7sin
3

−
π  

     =   sin 2
3

 − + 
 

ππ  

     =  sin
3

−
π  

     =   3
2

−  

  7cos
3

 − 
 

π  =  7cos
3
π  

     =   cos 2
3

 + 
 

ππ  

     =  cos
3
π  

     =   1
2

 

  ดังนั้น  7 3sin
3 2

 − = − 
 

π   และ 7 1cos
3 2

 − = 
 

π  

 8) 13sin
3
π   =  sin 4

3
 + 
 

ππ  

     =  sin
3
π  

     =  3
2

 

  13cos
3
π   =  cos 4

3
 + 
 

ππ  

     =  cos
3
π  

     =  1
2

 

  ดังนั้น  13 3sin
3 2

=
π   และ 13 1cos

3 2
=

π  
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 9) 37sin
6
π  =  sin 6

6
 + 
 

ππ  

    =  sin
6
π  

    =  1
2

 

  37cos
6
π  =  cos 6

6
 + 
 

ππ  

    =  cos
6
π  

    =  3
2

 

  ดังนั้น  37 1sin
6 2

=
π   และ 37 3cos

6 2
=

π  

 10) sin
3

 − 
 

ππ  =  sin
3
π  

     =  3
2

 

  cos
3

 − 
 

ππ  =  cos
3

−
π  

     =  1
2

−  

  ดังนั้น  3sin
3 2

 − = 
 

ππ   และ 1cos
3 2

 − = − 
 

ππ  

7.   1) 37sin
6
π  =  sin 6

6
ππ + 

 
 

    =  sin
6
π  

    =  1
2
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 2) 109sin
36
π  =  37sin 2

36
ππ + 

 
 

     =  37sin
36
π  

     =  sin
36
ππ + 

 
 

     =  sin
36
π

−  

     9
100

≈ −  

 3)  13sin
4
π − 

 
 =  13sin

4
π

−  

     =  5sin 2
4
ππ − + 

 
 

     =  5sin
4
π

−  

     =   sin
4
ππ − + 

 
 

     =   sin
4
π − − 

 
 

     =   2
2

 

 4)   29sin
3
π − 

 
 =  29sin

3
π

−  

     =  5sin 8
3
ππ − + 

 
 

     =  5sin
3
π

−  

     =   sin 2
3
ππ − − 

 
 

     =   sin
3
π − − 

 
 

     =   3
2
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 5) 31cos
4
π  =  7cos 6

4
ππ + 

 
 

    =  7cos
4
π  

    =  cos 2
4
ππ − 

 
 

    =  cos
4
π  

    =  2
2

 

 6) 34cos
3
π  =  4cos 10

3
ππ + 

 
 

    =  4cos
3
π  

    =  cos
3
ππ + 

 
 

    =  cos
3
π

−  

    =  1
2

−  

 7) 29cos
6
π − 

 
 =  29cos

6
π  

     =  5cos 4
6
ππ + 

 
 

     =  5cos
6
π  

     =  cos
6
ππ − 

 
 

     =  cos
6
π

−  

     =  3
2

−  
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 8) 73cos
36
π − 

 
 =  73cos

36
π  

     =  cos 2
36
ππ + 

 
 

     =  cos
36
π  

  เนื่องจาก  2 2sin cos
36 36
π π

+  =  1 

  จะได       2cos
36
π  =  21 sin

36
π

−  

           2cos
36
π  ≈  

291
100
 −  
 

 

           2cos
36
π  ≈  9919

10000
 

  เนื่องจากจุดปลายสวนโคงท่ียาว 
36
π  หนวย เม่ือวัดในทิศทางทวนเข็ม  

  นาฬิกา จะอยูในจตุภาคท่ี 1  

  จะได   cos
36
π   ≈   9919

100
 

  ดังนั้น  73cos
36
π − 

 
 ≈ 9919

100
 

8. เนื่องจาก      2 2sin cosθ θ+  =  1 
 จะได     2cos θ  =  21 sin θ−  

 จาก 1sin
5

θ =   จะได 2cos θ  =  
211

5
 −  
 

 = 24
25

 

 เนื่องจาก 0
2
πθ< <  จะได จุดปลายสวนโคงท่ียาว θ  หนวย เม่ือวัดใน 

 ทิศทางทวนเข็มนาฬิกา จะอยูในจตุภาคท่ี 1  

 จะได  24cos
5

θ =  

 ดังนั้น   1sin
5

θ =  และ 24cos
5

θ =  

 1) ( )sin π θ−  =  sinθ   =    1
5
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 2) ( )sin θ−   =  sinθ−  =    1
5

−   

 3) ( )sin θ π−  =  ( )( )sin π θ− −  =  ( )sin π θ− −   =  1
5

−  

 4) cosθ   =   24
5

 

 5) ( )cos π θ+  =   cosθ−  =  24
5

−  

 6) ( )cos 2θ π−  =  ( )( )cos 2π θ− −    =  ( )cos 2π θ−  =  cosθ  = 24
5

 

9) จาก 2 2cos sin 1θ θ+ =  จะได 2sin θ  = 21 cos θ−  

 และจาก 2 2 1cos sin
2

θ θ− =  จะได ( )2 2 1cos 1 cos
2

θ θ− − =  

 นั่นคือ  2cos θ   =  3
4

 

 จะได  3cos
2

=  หรือ 3cos
2

θ = −  

 เนื่องจากกําหนดให 
2
π θ π≤ ≤   

 ดังนั้น cosθ  = 3
2

−  

10. 1) เปนเท็จ   เชน เม่ือ 3
2
πθ =  จะได 3sin 1

2
π
= −  และ 3cos 0

2
π
=  

    จะเห็นวา 3 3sin cos
2 2
π π
<  

 2)  เปนจริง 
 3)   เปนจริง 
 

แบบฝกหัด 1.2  

1.  1) จตุภาคท่ี 1 
 2) จตุภาคท่ี 3 
 3) จตุภาคท่ี 2 
 4) จตุภาคท่ี 2 
 5)  จตุภาคท่ี 4 



     
     
     

    
 

190 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 

 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

2. คาของฟงกชันตรีโกณมิติทุกฟงกชันของจํานวนท่ีกําหนดใหแสดงดังตารางตอไปนี้ 
 θ  sinθ  cosθ  tanθ  cscθ  secθ  cotθ  

1) 0  0  1 0  ไมนิยาม 1 ไมนิยาม 

2) 
2
π  1 0  ไมนิยาม 1 ไมนิยาม 0  

3) 
4
π  2

2
 2

2
 1 2  2  1 

4) 3
4
π  2

2
 2

2
−  1−  2  2−  1−  

5) 2
3
π  3

2
 

1
2

−  3−  
2 3

3
 2−  3

3
−  

6) π  0  1−  0  ไมนิยาม 1−  ไมนิยาม 

7) 7
4
π  2

2
−  2

2
 1−  2−  2  1−  

8) 4
3
π  3

2
−  

1
2

−  3  
2 3

3
−  2−  3

3
 

9) 7
2
π  1−  0  ไมนิยาม 1−  ไมนิยาม 0  

10) 5
6
π  1

2
 3

2
−  3

3
−  2  2 3

3
−  3−  

11) 2π  0  1 0  ไมนิยาม 1 ไมนิยาม 

12) 3
4
π

−  2
2

−  2
2

−  1 2−  2−  1 

13) 5
4
π

−  2
2

 2
2

−  1−  2  2−  1−  

14) 
3
π

−  3
2

−  
1
2

 3−  
2 3

3
−  2  3

3
−  

15) π−  0  1−  0  ไมนิยาม 1−  ไมนิยาม 

16) 5
2
π

−  1−  0  ไมนิยาม 1−  ไมนิยาม 0  

17) 7
6
π

−  1
2

 3
2

−  3
3

−  2  2 3
3

−  3−  

18) 2π−  0  1 0  ไมนิยาม 1 ไมนิยาม 
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3.  เนื่องจาก  2 2sin cos 1θ θ+ =    
 จะได  2cos θ = 21 sin θ−   =  21 0.6−  = 0.64 

 จากท่ีกําหนดให 0
2
πθ≤ ≤  จะไดวา  cos 0.8θ =  

 ดังนั้น   sin 0.6tan 0.75
cos 0.8

θθ
θ

= = =  

   1 1 10csc 1.67
sin 0.6 6

θ
θ

= = = ≈  

   1 1 10sec 1.25
cos 0.8 8

θ
θ

= = = =  

   cos 0.8 8cot 1.33
sin 0.6 6

θθ
θ

= = = ≈  

4.  เนื่องจาก  2 2sin cos 1θ θ+ =    

 จะได  2cos θ = 21 sin θ−   =  
241

5
 −  
 

 = 9
25

 

 จากท่ีกําหนดให 0
2
πθ≤ ≤  จะไดวา  3cos

5
θ =  

 นั่นคือ 1 1 5sec 3cos 3
5

θ
θ

= = =   และ  1 1 5cosec 4sin 4
5

θ
θ

= = =  

 ดังนั้น  5 5 35sec cosec
3 4 12

θ θ+ = + =  

5.  เนื่องจาก  2 2sec 1 tanθ θ= +    

 จะได  
2

2 1 10sec 1
3 9

θ  = + = 
 

 

 จากท่ีกําหนดให 0
2
πθ≤ ≤  จะไดวา  10sec

3
θ =  

 นั่นคือ  3 3 10cos
1010

θ = =   และ 1cot 3
tan

θ
θ

= =  

 ดังนั้น  3 10 3 10 152cos cot 2 3
10 5

θ θ
  +

+ = + =  
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6.  1) 2 2 2 2 11cos sin sin cos
4 4 6 6
π π π π
+ + +  

  =  2 2 2 2cos sin sin cos 2
4 4 6 6
π π π ππ + + + − 

 
 

  =  2 2 2 2cos sin sin cos
4 4 6 6
π π π π
+ + +  

  =  2 2 2 2cos sin sin cos
4 4 6 6
π π π π   + + +   

   
 

  =  1 1+  
  =  2 

 2) 5 5sin cos cos sin sin tan
3 6 3 6 3 3
π π π π π π

+ + −  

  =  
sin 2

3sin cos cos sin sin 2
3 6 3 6 3 cos 2

3

ππ
π π π π ππ

ππ

 −    + + − −     − 
 

 

  =  
sin

3sin cos cos sin sin
3 6 3 6 3 cos

3

π
π π π π π

π

 − 
 + − −  

  =  

3
3 3 1 1 3 2

12 2 2 2 2
2

   × + × − +       
 

  =  3 1 3 3
4 4 2
+ − +  

  =  2 3
2
+  

 3) 3 5 7sin tan cos cot sin
2 2 6 6
π π π ππ+ − −  

  =  
cos

3 sin 6sin cos sin
2 cos 2 6sin

6

ππ
π π π ππ

ππ π

 −    + − − +    − 
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  =  
cos

3 sin 6sin cos sin
2 cos 2 6sin

6

π
π π π π

ππ

 −    + − − − 
 

 

  =  ( )
3

121 0 1 2
2

− + + +  

  =  ( ) 11 3
2

− + +  

  =   13
2

−   

  =   2 3 1
2
−  

 4) 5 9 5 7cos sin tan cos tan
2 3 4 6 6
π π π π π
− + − +  

  = 
sin 2 sin

4 6cos sin 2 cos
2 3 6cos 2 cos

4 6

π ππ π
π π ππ π

π ππ π

   + +         − − + − − +         + +   
   

 

  =  
sinsin 64cos sin cos

2 3 6cos cos
4 6

ππ
π π π

π π

 −      − − + − − +         − 
 

 

  =  

2 1
3 32 20

2 22 3
2 2

+ + + +  

  =  3 3 31
2 2 3

+ + +  

  =  4 3 3
3
+  
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 5) 5 7 3 4sin tan cos sin
6 6 4 3
π π π π
+ −  

  =  
sin

6sin cos sin
6 4 3cos

6

ππ
π π ππ π π

ππ

 +       − + − − +           + 
 

 

  =  
sin

6sin cos cos
6 4 3cos

6

π
π π π

π

 −     + − − −      − 
 

 

  =  
sin

6sin cos sin
6 4 3cos

6

π
π π π

π
+ −  

  =  

1
1 2 32
2 2 23

2

 
+ − ×  

 
 

  =  1 3 6
2 3 4
+ −  

  =  6 4 3 3 6
12

+ −  

7.  1) เปนเท็จ 

  เนื่องจาก cos
2 3
π π + 
 

 = 5cos
6
π  = cos

6
π

−  = 3
2

−  

  และ 1 1cos cos 0
2 3 2 2
π π
+ = + =  

  จะเห็นวา  cos cos cos
2 3 2 3
π π π π + ≠ + 
 

 

 2)   เปนจริง 

  เนื่องจาก 3 3 1 1 3 1sin cos cos sin 1
3 6 3 6 2 2 2 2 4 4
π π π π    + = × + × = + =       

 

 3) เปนเท็จ 

  เนื่องจาก 1 3 1 3sin sin
6 3 2 2 2
π π +
+ = + =  และ sin 1

2
π
=  
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  จะเห็นวา  sin sin sin
6 3 2
π π π
+ ≠  

 4) เปนเท็จ 

  เนื่องจาก 3 1 3 2cos 2cos 2
6 3 2 2 2
π π + + = + × = 

 
   

  และ 5 3cos cos cos
6 6 6 2
π π ππ = − = − = − 

 
 

  จะเห็นวา  5cos 2cos cos
6 3 6
π π π
+ ≠  

 5) เปนเท็จ 

  เนื่องจาก  2 2cos sin 2
4 4 2 2
π π
+ = + =  และ sin 1

2
π
=  

  จะเห็นวา  cos sin sin
4 4 2
π π π
+ ≠  

8. ให n เปนจํานวนเต็มใดๆ 

 จะได ( )cosec 2nπ θ+  =  
( )

1
sin 2nπ θ+

 

       =   1
sinθ

 

       =  cosecθ  
9.   ให n เปนจํานวนเต็มใดๆ  

     จะได     ( )sec 2nπ θ+  =    
( )

1
cos 2nπ θ+

 

       =   1
cosθ

 

       =   secθ  
10. กรณีท่ี 1 เม่ือ n เปนจํานวนคู 
   เขียน 2n k=  เม่ือ k เปนจํานวนเต็ม 

   ดังนั้น  ( )cot nπ θ+  = ( )cot 2kπ θ+  

        =  ( )
( )

cos 2
sin 2

k
k
π θ
π θ
+
+

 

        =  cos
sin

θ
θ

 

        =  cotθ  
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 กรณีท่ี 2 เม่ือ n เปนจํานวนค่ี 
   เขียน  2 1n k= +  เม่ือ k เปนจํานวนเต็ม 
   ดังนั้น  ( )cot nπ θ+  =  ( )( )cot 2 1k π θ+ +  

        =  
( )( )
( )( )

cos 2 1
sin 2 1

k
k

π θ
π θ

+ +

+ +
 

        =  ( )
( )

cos 2
sin 2

k
k
π π θ
π π θ
+ +
+ +

 

        =  ( )
( )

cos
sin

π θ
π θ
+
+

 

        =  cos
sin

θ
θ

−
−

 

        =  cotθ  
 ดังนั้น  ( )cot nπ θ+  = cotθ   เม่ือ n เปนจํานวนเต็มใดๆ 

 

แบบฝกหัด 1.3  

1.  1)    เนื่องจาก  π  เรเดียน  เทากับ  180  องศา 

       ดังนั้น    4π  เรเดียน  เทากับ  1804π
π

×   องศา 

       เนื่องจาก 1804π
π

×  =  720 

        ดังนั้น มุมท่ีมีขนาด 4π เรเดียน มีขนาดเทากับ 720 องศา 
 2)   เนื่องจาก  π  เรเดียน  เทากับ  180  องศา 

       ดังนั้น 7
4
π

−  เรเดียน  เทากับ  7 180
4
π

π
 − × 
 

  องศา 

       เนื่องจาก 7 180 315
4
π

π
 − × = − 
 

 

        ดังนั้น มุมท่ีมีขนาด 7
4
π

− เรเดียน มีขนาดเทากับ 315−  องศา 

 3)   เนื่องจาก  π  เรเดียน  เทากับ  180  องศา 

       ดังนั้น 2
3
π

−  เรเดียน  เทากับ  2 180
3
π

π
 − × 
 

  องศา 
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       เนื่องจาก 2 180 120
3
π

π
 − × = − 
 

 

        ดังนั้น มุมท่ีมีขนาด 2
3
π

− เรเดียน มีขนาดเทากับ 120−  องศา 

 4)   เนื่องจาก  π  เรเดียน  เทากับ  180  องศา 

       ดังนั้น 5
6
π

−  เรเดียน  เทากับ  5 180
6
π

π
 − × 
 

  องศา 

       เนื่องจาก 5 180 150
6
π

π
 − × = − 
 

 

       ดังนั้น มุมท่ีมีขนาด 5
6
π

− เรเดียน มีขนาดเทากับ 150−  องศา 

 5)   เนื่องจาก  π  เรเดียน  เทากับ  180  องศา 

      ดังนั้น 11
5
π  เรเดียน  เทากับ  11 180

5
π

π
×   องศา 

       เนื่องจาก 11 180
5
π

π
×  =   396 

        ดังนั้น มุมท่ีมีขนาด 11
5
π เรเดียน มีขนาดเทากับ 396  องศา 

 6)   เนื่องจาก  π  เรเดียน  เทากับ  180  องศา 

      ดังนั้น       3  เรเดียน  เทากับ  1803
π

×   องศา 

       เนื่องจาก 1803
π

×  = 540
π

  ≈  171.89 

        ดังนั้น มุมท่ีมีขนาด 3 เรเดียน มีขนาดเทากับ 540
π

 องศา หรือประมาณ 171.89  องศา  

2. 1)   เนื่องจาก  180  องศา  เทากับ  π  เรเดียน 

       ดังนั้น     300  องศา  เทากับ  300
180
π

×  เรเดียน 

       เนื่องจาก  300
180
π

×  =  5
3
π  

        ดังนั้น มุมท่ีมีขนาด 300 องศา มีขนาดเทากับ 5
3
π  เรเดียน  

 2)   เนื่องจาก  180  องศา  เทากับ  π  เรเดียน 

       ดังนั้น   112−   องศา  เทากับ  ( )112
180
π

− ×  เรเดียน 
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       เนื่องจาก  ( )112
180
π

− ×  =  28
45
π

−  

        ดังนั้น มุมท่ีมีขนาด 112−  องศา มีขนาดเทากับ 28
45
π

−  เรเดียน  

 3)   เนื่องจาก  180  องศา  เทากับ  π  เรเดียน 

       ดังนั้น   315−   องศา  เทากับ  ( )315
180
π

− ×  เรเดียน 

       เนื่องจาก  ( )315
180
π

− ×  =  7
4
π

−  

        ดังนั้น มุมท่ีมีขนาด 315−  องศา มีขนาดเทากับ 7
4
π

−  เรเดียน  

 4)   เนื่องจาก  180  องศา  เทากับ  π  เรเดียน 

       ดังนั้น     880  องศา  เทากับ  880
180
π

×  เรเดียน 

       เนื่องจาก  880
180
π

×  =  44
9
π  

        ดังนั้น มุมท่ีมีขนาด 880 องศา มีขนาดเทากับ 44
9
π  เรเดียน 

 5)   เนื่องจาก  180  องศา  เทากับ  π  เรเดียน 

       ดังนั้น   500−   องศา  เทากับ  ( )500
180
π

− ×  เรเดียน 

       เนื่องจาก  ( )500
180
π

− ×  =  25
9
π

−  

       ดังนั้น มุมท่ีมีขนาด 500−  องศา มีขนาดเทากับ 25
9
π

−  เรเดียน  

 6)   เนื่องจาก  180  องศา  เทากับ  π  เรเดียน 

       ดังนั้น     740  องศา  เทากับ  740
180
π

×  เรเดียน 

       เนื่องจาก  740
180
π

×  =  37
9
π  

        ดังนั้น มุมท่ีมีขนาด 740 องศา มีขนาดเทากับ 37
9
π  เรเดียน 

3. เนื่องจาก มุมท่ีมีขนาด 2
3
π  เรเดียน มีขนาดเทากับ 120°  

 จะไดขนาดของมุมท่ีเหลือมีขนาด ( )180 36 120 24° − ° + ° = °  
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 เนื่องจากมุมท่ีมีขนาด 24°  มีขนาดเทากับ 2
15
π  เรเดียน 

 ดังนั้น ขนาดของมุมท่ีเหลือมีขนาดเทากับ 2
15
π  เรเดียน 

4.  
 θ  sinθ  cosθ  tanθ  cscθ  secθ  cotθ  

1) 150°  1
2

 3
2

−  3
3

−  2  
2 3

3
−  3−  

2) 120°  3
2

 
1
2

−  3−  2 3
3

 2−  3
3

−  

3) 315°  2
2

−  2
2

 1−  2−  2  1−  

4) 315− °  2
2

 2
2

 1 2  2  1 

5) 930°  1
2

−  3
2

−  3
3

 2−  2 3
3

−  3  

 
5. 1)  จตุภาคท่ี 1 หรือ 2 
 2)  จตุภาคท่ี 2 หรือ 3 
 3)  จตุภาคท่ี 2 หรือ 4 
 4)  จตุภาคท่ี 1 หรือ 3 
 5)  จตุภาคท่ี 1 หรือ 2 

6. 1)  
2 23tan 135 sec 300

2sin330
° − °

°
 =  

( ) ( )
( )

2 23tan 180 45 sec 360 60
2sin 360 30
° − ° − ° − °

° − °
 

       =  
2 23tan 45 sec 60

2sin30
° − °

− °
 

       =  
2 23tan sec

4 3

2sin
6

π π

π

−

−
 

       =   ( ) ( )2 23 1 2
12
2

−
 −  
 

 

       =   1 
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 2) ( ) ( )
( )

tan 480 sin 840
cos 390

− ° − − °
− °

 =   tan 480 sin840
cos390

− ° + °
°

 

        =   ( ) ( )
( )

tan 360 120 sin 720 120
cos 360 30

− ° + ° + ° + °
° + °

 

        =  tan120 sin120
cos30

− ° + °
°

 

        =   

2 2tan sin
3 3

cos
6

π π

π

− +
 

        =   
( ) 33

2
3

2

− − +
 

        =  3 
7.                                     

  
 ให a และ b  เปนความยาวของดานตรงขามมุม Aและ B  ตามลําดับ 

 เนื่องจาก  sin 20
10
a

° =   

 จะได  a  =  10sin 20 3.42° ≈   

 เนื่องจาก cos20
10
b

° =  

 จะได  b  =  10cos20 9.40° ≈  
 ดังนั้น ความยาวของดาน AC ยาวประมาณ 9.40 หนวย และ 
    ความยาวของดาน BC ยาวประมาณ 3.42 หนวย  

8.  จาก 4cos
7

A =  สามารถกําหนดรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC ท่ีมีมุม C เปนมุมฉาก  

a    

b    
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 โดยใหดานประชิดมุม A ยาว 4 หนวยและดานตรงขามมุม C ยาว 7 หนวย  

 จะไดดานตรงขามมุม A ยาว 2 27 4 33− =  หนวย ดังรูป 

 

 ดังนั้น  33 33 7 33 7sin , tan ,cosec ,sec
7 4 33 4

A A A A= = = =  และ 4 33cot
33

A =  

9.  จากสิ่งท่ีโจทยกําหนดให สามารถสรางรูปไดดังนี้ 

 

 จากรูป จะไดวา 6 61 5 61 6 5 61 6 61sin ,cos , tan ,sin ,cos
61 61 5 61 61

A A A B B= = = = =   

 และ 5tan
6

B =  

 พิจารณาในรูปสามเหลี่ยม BCD  

 เนื่องจากมุม BDC เปนมุมฉาก จะไดวา sin
12
CDB =  และ cos

12
DBB =  

 จะได  CD = 5 61 60 6112sin 12
61 61

B = × =  
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 และ DB = 6 61 72 6112cos 12
61 61

B = × =  

 ดังนั้น  6 61 5 61 6sin , cos , tan
61 61 5

= = =A A A       

              5 61 6 61 5sin , cos , tan
61 61 6

B B B= = =  

 ความยาวของดาน CD เทากับ 60 61
61

 หนวย 

 ความยาวของดาน DB เทากับ 72 61
61

 หนวย 

10.  วิธีท่ี 1    เนื่องจาก 2 2sin cos 1θ θ+ =   

   จะได  2 2 1 8cos 1 sin 1
9 9

θ θ= − = − =  

   นั่นคือ  2 2cos
3

θ = −   เพราะวา sec 0θ <  

   ดังนั้น  

1
sin 23tan
cos 42 2

3

θθ
θ

= = = −
−

 

 วิธีท่ี 2 จาก 1sin
3

θ =  สามารถกําหนดรูปสามเหลี่ยมมุมฉากท่ีมีมุมหนึ่งมีขนาดเปน θ  

โดยใหดานตรงขามมุมท่ีมีขนาดเปน θ  ยาว 1 หนวย และดานตรงขามมุมฉาก

ยาว 3 หนวย จะไดดานประชิดมุมท่ีมีขนาดเปน θ  ยาว 2 23 1 8 2 2− = =  
หนวย ดังรูป  

 
   เนื่องจาก sin 0θ >  และ sec 0θ <  จะไดวามุมอยูในจตุภาคท่ี 2  

   นั่นคือ 1tan
2 2

θ = −  = 2
4

−  
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11.  วิธีท่ี 1  จาก 2 21 cot cosecθ θ+ =  
   จะได  2 2cosec 1 5 26θ = + =   
   นั่นคือ cosec 26θ = −   เพราะวา  sin 0θ <  

   จะได 26sin
26

θ = −  

   จาก  2 2sin cos 1θ θ+ =   

   จะได  2 2 1 25cos 1 sin 1
26 26

θ θ= − = − =  

   ดังนั้น  5 26cos
26

θ = −  เพราะวา cot 0θ >  และ sin 0θ <  

 วิธีท่ี 2 จาก cot 5θ =  สามารถกําหนดรูปสามเหลี่ยมมุมฉากท่ีมีมุมหนึ่งมีขนาดเปน θ  
โดยใหดานประชิดมุมท่ีมีขนาดเปน θ  ยาว 5 หนวย และดานตรงขามมุมท่ีมี

ขนาดเปน θ  ยาว 1 หนวย จะไดดานตรงขามมุมฉากยาว 2 21 5 26+ =  
หนวย ดังรูป  

 
   เนื่องจาก cot 0θ >  และ sin 0θ <  จะไดวามุมอยูในจตุภาคท่ี 3  

   นั่นคือ 5 5 26cos
2626

θ = − = −   

12.   
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 จากรูป จะได 50sin 60
AB

° =  

 นั่นคือ   AB   =  50
sin 60°

  =  50 100 3
33

2

=  

 ดังนั้น นักวายน้ําคนนี้วายน้ําขามฝงเปนระยะทาง 100 3
3

 เมตร 

13.  

  
 จากรูปจะได  sin 70

5
BP

° =   

 นั่นคือ BP = ( )5sin 70 5 0.9397 4.6985° ≈ =  เซนติเมตร 

 จากรูปจะได sin50 BP
BC

° =    

 นั่นคือ BC = 4.6985 6.1338
sin50 0.7660

BP
≈ ≈

°
  เซนติเมตร 

 จากรูปจะได cos70
5

AP
° =    

 นั่นคือ AP  = ( )5cos70 5 0.3420 1.71° ≈ =  เซนติเมตร 

 จากรูปจะได cos50 PC
BC

° =    

 นั่นคือ PC = ( ) ( )( )cos50 6.1338 0.6428 3.9428BC ° ≈ ≈ เซนติเมตร 

 จะได  AC  =  1.71 3.9428 5.6528AP PC+ = + =  เซนติเมตร 
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14.  

 
 จากรูป จะได tan 40

60
AC

° =  

 นั่นคือ  AC  =  ( )60 tan 40 60 0.8391 50.3460° ≈ =  

 ดังนั้น ความสูงของตึกท่ีสูงกวา เทากับ 40 50.4360 90.3460+ =  ฟุต 
15.    

 
 

 จากรูป จะได 60cos60
AB

° =   นั่นคือ 60 60 1201cos60
2

AB = = =
°

 

 และจากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได 2 2 2AB AD DB= +  
 นั่นคือ  2 2 2 2 2120 60 10800DB AB AD= − = − =  

 จะได  60 3DB =  
 และ 120 60 3BE = −  
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 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได 2 2 2BC BE CE= +  

 นั่นคือ  ( )22 2 2 2120 60 3 30 1158.47BC BE CE= + = − + ≈  

 จะได  34.04BC ≈  
 ดังนั้น ระยะทางท่ีสั้นท่ีสุดท่ีกอยจะเดินจากโรงเรียนไปซ้ือของท่ีรานคาแลวกลับบาน  
 คือระยะ AB BC+  หรือ ประมาณ 154.04 เมตร 
 

แบบฝกหัด 1.4  

1.  1)   จาก 1 sin
2

y θ=  

  จะได  คาบ คือ 2π  

  แอมพลิจูด คือ 1
2

 

  และเรนจ คือ 1 1, 
2 2

 −  
 

   เขียนกราฟของ 1 sin
2

y θ=  ไดดังนี ้

 
 2)   จาก 3siny θ=  

  จะได  คาบ คือ 2π  
  แอมพลิจูด คือ 3  
  และเรนจ คือ [ ]3, 3−  

  เขียนกราฟของ 3siny θ=  ไดดังนี ้
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 3)   จาก 13sin

2
y θ=  

  จะได  คาบ คือ 4π  
  แอมพลิจูด คือ 3  

  และเรนจ คือ [ ]3, 3−  

   เขียนกราฟของ 13sin
2

y θ=  ไดดังนี ้

 
 4) จาก 4cos3y θ=  

  จะได  คาบ คือ 2
3
π  

  แอมพลิจูด คือ 4  

  และเรนจ คือ [ ]4, 4−  

  เขียนกราฟของ 4cos3y θ=  ไดดังนี ้
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 5) จาก 1 sin 4

2
y θ= −  

  จะได  คาบ คือ 
2
π  

  แอมพลิจูด คือ 1
2

 

  และเรนจ คือ 1 1, 
2 2

 −  
 

  เขียนกราฟของ 1 sin 4
2

y θ= −  ไดดังนี ้
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 6) จาก 12cos

2
y θ= −  

  จะได  คาบ คือ 4π  
  แอมพลิจูด คือ 2  
  และเรนจ คือ [ ]2, 2−  

  เขียนกราฟของ 12cos
2

y θ= −  ไดดังนี ้

 
2.   1) (จ) 
 2) (ฉ) 
 3) (ก) 
 4) (ฌ) 
 5) (ซ) 
 6) (ข) 
 7) (ค) 
 8) (ช) 
 9) (ง) 
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แบบฝกหัด 1.5  

1.  1) จาก  ( )cos α β+  =  cos cos sin sinα β α β−  

  จะได ( )cos 60 45° + °    =  cos60 cos45 sin 60 sin 45° ° − ° °  

           =  1 2 3 2
2 2 2 2
⋅ − ⋅  

       =  2 6
4
−  

 2) จาก  ( )cos α β−  =  cos cos sin sinα β α β+  

  จะได 3cos
2 3
π π − 

 
 =  3 3cos cos sin sin

2 3 2 3
π π π π

+  

       =  ( )1 30 1
2 2
⋅ + − ⋅  

       =   3
2

−  

 3) จาก ( )cos α β+  =  cos cos sin sinα β α β−  

  จะได  cos225°    =  ( )cos 180 45° + °  
      =  cos180 cos45 sin180 sin 45° ° − ° °  

      =  ( ) 2 21 0
2 2

− ⋅ − ⋅  

      =  2
2

−  

 4) จาก  ( )sin α β+  =  sin cos cos sinα β α β+  

  จะได sin135°  =  ( )sin 90 45° + °  
      =  sin90 cos45 cos90 sin 45° ° + ° °  

      =  2 21 0
2 2

⋅ + ⋅  

      =  2
2

 

 5) จาก ( )tan α β+  =  tan tan
1 tan tan

α β
α β
+

−
 

  จะได tan 75°  =  ( )tan 30 45° + °  
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    tan 75°  =  tan 30 tan 45
1 tan 30 tan 45

° + °
− ° °

 

      =  

3 1
3

31 1
3

+

− ⋅
 

      =   3 3
3 3

+
−

 

      =  2 3+  

 6) จาก ( )tan α β+  =  tan tan
1 tan tan

α β
α β
+

−
 

  จะได tan105°  =  ( )tan 60 45° + °  

      =  tan 60 tan 45
1 tan 60 tan 45

° + °
− ° °

 

      =  3 1
1 3 1

+
− ⋅

 

      =   3 1
1 3

+
−

 

      =  2 3− −  
 7) จาก  ( )cos α β+  =  cos cos sin sinα β α β−  

  จะได 7cos
12
π  =  cos

3 4
π π + 
 

 

      =  cos cos sin sin
3 4 3 4
π π π π

−  

      =   1 2 3 2
2 2 2 2
⋅ − ⋅  

      =   2 6
4
−  

 
 8)   จาก ( )sin α β+  =  sin cos cos sinα β α β+  

  จะได  7cosec
12
π  =   1

sin
3 4
π π + 
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   7cosec
12
π  =  1

sin cos cos sin
3 4 3 4
π π π π

+
 

      =  1
3 2 1 2

2 2 2 2
⋅ + ⋅

 

      =   4
6 2+

 

      =   6 2−  

 9) เนื่องจาก 17sin
12
π  =  5sin

12
ππ + 

 
 =  5sin

12
π

−  

  จาก  ( )sin α β+  =  sin cos cos sinα β α β+  

  จะได    5sin
12
π

−  =   sin
4 6
π π − + 
 

 

      =   sin cos cos sin
4 6 4 6
π π π π − +  

 

      =   
2 3 2 1

2 2 2 2
 

− ⋅ + ⋅ 
 

 

      =   6 2
4

− −  

  ดังนั้น 17sin
12
π  = 6 2

4
− −  

 10) จาก ( )tan α β+  =  tan tan
1 tan tan

α β
α β
+

−
 

  จะได    19tan
12
π  =  7tan

12
ππ + 

 
 

      =  7tan
12
π  

      =  tan
3 4
π π + 
 

 

      =  
tan tan

3 4

1 tan tan
3 4

π π

π π

+

−
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   19tan
12
π   =   

( )( )
3 1

1 3 1
+

−
 

      =   3 1
1 3

+
−

 

      =   2 3− −  
 11) จาก ( )sin α β−  =  sin cos cos sinα β α β−  

  จะได    sin
12
π − 

 
 =   sin

4 3
π π − 
 

 

      =   sin cos cos sin
4 3 4 3
π π π π

−  

      =   2 1 2 3
2 2 2 2
⋅ − ⋅  

      =   2 6
4
−  

 12) จาก  ( )tan α β+  =  tan tan
1 tan tan

α β
α β
+

−
 

  จะได  5cot
12
π − 

 
 =  1

5tan
12
π − 

 

 

      =  1
5tan
12
π

−  

      =   1

tan
4 6
π π

−
 + 
 

 

      =   
1 tan tan

4 6

tan tan
4 6

π π

π π

−
−

+
 

      =   
( ) 11 1

3
11
3

 −  
 −

+
 

      =   3 1
3 1
−

−
+

 



     
     
     

    
 

214 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 

 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

      =   2 3− +  
2. 1)   จาก ( )cos α β+  =  cos cos sin sinα β α β−  

  จะได 5 5sin sin cos cos
2 2 2 2
π π π π   − + −   

   
  

   =  5 5cos cos sin sin
2 2 2 2
π π π π   − + −   

   
 

   =  5 5cos cos sin sin
2 2 2 2
π π π π

−  

   =  
5cos

2 2
π π + 
 

 

   =  cos3π  
   =  1−  

 2) sin sin cos cos
3 4 4 3
π π π π   − + −   

   
 =  

3 2 2 1
2 2 2 2

 
⋅ − + ⋅  
 

 

       =  2 6
4
−  

 3) จาก ( )sin α β+  =  sin cos cos sinα β α β+  

  จะได  sin 20 cos10 cos20 sin10° ° + ° °  =  ( )sin 20 10° + °  
        =  sin30°  

        =  1
2

 

 4) จาก ( )cos α β+  =  cos cos sin sinα β α β−  

  จะได  cos70 cos20 sin 70 sin 20° ° − ° °  =  ( )cos 70 20° + °  
        =  cos90°  
        =  0 

 5)   จาก ( )tan α β+  =  tan tan
1 tan tan

α β
α β
+

−
 

  จะได  tan 20 tan 25
1 tan 20 tan 25

° + °
− ° °

  =  ( )tan 20 25° + °  

                 =   tan 45°  
                 =    1 
 6) จาก  ( )sin α β−  =  sin cos cos sinα β α β−  

  จะได      7 7sin cos cos sin
12 12 12 12
π π π π

−  =  7sin
12 12
π π − 
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   7 7sin cos cos sin
12 12 12 12
π π π π

−   =  sin
2
π − 

 
 

        =   1−  
 7) จาก  ( )sin α β−   =  sin cos cos sinα β α β−  

  จะได      5 5sin cos sin cos
12 12 12 12
π π π π

−  =  5 5sin cos cos sin
12 12 12 12
π π π π

−  

        =  5sin
12 12
π π − 

 
 

        =  sin
3
π − 

 
 

        =   3
2

−  

 8) จาก ( )tan α β−  =  tan tan
1 tan tan

α β
α β
−

+
 

  จะได  tan 75 tan 45
1 tan 75 tan 45

° − °
+ ° °

  =  ( )tan 75 45° − °  

                 =   tan30°  

                 =   3
3

 

 9) จาก ( )cos α β+  =  cos cos sin sinα β α β−  

  จะได  cos15 cos30 sin15 sin30° ° − ° °  =  ( )cos 15 30° + °  
        =  cos45°  

        =  2
2

 

 10) จาก ( )sin α β−   =  sin cos cos sinα β α β−  

  จะได  sin 20 cos80 cos20 sin80° ° − ° °  =  ( )sin 20 80° − °  

        =  ( )sin 60− °  

        =  3
2

−  

3. 1) เนื่องจาก 2 2sin cos 1α α+ =   

  จะได  
2

2 2 3 16cos 1 sin 1
5 25

α α  = − = − = 
 

 

  ดังนั้น  4cos
5

α =     เพราะ 0
2
πα< <  
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  และเนื่องจาก 2 2sin cos 1β β+ =  

  จะได  
2

2 2 2 1sin 1 cos 1
55

β β  
= − = − = 

 
 

  ดังนั้น   1 5sin
55

β = − = −   เพราะ 0
2
π β− < <  

  จะได  3 4 5 2 5 3sin , cos , sin , cos , tan
5 5 5 5 4

α α β β α= = = − = =  และ 1tan
2

β = −  

  ดังนั้น ( )sin α β+  =  sin cos cos sinα β α β+  

      =  
3 2 5 4 5
5 5 5 5

 
⋅ + ⋅ −  

 
 

      =  2 5
25

 

          ( )cos α β+  =  cos cos sin sinα β α β−  

      =  
4 2 5 3 5
5 5 5 5

 
⋅ − ⋅ −  

 
 

      =  11 5
25

 

   ( )sin α β−  =  sin cos cos sinα β α β−  

      =  
3 2 5 4 5
5 5 5 5

 
⋅ − ⋅ −  

 
 

      =  10 5
25

 

      =  2 5
5

 

  และ ( )tan α β−  =  tan tan
1 tan tan

α β
α β
−

+
 

      =   

3 1
4 2

3 11
4 2

 − − 
 
 + ⋅ − 
 

 

      =   2 
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 2)  เนื่องจาก 2 21 tan secα α+ =  

  จะได  
2

2 2 4 25sec 1 tan 1
3 9

α α  = + = + − = 
 

 

  ดังนั้น 5sec
3

α = −   เพราะ  
2
π α π< <  

  ดังนั้น  3cos
5

α = −  และไดวา 4sin
5

α =  

  เนื่องจาก 2 2sin cos 1β β+ =  

  จะได  
2

2 2 1 3sin 1 cos 1
2 4

β β  = − = − = 
 

 

  ดังนั้น   3sin
2

β =   เพราะ 0
2
πβ< <  

  จะได  4 3 3 1 4sin , cos , sin , cos , tan
5 5 2 2 3

α α β β α= = − = = = −  และ 

     tan 3β =  

  ดังนั้น ( )sin α β+  =  sin cos cos sinα β α β+  

      =  4 1 3 3
5 2 5 2

 ⋅ + − ⋅ 
 

 

      =  4 3 3
10
−  

          ( )cos α β+  =  cos cos sin sinα β α β−  

      =  3 1 4 3
5 2 5 2

 − ⋅ − ⋅ 
 

 

      =  3 4 3
10

− −  

   ( )sin α β−  =  sin cos cos sinα β α β−  

      =  4 1 3 3
5 2 5 2

 ⋅ − − ⋅ 
 

 

      =  4 3 3
10
+  

  และ ( )tan α β−  =  tan tan
1 tan tan

α β
α β
−

+
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      ( )tan α β−   =   

4 3
3

41 3
3

− −

 + − ⋅ 
 

 

      =   4 3 3
3 4 3
− −
−

 

 3) จาก cosec 2α = −  จะได  1sin
2

α = −  

  เนื่องจาก 2 2sin cos 1α α+ =   

  จะได  
2

2 2 1 3cos 1 sin 1
2 4

α α  = − = − − = 
 

 

  ดังนั้น  3cos
2

α =     เพราะ 0
2
π α− < <  

  เนื่องจาก 2 21 tan secβ β+ =  

  จะได  
2

2 2 15 289sec 1 tan 1
8 64

β β  = + = + = 
 

 

  ดังนั้น 17sec
8

β = −   เพราะ  3
2
ππ β< <  

  ดังนั้น  8cos
17

β = −  และไดวา 15sin
17

β −
=  

  จะได  1 3 15 8 3sin ,cos ,sin ,cos , tan
2 2 17 17 3

α α β β α= − = = − = − = −  และ 

     15tan
8

β =  

  ดังนั้น ( )sin α β+  =  sin cos cos sinα β α β+  

      =  1 8 3 15
2 17 2 17

     − ⋅ − + ⋅ −     
     

 

      =  8 15 3
34

−  

          ( )cos α β+  =  cos cos sin sinα β α β−  

      =  3 8 1 15
2 17 2 17

     ⋅ − − − ⋅ −     
     

 

      =  15 8 3
34

− −  
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   ( )sin α β−  =  sin cos cos sinα β α β−  

      =  1 8 3 15
2 17 2 17

     − ⋅ − − ⋅ −     
     

 

      =  8 15 3
34

+  

  และ ( )tan α β−  =  tan tan
1 tan tan

α β
α β
−

+
 

      =   

3 15
3 8

3 151
3 8

− −

 
+ − ⋅ 
 

 

      =   45 8 3
24 15 3
− −

−
 

4. จาก  2cos2 2cos 1x x= −  

 จะได  cos2x  =  
232 1

7
  − 
 

 

    =  92 1
49
⋅ −  

    =  31
49

−  

5.   จาก 2cos2 2cos 1α α= −  

 จะได   cos64°  =  ( )cos2 32°  

     =  22cos 32 1° −  
 นั่นคือ     0.44 =  22cos 32 1° −  
      22cos 32°  =  1.44 
        2cos 32°  =  0.72 
   cos32°  = 0.72  เพราะวา  0 32 90° < ° < °  

 ดังนั้น  cos32°  =  0.72  =  0.6 2   =   3 2
5

 

6.   เนื่องจาก 2 2sin cos 1x x+ =   

 จะได  
2

2 2 3 16sin 1 cos 1
5 25

x x  = − = − − = 
 

 

 ดังนั้น  4sin
5

x =      เพราะ 
2

xπ π< <  
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 และเนื่องจาก 2 21 tan secy y+ =  

 จะได  
2

2 2 5 169sec 1 tan 1
12 144

y y  = + = + = 
 

 

 ดังนั้น 13sec
12

y = −   เพราะ  3
2

y ππ < <  

 นั่นคือ  12cos
13

y = −   และไดวา 5sin
13

y = −  

 1) 4sin
5

x =  

   2) 13sec
12

y = −  

 3) ( )cos x y+  =  cos cos sin sinx y x y−  

     =  3 12 4 5
5 13 5 13

     − ⋅ − − ⋅ −     
     

 

     =   56
65

 

 4) ( )cosec x y+  =  
( )

1
sin x y+

 

     =   1
sin cos cos sinx y x y+

 

     =   1
4 12 3 5
5 13 5 13
     ⋅ − + − ⋅ −     
     

 

     =   65
33

−  

7. 1) sin
2
π θ + 
 

 =  sin cos cos sin
2 2
π πθ θ+  

     =  ( ) ( )1 cos 0 sinθ θ⋅ + ⋅  
     =  cosθ  

 2) cos
2
π θ + 
 

 =  cos cos sin sin
2 2
π πθ θ−  

     =  ( ) ( )0 cos 1 sinθ θ⋅ − ⋅  
     =  sinθ−  

 3) 3cos
2
π θ − 

 
 =  3 3cos cos sin sin

2 2
π πθ θ+  
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     =  ( ) ( )0 cos 1 sinθ θ⋅ + − ⋅  
     =  sinθ−  

 4) ( )tan π θ−  =  tan tan
1 tan tan

π θ
π θ
−

+
 

     =  0 tan
1 0 tan

θ
θ

−
+ ⋅

 

     =   tanθ−  
 5) ( )sin 90 A° −  =  sin90 cos cos90 sinA A° − °  
     =  ( ) ( )1 cos 0 sinA A⋅ − ⋅  
     =  cos A  

 6) ( )cot 90 B° −  =  ( )
( )

cos 90
sin 90

B
B

° −
° −

 

     =  cos90 cos sin90 sin
sin90 cos cos90 sin

B B
B B

° + °
° − °

 

     =  ( ) ( )
( ) ( )
0 cos 1 sin
1 cos 0 sin

B B
B B

⋅ + ⋅
⋅ + ⋅

 

     =   sin
cos

B
B

 

     =   tan B  

 7) ( )cosec 90 B° −  =  
( )

1
sin 90 B° −

 

     =  1
sin90 cos cos90 sinB B° − °

 

     =  
( ) ( )

1
1 cos 0 sinB B⋅ − ⋅

 

     =   1
cos B

 

     =   sec B  
 8) ( )cos 270 A° −  =  cos270 cos sin 270 sinA A° + °  

     =  ( ) ( )0 cos 1 sinA A⋅ + − ⋅  
     =  sin A−  

 9) ( )tan α β−  =  ( )
( )

sin
cos

α β
α β
−
−

 

     =   sin cos cos sin
cos cos sin sin

α β α β
α β α β

−
+
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     =  

sin cos cos sin
cos cos cos cos
cos cos sin sin
cos cos cos cos

α β α β
α β α β
α β α β
α β α β

−

+
 เม่ือ cos cos 0α β ≠  

     =  tan tan
1 tan tan

α β
α β
−

+
   เม่ือ tan tan 1α β ≠ −  

 10) 
( )cos

cos cos
α β
α β

+
 =  cos cos sin sin

cos cos
α β α β

α β
−  

     =  1 tan tanα β−    เม่ือ cos cos 0α β ≠  
 11)  ( ) ( )sin sinα β α β+ + −   
  =  sin cos cos sin sin cos cos sinα β α β α β α β+ + −  
  =  2sin cosα β  

 12) ให  x y α+ =  และ x y β− =  

  จะได  
2

x α β+
=   และ 

2
y α β−
=  

  เนื่องจาก ( ) ( )sin sinx y x y+ − −  
    =  sin cos cos sin sin cos cos sinx y x y x y x y+ − +  
    =  2cos sinx y  

  ดังนั้น  sin sin 2cos sin
2 2

α β α βα β + −
− =  

 13) ให  x y α+ =  และ x y β− =  

  จะได  
2

x α β+
=   และ 

2
y α β−
=  

  เนื่องจาก ( ) ( )cos cosx y x y+ + −  
    =  cos cos sin sin cos cos sin sinx y x y x y x y− + +  
    =  2cos cosx y  

  ดังนั้น  cos cos 2cos cos
2 2

α β α βα β + −
+ =  

 14) ให  x y α+ =  และ x y β− =  

  จะได  
2

x α β+
=   และ 

2
y α β−
=  

  เนื่องจาก ( ) ( )cos cosx y x y+ − −  
    =  cos cos sin sin cos cos sin sinx y x y x y x y− − −  
    =  2sin sinx y−  
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  ดังนั้น  cos cos 2sin sin
2 2

α β α βα β + −
− = −  

 15) ( ) ( )cos 30 cos 30x x− ° − + °  
  =  cos cos30 sin sin30 cos cos30 sin sin30x x x x° + ° − ° + °  

  =  1 1sin sin
2 2

x x+  

  =  sin x  
 16) ( ) ( )sin 30 sin 30x x− ° + + °  
  =  sin cos30 cos sin30 sin cos30 cos sin30x x x x° − ° + ° + °  

  =  3 3sin sin
2 2

x x+  

  =  3 sin x  

 17)   cos2
cos sin

α
α α−

 =  
2 2cos sin

cos sin
α α
α α
−
−

 

     =  ( )( )cos sin cos sin
cos sin

α α α α
α α

− +
−

 

     =  cos sinα α+    เม่ือ cos sinα α≠  
 18)  cos3α  =  ( )cos 2α α+  
     =  cos2 cos sin 2 sinα α α α−  
     =  ( )22cos 1 cos 2sin cos sinα α α α α− −  

     =  3 22cos cos 2sin cosα α α α− −  
     =  ( )3 22cos cos 2 1 cos cosα α α α− − −  

     =  3 32cos cos 2cos 2cosα α α α− − +  
     =  34cos 3cosα α−  
 19)   วิธีท่ี 1 

      cos3 cos
sin
α α

α
−  =  

( )34cos 3cos cos

sin

α α α

α

− −
 

      =  
34cos 4cos
sin
α α

α
−  

      =  
( )24cos 1 cos

sin

α α

α

− −
 

      =  
24cos sin

sin
α α
α

−  

      =  4sin cosα α−  
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      =  ( )2 2sin cosα α−  

      =  2sin 2α−    เม่ือ sin 0α ≠  
  วิธีท่ี 2 

      cos3 cos
sin
α α

α
−  =  

3 32sin sin
2 2
sin

α α α α

α

+ −
−

 

      =  2sin 2 sin
sin
α α
α

−  

      =   2sin 2α−    เม่ือ sin 0α ≠  
 20) จาก cos2α  =  22cos 1α −  

  จะได  cos2
2
α 
 
 

 =  22cos 1
2
α
−  

  นั่นคือ   cosα  =   22cos 1
2
α
−  

       22cos
2
α  =   1 cosα+  

    2cos
2
α  =  1 cos

2
α+  

 21) จาก cos2α  =  21 2sin α−  

  จะได  cos2
2
α 
 
 

 =  21 2sin
2
α

−  

  นั่นคือ   cosα  =   21 2sin
2
α

−  

       22sin
2
α  =   1 cosα−  

    2sin
2
α  =  1 cos

2
α−  

 22) 2tan
2
α  =  

2

2

sin
2

cos
2

α

α
 

    =  

1 cos
2

1 cos
2

α

α

−

+
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    =  1 cos
1 cos

α
α

−
+

   เม่ือ cos 1α ≠ −  

 

แบบฝกหัด 1.6  

1.  1)   ให arcsin 0 θ=  จะได  sin 0θ =  

  เนื่องจากในชวง ,
2 2
π π −  

 มี 0 เพียงคาเดียวท่ี sin 0 0=  

  ดังนั้น  arcsin 0 0=  
 2)   ให arccos1 θ=  จะได  cos 1θ =  

  เนื่องจากในชวง [ ]0,π  มี 0 เพียงคาเดียวท่ี cos0 1=  

  ดังนั้น  arccos1 0=  

 3) ให ( )arcsin 1 θ− =  จะได  sin 1θ = −  

  เนื่องจากในชวง ,
2 2
π π −  

 มี 
2
π

−  เพียงคาเดียวท่ี sin 1
2
π − = − 

 
 

  ดังนั้น  ( )arcsin 1
2
π

− = −  

 4) ให ( )arccos 1 θ− =  จะได  cos 1θ = −  

  เนื่องจากในชวง [ ]0,π  มี π  เพียงคาเดียวท่ี cos 1π = −  

  ดังนั้น  ( )arccos 1 π− =  

 5) ให arctan 0 θ=  จะได  tan 0θ =  

  เนื่องจากในชวง ,
2 2
π π − 

 
 มี 0 เพียงคาเดียวท่ี tan 0 0=  

  ดังนั้น  arctan 0 0=  

 6) ให ( )arctan 1 θ− =  จะได  tan 1θ = −  

  เนื่องจากในชวง ,
2 2
π π − 

 
 มี 

4
π

−  เพียงคาเดียวท่ี tan 1
4
π − = − 

 
 

  ดังนั้น  ( )arctan 1
4
π

− = −  

 7) ให 1arcsin
2

θ=  จะได  1sin
2

θ =  

  เนื่องจากในชวง ,
2 2
π π −  

 มี 
6
π  เพียงคาเดียวท่ี 1sin

6 2
π
=  
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  ดังนั้น  1arcsin
2 6

π
=  

 8) ให 3arctan
3

θ=  จะได  3tan
3

θ =  

  เนื่องจากในชวง ,
2 2
π π − 

 
 มี 

6
π  เพียงคาเดียวท่ี 3tan

6 3
π
=  

  ดังนั้น  3arctan
3 6

π
=  

 9) ให arctan 3 θ=  จะได  tan 3θ =  

  เนื่องจากในชวง ,
2 2
π π − 

 
 มี 

3
π  เพียงคาเดียวท่ี tan 3

3
π
=  

  ดังนั้น  arctan 3
3
π

=  

 10) ให 3arcsin
2

θ
 
− =  
 

 จะได  3sin
2

θ = −  

  เนื่องจากในชวง ,
2 2
π π −  

 มี 
3
π

−  เพียงคาเดียวท่ี 3sin
3 2
π − = − 

 
 

  ดังนั้น  3arcsin
2 3

π 
− = −  
 

 

 11) ให 3arccos
2

θ
 
− =  
 

 จะได  3cos
2

θ = −  

  เนื่องจากในชวง [ ]0,π  มี 5
6
π  เพียงคาเดียวท่ี 5 3cos

6 2
π
= −  

  ดังนั้น  3 5arccos
2 6

π 
− =  
 

 

 12) ให 2arcsin
2

θ
 
− =  
 

 จะได  2sin
2

θ = −  

  เนื่องจากในชวง ,
2 2
π π −  

 มี 
4
π

−  เพียงคาเดียวท่ี 2sin
4 2
π − = − 

 
 

  ดังนั้น  2arcsin
2 4

π 
− = −  
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2.  1)  ให  3arcsin
2

θ
 
− =  
 

  จะได 3sin
2

θ = −  

  เนื่องจากในชวง ,
2 2
π π −  

 มี 
3
π

−  เพียงคาเดียวท่ี 3sin
3 2
π − = − 

 
 

  ดังนั้น  3arcsin
2 3

π 
− = −  
 

 

  และ  3 1cos arcsin cos
2 3 2

π    − = − =          
 

 2)   ให  1arcsin
2

θ − = 
 

  จะได 1sin
2

θ = −  

  เนื่องจากในชวง ,
2 2
π π −  

 มี 
6
π

−  เพียงคาเดียวท่ี 1sin
6 2
π − = − 

 
 

  ดังนั้น  1arcsin
2 6

π − = − 
 

 

  และ  1 1sin arcsin sin
2 6 2

π    − = − = −    
    

 

 3) ให 1arcsin
3

θ=   

  จะได  1sin
3

θ =  โดยท่ี 
2 2
π πθ− ≤ ≤  

  เนื่องจาก sin 0θ >  ดังนั้น  0
2
πθ< ≤  

  จาก  2 2cos sin 1θ θ+ =  

  จะได   2cos θ  =  21 sin θ−   =  
211

3
 −  
 

 =  8
9

 

  ดังนั้น  8cos
3

θ =   เพราะ  0
2
πθ< ≤  

  ดังนั้น  1tan arcsin
3

 
 
 

  =  tanθ  

            =  sin
cos

θ
θ

 



     
     
     

    
 

228 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 

 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

            =  

1
3
8

3

 

             =  2
4

   

 4)   ให  1arctan
2

θ=  

  จะได  1tan
2

θ =   โดยท่ี  
2 2
π πθ− < <  

  เนื่องจาก tan 0θ >  ดังนั้น  0
2
πθ< <  

  จาก 2 21 tan secθ θ+ =    

  จะได  
2

2 2 1 5sec 1 tan 1
2 4

θ θ  = + = + = 
 

 

  ดังนั้น  5sec
2

θ =      เพราะ 0
2
πθ< <  

  นั่นคือ  2cos
5

θ =   และไดวา 1sin
5

θ =  

  ดังนั้น    1tan arctan
2

 
 
 

 =  tanθ  

       =  sin
cos

θ
θ

 

       =   

1
5

2
5

 

       =   1
2

 

 5) ให 2arcsin
3

θ=   

  จะได  2sin
3

θ =  โดยท่ี 
2 2
π πθ− ≤ ≤  

  เนื่องจาก sin 0θ >  ดังนั้น  0
2
πθ< ≤  

  จาก  2 2cos sin 1θ θ+ =  
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  จะได   2cos θ  =  21 sin θ−   =  
2

21
3

 
−   
 

 =  7
9

 

  ดังนั้น  7cos
3

θ =   เพราะ  0
2
πθ< ≤  

  นั่นคือ  2 7cos arcsin cos
3 3

θ
 

= =  
 

 

 6)   ให  arctan 2 θ=  

  จะได  tan 2θ =   โดยท่ี  
2 2
π πθ− < <  

  เนื่องจาก tan 0θ >  ดังนั้น  0
2
πθ< <  

  จาก 2 21 tan secθ θ+ =    
  จะได  2 2 2sec 1 tan 1 2 5θ θ= + = + =  

  ดังนั้น  sec 5θ =      เพราะ  

  นั่นคือ ( ) 1 1 5cos arctan 2 cos
sec 55

θ
θ

= = = =  

 7) ให   

  จะได   โดยท่ี  

  เนื่องจาก  ดังนั้น   

  จาก   

  จะได    =    =   =   

  ดังนั้น    เพราะ   

  นั่นคือ  2 5 1sec arcsin sec 5
5 cos

θ
θ

 
= = =  

 
 

 8) ให   

  จะได    โดยท่ี   

0
2
πθ< <

2 5arcsin
5

θ=

2 5sin
5

θ =
2 2
π πθ− ≤ ≤

sin 0θ > 0
2
πθ< ≤

2 2cos sin 1θ θ+ =

2cos θ 21 sin θ−
2

2 51
5

 
−   
 

1
5

1cos
5

θ = 0
2
πθ< ≤

( )arctan 3 θ− =

tan 3θ = −
2 2
π πθ− < <
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  เนื่องจาก  ดังนั้น   

  จาก    

  จะได   

  ดังนั้น         เพราะ  

  นั่นคือ   

  จาก   

  จะได    =    =   =   

  ดังนั้น          เพราะ   

  นั่นคือ  ( )( ) 3 3 10sin arctan 3 sin
1010

θ− = = − = −  

 9) เนื่องจาก  

  ให   

  จะได   โดยท่ี  

  เนื่องจาก  ดังนั้น   

  จาก   

  จะได    =    =   =   

  ดังนั้น    เพราะ   

  นั่นคือ  

3
sin 2tan arcsin cos tan 316 cos

2

π θθ
θ

   = = = =  
  

 

  

tan 0θ < 0
2
π θ− < <

2 21 tan secθ θ+ =

( )22 2sec 1 tan 1 3 10θ θ= + = + − =

sec 10θ = 0
2
π θ− < <

1cos
10

θ =

2 2cos sin 1θ θ+ =

2sin θ 21 cos θ−
211

10
 

−  
 

9
10

3sin
10

θ = − 0
2
π θ− < <

3arcsin cos arcsin
6 2
π  = 

 
3arcsin

2
θ=

3sin
2

θ =
2 2
π πθ− ≤ ≤

sin 0θ > 0
2
πθ< ≤

2 2cos sin 1θ θ+ =

2cos θ 21 sin θ−
2

31
2

 
−   
 

1
4

1cos
2

θ = 0
2
πθ< ≤
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 10) ให   

  จะได   โดยท่ี  

  เนื่องจาก  ดังนั้น   

  จาก   

  จะได    =    =   =   

  ดังนั้น    เพราะ   

  ให   

  จะได   โดยท่ี  

  เนื่องจาก  ดังนั้น   

  จาก   

  จะได    =    =   =   

  ดังนั้น    เพราะ   

  นั่นคือ  และ  

  จะได  =   

       =   

       =   

       =   7
25

 

 11) เนื่องจาก  =  

  ให  จะได   

3arccos
5

α=

3cos
5

α = 0 α π≤ ≤

cos 0α > 0
2
πα≤ <

2 2cos sin 1α α+ =

2sin α 21 cos α−
231

5
 −  
 

16
25

4sin
5

α = 0
2
πα≤ <

3arcsin
5

β − = 
 

3sin
5

β = −
2 2
π πβ− ≤ ≤

sin 0β < 0
2
π β− < <

2 2cos sin 1β β+ =

2cos β 21 sin β−
231

5
 − − 
 

16
25

4cos
5

β = 0
2
π β− < <

4 3 3sin ,cos ,sin
5 5 5

α α β= = = −
4cos
5

β =

3 3sin arccos arcsin
5 5

  + −  
  

( )sin α β+

sin cos cos sinα β α β+

4 4 3 3
5 5 5 5

 ⋅ + ⋅ − 
 

3arcsin sin
4
π 

 
 

2arcsin
2

2arcsin
2

θ= 2sin
2

θ =
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  เนื่องจากในชวง  มี  เพียงคาเดียวท่ี  

  ดังนั้น   =  
4
π  

 12) เนื่องจาก  =  

  ให  จะได   

  เนื่องจากในชวง  มี  เพียงคาเดียวท่ี  

  ดังนั้น   =  
6
π  

 13)  เนื่องจาก  =  

  ให  จะได   

  เนื่องจากในชวง  มี  เพียงคาเดียวท่ี  

  ดังนั้น   =  2
3
π  

 14) เนื่องจาก  =  

  ให  จะได   

  เนื่องจากในชวง  มี  เพียงคาเดียวท่ี  

  ดังนั้น   = 
3
π

−  

3.  1) ให  จะได  

  เนื่องจากในชวง  มี  เพียงคาเดียวท่ี  

  ดังนั้น   =   

,
2 2
π π −   4

π 2sin
4 2
π
=

3arcsin sin
4
π 

 
 

arcsin cos
3
π  −  

  

1arcsin
2

1arcsin
2

θ= 1sin
2

θ =

,
2 2
π π −   6

π 1sin
6 2
π
=

arcsin cos
3
π  −  

  
7arccos sin
6
π 

 
 

1arccos
2

 − 
 

1arccos
2

θ − = 
 

1cos
2

θ = −

[ ]0,π 2
3
π 2 1cos

3 2
π
= −

7arccos sin
6
π 

 
 

5arctan tan
3
π 

 
 

( )arctan 3−

( )arctan 3 θ− = tan 3θ = −

,
2 2
π π − 

  3
π

− tan 3
3
π − = − 

 
5arctan tan
3
π 

 
 

1arcsin
2

θ= 1sin
2

θ =

,
2 2
π π −   6

π 1sin
6 2
π
=

1arcsin
2 6

π
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  ให  จะได  

  เนื่องจากในชวง  มี  เพียงคาเดียวท่ี  

  ดังนั้น   =   

  จะไดวา   

  และให  จะได  

  เนื่องจากในชวง  มี  เพียงคาเดียวท่ี  

  ดังนั้น   =   

  จะไดวา   =   =  

  ดังนั้น   

 2) ให   

  จะได   โดยท่ี  

  จาก   
  ดังนั้น    =   

             =   
             =    เม่ือ  

 3) ให   

  จะได   โดยท่ี  

  เนื่องจาก  

  จะได  เพราะ  

  ดังนั้น   =   

            =   

         =    เม่ือ  
  

3arcsin
2

α= 3sin
2

α =

,
2 2
π π −   3

π 3sin
3 2
π
=

3arcsin
2 3

π

1 3arcsin arcsin
2 2 6 3 2

π π π
+ = + =

( )arcsin 1 β− = sin 1β = −

,
2 2
π π −   2

π
− sin 1

2
π − = − 

 

( )arcsin 1−
2
π

−

( )arcsin 1− −
2
π − − 

  2
π

( )1 3arcsin arcsin arcsin 1
2 2
+ = − −

arcsin x θ=

sin xθ =
2 2
π πθ− ≤ ≤

2cos2 1 2sinθ θ= −

( )cos 2arcsin x cos2θ
21 2sin θ−

21 2x− [ ]1,1x∈ −

arctan x θ=

tan xθ =
2 2
π πθ− < <

2 21 tan secθ θ+ =
2sec 1 tanθ θ= +

2 2
π πθ− < <

( )sec arctan x secθ
21 tan θ+

21 x+ x∈
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 4) ให   

  จะได   โดยท่ี  

  นั่นคือ   

  จาก  

  จะได     

  นั่นคือ  

  ดังนั้น   =  

                      =  0 เม่ือ  
 5) ให   

  จะได   โดยท่ี  

  จาก   

  จะได   

  ดังนั้น   

  นั่นคือ   

4.    

 
      จากรูปสามเหลี่ยม BCD  จะได       

        =   

              =   1 
 นั่นคือ   =   

arctan x θ=

tan xθ =
2 2
π πθ− < <

tan xθ− = −

( ) ( )
( )

sin sintan tan
cos cos

θ θθ θ
θ θ

− −
− = = = −

−

( )tan xθ− = −

( )arctan x θ− = −

( )arctan arctanx x+ − ( )θ θ+ −

x∈
arcsin x θ=

sin xθ =
2 2
π πθ− ≤ ≤

cos sin
2

xπ θ θ − = = 
 

arccos
2

x π θ= −

arccos arcsin
2

x xπ
= −

arcsin arccos
2

x x π
+ =

tanα 4
4

tanα
arctan1 α



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1     235 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 จะได      =   

 และเม่ือเปลี่ยนเปนฟงกชันตรีโกณมิติของมุมท่ีมีหนวยเปนองศา จะได  
 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได 
          =   
     =   
     =   32 
 นั่นคือ  BD  =    

 
 จากรูปสามเหลี่ยม ABD  จะได       

                 =   

         =   

                0.53 
 นั่นคือ               =   
       จะได       0.4874  
  และเม่ือเปลี่ยนเปนฟงกชันตรีโกณมิติของมุมท่ีมีหนวยเปนองศา จะได  
 ดังนั้น  มุม CDB  มีขนาด 45°และมุม BDA มีขนาดประมาณ 27.92°  
 

แบบฝกหัด 1.7.1  

1.  1)     =    

      =    

α
4
π

45α = °

2BD 2 2CD BC+
2 24 4+

4 2

tanθ
AB
BD

tanθ 3
4 2

tanθ ≈
θ arctan 0.53
θ ≈

θ ≈ 27.92°

cosec cosθ θ⋅ 1 cos
sin

θ
θ
⋅

cotθ
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 2)       =    

      =    
      =    1 
 3)   =   

      =    

      =    

      =    

      =     

      =    
 4)   =   

      =   
 5)     =   

      =   

      =   
      =   1 
 6)       =   

           

       =   
       =  2(1) 
       =  2 

 7)    =   

        =   
        =   1 
 8)      =    

     =    

cos sin
sec cosec 

x x
x x
+

cos sin
1 1

cos sin

x x

x x

+

2 2cos sinx x+

( )cos tan cotθ θ θ+ cos tan cos cotθ θ θ θ+

sin coscos cos
cos sin

θ θθ θ
θ θ

⋅ + ⋅

2cossin
sin

θθ
θ

+

2 2sin cos
sin
θ θ

θ
+

1
sinθ

cosecθ
( )( )sec 1 sec 1θ θ− + 2sec 1θ −

2tan θ

( )2 2sin 1 cotθ θ+ 2 2 2sin sin cotθ θ θ+
2

2 2
2

cossin sin
sin

θθ θ
θ

+ ⋅

2 2sin cosθ θ+

( ) ( )2 2sin cos sin cosθ θ θ θ+ + − ( )2 2sin 2sin cos cosθ θ θ θ+ +

( )2 2sin 2sin cos cosθ θ θ θ+ − +

( )2 22 sin cosθ θ+

2 2 2 2sin cot tan cosα α α α+
2 2

2 2
2 2

cos sinsin cos
sin cos

α αα α
α α

⋅ + ⋅

2 2cos sinα α+

22sin 1α − ( )22 1 cos 1α− −

22 2cos 1α− −



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1     237 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

     =    
 9)  =   

      =   
      =   

 10)   =   

      =   

      =   
      =   

 11)      =   

      =   

      =   

      =   

 12)    =   

     =   

     =   

     =   
     =   

 13)      =    

     =    

 14)       =    

21 2cos α−
2 23sin 4cosθ θ+ ( )2 23 1 cos 4cosθ θ− +

2 23 3cos 4cosθ θ− +
23 cos θ+

sec sin
cosec cos

θ θ
θ θ
+

1
sincos

1 cos
sin

θθ
θ

θ

+

sin sin
cos cos

θ θ
θ θ
+

tan tanθ θ+
2 tanθ

4 2sec secθ θ− ( )22 2sec secθ θ−

( ) ( )22 21 tan 1 tanθ θ+ − +

( ) ( )2 4 21 2 tan tan 1 tanθ θ θ+ + − +

4 2tan tanθ θ+
2cos1

1 sin
θ
θ

−
+

2cos 1 sin1
1 sin 1 sin

θ θ
θ θ

 −
− ⋅ + − 

( )2

2

cos 1 sin
1

1 sin
θ θ

θ
−

−
−
( )2

2

cos 1 sin
1

cos
θ θ

θ
−

−

( )1 1 sinθ− −
sinθ

1 tan
1 tan

θ
θ

+
−

1 tan
tan tan

1 tan
tan tan

θ
θ θ

θ
θ θ

+

−

cot 1
cot 1

θ
θ
+
−

1 sin
1 sin

θ
θ

+
−

1 sin
sin sin

1 sin
sin sin

θ
θ θ

θ
θ θ

+

−
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     =    

 15)    =   

      =   

      =    

      =   

      =   

 16)     =   

      =   

      =   

      =   

      =   
 

 17)  =    

     =    

 18)  =   

     =   

     =   

     =   

cosec 1
cosec 1

θ
θ
+
−

cosec sinx x− 1 sin
sin

x
x
−

21 sin
sin

x
x

−

2cos
sin

x
x

coscos
sin

xx
x

⋅

cos cotx x
2 2tan sinθ θ−

2
2

2
sin sin
cos

θ θ
θ
−

2
2

1 1 sin
cos

θ
θ

 − 
 

2
2

2
1 cos sin

cos
θ θ

θ
 −
 
 

2
2

2
sin sin
cos

θ θ
θ
⋅

2 2tan sinθ θ

sin
sin cos

θ
θ θ−

sin
sin

sin cos
sin sin

θ
θ

θ θ
θ θ
−

1
1 cotθ−

sec tanθ θ− 1 sin
cos cos

θ
θ θ
−

1 sin 1 sin
cos 1 sin

θ θ
θ θ

− +
⋅
+

( )
21 sin

cos 1 sin
θ

θ θ
−

+

( )
2cos

cos 1 sin
θ

θ θ+
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     =   

2. 1)     =    

               

        =    

              

        =    0 

 2)    =   

     =  1 tan
1 tan

α
α

−
+

 

 3)   
  =   

  =   

  =   

  =   

  =  2 2cos sinα β−  

 4)   =   

     =   

     =   

     =  tanθ  

 5)  =   

      =   

      =  1 sinθ−  
 6)  =   

    =   

cos
1 sin

θ
θ+

( ) ( )cos 45 sin 45θ θ− − +  cos45 cos sin 45 sinθ θ+ 

sin 45 cos cos45 sinθ θ− − 

2 2cos sin
2 2

θ θ+

2 2cos sin
2 2

θ θ− −

( )tan 45 α− tan 45 tan
1 tan 45 tan

α
α

−
+





( ) ( )cos cosα β α β+ −

( )( )cos cos sin sin cos cos sin sinα β α β α β α β− +
2 2 2 2cos cos sin sinα β α β−

( ) ( )2 2 2 2cos 1 sin 1 cos sinα β α β− − −
2 2 2 2 2 2cos cos sin sin cos sinα α β β α β− − +

sin 2
1 cos 2

θ
θ+ ( )2

2sin cos
1 2cos 1

θ θ
θ+ −

2
2sin cos

2cos
θ θ

θ
sin
cos

θ
θ

2

sin cos
2 2
θ θ − 

 
2 2sin 2sin cos cos

2 2 2 2
θ θ θ θ
− +

2 2sin cos sin 2
2 2 2
θ θ θ   + − ⋅   

   

tan3θ ( )tan 2θ θ+
tan 2 tan

1 tan 2 tan
θ θ
θ θ
+

−
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    =   

    =   

    =   

    =  
3

2
3tan tan

1 3tan
θ θ

θ
−

−
 

 7)  

  =   

  =   

  =   

            

  =   

  =   

  =   

  =  3
2

 

 8)  =   

2

2

2 tan tan
1 tan

2 tan1 tan
1 tan

θ θ
θ
θ θ
θ

+
−

− ⋅
−

( )

( )

2

2

2

2

2 tan tan 1 tan

1 tan
1 tan 2 tan tan

1 tan

θ θ θ

θ
θ θ θ

θ

+ −

−
− −

−
3

2
2 tan tan tan

1 3tan
θ θ θ

θ
+ −
−

( ) ( )2 2 2cos cos 60 cos 60A A A+ ° + + ° −

( ) ( )2 22cos cos60 cos sin 60 sin cos60 cos sin 60 sinA A A A A+ ° − ° + ° + °
2 2

2 1 3 1 3cos cos sin cos sin
2 2 2 2

A A A A A
   

+ − + +      
   

2 2 21 3 3cos cos cos sin sin
4 2 4

A A A A A
 

+ − +  
 

2 21 3 3cos cos sin sin
4 2 4

A A A A
 

+ + +  
 

2 2 21 3cos cos sin
2 2

A A A+ +

2 23 3cos sin
2 2

A A+

( )2 23 cos sin
2

A A+

sin8 sin 2
cos8 cos2

θ θ
θ θ
+
+

8 2 8 22sin cos
2 2

8 2 8 22cos cos
2 2

θ θ θ θ

θ θ θ θ

+ −   
   
   

+ −   
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      =    

      =    

      =   tan 5θ  
 9)   
  =   

  =   

  =   
  =   

  =   

  =   

3. จาก  จะได  

    จะได        =    

    นั่นคือ             =    

          =    

      =    
     
       =   
 ดังนั้น   =   
      
 

แบบฝกหัด 1.7.2  

1.  1)  จาก        =  0 

  จะได   =  0 

  นั่นคือ   หรือ  

2sin5 cos3
2cos5 cos3

θ θ
θ θ

sin5
cos5

θ
θ

sin sin3 sin5 sin 7θ θ θ θ+ + +
( ) ( )sin3 sin sin 7 sin5θ θ θ θ+ + +

3 3 7 5 7 52sin cos 2sin cos
2 2 2 2

θ θ θ θ θ θ θ θ+ − + −       +       
       

2sin 2 cos 2sin 6 cosθ θ θ θ+
( )2cos sin 6 sin 2θ θ θ+

6 2 6 22cos 2sin cos
2 2

θ θ θ θθ  + −   
    

    
4cos sin 4 cos2θ θ θ

4
A B C π
+ + =

4
A B Cπ
+ = −

( )tan A B+ tan
4

Cπ − 
 

tan tan
1 tan tan

A B
A B
+

−

tan tan
4

1 tan tan
4

C

C

π

π

−

+

tan tan
1 tan tan

A B
A B
+

−
1 tan
1 tan

C
C

−
+

( )( )tan tan 1 tanA B C+ + ( )( )1 tan 1 tan tanC A B− −
tan tan tan tan tan tanA B A C B C+ + +

1 tan tan tan tan tan tanC A B A B C− − +

tan tan tanA B C+ +
1 tan tan tan tan tan tan tan tan tanA B A C B C A B C− − − +

22cos cosθ θ+

( )cos 2cos 1θ θ +

cos 0θ = 1cos
2

θ = −
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  คาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  และ   

  และคาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  และ   

  ดังนั้น คาของ  ในชวง  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 2 4, , 
2 3 3
π π π  และ 3

2
π  

 2) จาก           =  0 

  จะได    =  0 

  นั่นคือ   หรือ  

  คาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  และ   

  และคาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  

  ดังนั้น คาของ  ในชวง  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 7, 
2 6
π π  และ 11

6
π  

 3) จาก                         =   

  จะได             =    2 

            =    2 
       =    2 
            =    1 
  นั่นคือ                      =   1 

  จะได     หรือ    เม่ือ  

         ตรวจคําตอบ แทน  ในสมการ  ดวย   

     จะได     =   

                          =   เปนจริง 

     แทน  ในสมการ  ดวย   

     จะได      
   

 =   

                        =    เปนเท็จ 

θ [ )0, 2π cos 0θ =
2
π 3

2
π

θ [ )0, 2π 1cos
2

θ = −
2
3
π 4

3
π

θ [ )0, 2π

22sin sin 1θ θ− −

( )( )2sin 1 sin 1θ θ+ −

1sin
2

θ = − sin 1θ =

θ [ )0, 2π 1sin
2

θ = −
7
6
π 11

6
π

θ [ )0, 2π sin 1θ =
2
π

θ [ )0, 2π

sin cosθ θ+ 2

( )2sin cosθ θ+
2 2sin 2sin cos cosθ θ θ θ+ +

1 2sin cosθ θ+
2sin cosθ θ

sin 2θ

4
πθ =

5
4
πθ = [ )0, 2θ π∈

θ sin cos 2θ θ+ =
4
π

sin cos
4 4
π π
+ 2

2 2

θ sin cos 2θ θ+ = 5
4
π

5 5sin cos
4 4
π π
+ 2

2− 2
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  ดังนั้น  คาของ  ในชวง  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 
4
π  

 4) จาก              =  0 
  จะได           =  0 

  นั่นคือ      หรือ  
  คาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  และ   

  และคาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  

       แตเนื่องจาก   ไมนิยาม  

  ดังนั้น คาของ  ในชวง  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 0  และ π  

 5) จาก    =  0 

  จะได          =  0 

      =  0 

  นั่นคือ     หรือ  หรือ  

  คาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  และ   

  คาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  และ  

  และคาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  และ  

  ดังนั้น คาของ  ในชวง  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 5 70, , , ,
6 6 6
π π ππ   

   และ 11
6
π  

 6) จาก             =  0 

  จะได      =  0 

          =  0 
          =  0 

  นั่นคือ     หรือ  
  เนื่องจาก   

  ดังนั้น ไมมีคา θ  ใด ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําใหสมการเปนจริง 
 

θ [ )0, 2π

tan sin tanθ θ θ+

( )tan sin 1θ θ +

tan 0θ = sin 1θ = −

θ [ )0, 2π tan 0θ = 0 π

θ [ )0, 2π sin 1θ = − 3
2
π

3tan
2
π

θ [ )0, 2π
34sin sinθ θ−

( )2sin 4sin 1θ θ −

( )( )sin 2sin 1 2sin 1θ θ θ− +

sin 0θ = 1sin
2

θ =
1sin
2

θ = −

θ [ )0, 2π sin 0θ = 0 π

θ [ )0, 2π 1sin
2

θ =
6
π 5

6
π

θ [ )0, 2π 1sin
2

θ = −
7
6
π 11

6
π

θ [ )0, 2π

2sin cos 5θ θ− +

( )21 cos cos 5θ θ− − +

2cos cos 6θ θ+ −
( )( )cos 3 cos 2θ θ+ −

cos 3θ = − cos 2θ =

1 cos 1θ− ≤ ≤
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 7) จาก                    =  0 

  จะได          =  0  

        =  0 
           =  0 

  นั่นคือ      หรือ  

  คาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  และ   

  และคาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  

  ดังนั้น คาของ  ในชวง  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 2 , 
3
π π  และ 4

3
π  

 8) จาก      =   

  จะได     =     เม่ือ  

      =    1 
          =    1 

             =    0 
        =    0  

  นั่นคือ      หรือ  

  คาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  และ   

  และคาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  

  แตเนื่องจาก   

  ดังนั้น คาของ  ในชวง  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 2
3
π  และ 4

3
π  

2. 1) จาก       =  0 

  จะได          

  คาของ  เม่ือ  ท่ีทําให  คือ  และ  

  ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }30 , 150° °  
 

22sin 3cos 3θ θ− −

( )22 1 cos 3cos 3θ θ− − −

22cos 3cos 1θ θ+ +
( )( )2cos 1 cos 1θ θ+ +

1cos
2

θ = − cos 1θ = −

θ [ )0, 2π 1cos
2

θ = −
2
3
π 4

3
π

θ [ )0, 2π cos 1θ = − π

θ [ )0, 2π

cot 2sinθ θ+ cosecθ
cos 2sin
sin

θ θ
θ
+

1
sinθ

sin 0θ ≠

2cos 2sinθ θ+

( )2cos 2 1 cosθ θ+ −

22cos cos 1θ θ− −
( )( )2cos 1 cos 1θ θ+ −

1cos
2

θ = − cos 1θ =

θ [ )0, 2π 1cos
2

θ = −
2
3
π 4

3
π

θ [ )0, 2π cos 1θ = 0

sin 0θ ≠

θ [ )0, 2π

2sin 1θ −
1sin
2

θ =

θ 0 360θ° ≤ < ° 1sin
2

θ = 30° 150°
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 2) จาก      =  0 

  จะได         =   

  นั่นคือ        หรือ  

  คาของ  เม่ือ  ท่ีทําให  คือ  และ  

  และคาของ  เม่ือ  ท่ีทําให  คือ  และ  

  ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }30 ,150 ,210 ,330° ° ° °  

 3) จาก        =  0 

  จะได    =  0 

       =  0 
                  =  3 
  นั่นคือ       หรือ  

  คาของ  เม่ือ  ท่ีทําให  คือ  และ  
  และคาของ  เม่ือ  ท่ีทําให  คือ  และ  
  ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }60 ,120 ,240 ,300° ° ° °  

 4) จาก                  =   

  จะได               =   0 
              =   0 
              =   0 

                =   0 

  นั่นคือ      หรือ   หรือ   
  คาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  และ   
  คาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ และ  
  คาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ และ  
  ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }45 ,90 ,135 ,225 ,270 ,315° ° ° ° ° °  
 
 
 
 

23tan 1θ −
2tan θ 1

3
1tan
3

θ =
1tan
3

θ = −

θ 0 360θ° ≤ < °
1tan
3

θ = 30° 210°

θ 0 360θ° ≤ < °
1tan
3

θ = − 150° 330°

2 24 tan 3secθ θ−

( )2 24 tan 3 1 tanθ θ− +

2tan 3θ −
2tan θ

tan 3θ = tan 3θ = −

θ 0 360θ° ≤ < ° tan 3θ = 60° 240°
θ 0 360θ° ≤ < ° tan 3θ = − 120° 300°

44cos θ ( )2sin 2θ
4 24cos sin 2θ θ−

4 2 24cos 4sin cosθ θ θ−

( )2 2 24cos cos sinθ θ θ−

( )( )24cos cos sin cos sinθ θ θ θ θ− +

cos 0θ = cos sinθ θ= cos sinθ θ= −

θ 0 360θ° ≤ < ° cos 0θ = 90° 270°
θ 0 360θ° ≤ < ° cos sinθ θ= 45° 225°
θ 0 360θ° ≤ < ° cos sinθ θ= − 135° 315°
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 5) จาก              =  0 

  จะได   =  0 

            =  0 
  นั่นคือ      หรือ   
  คาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ   
  และ   
  คาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ และ  

  ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }0 ,45 ,90 ,135 ,180 ,225 ,270 ,315° ° ° ° ° ° ° °  

3. 1)   จาก   =  1 

  จะได    =  

  นั่นคือ   หรือ   

  คาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  และ   

  และคาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  และ   

  ดังนั้น คาท่ัวไปของ  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 
6

n ππ −  และ 
6

n ππ +  

  เม่ือ n เปนจํานวนเต็ม 
 2) จาก     =  0 

  จะได  =  0 

        =  0 
            =  0 

  นั่นคือ     

  คาของ  ในชวง  ท่ีทําให  คือ  และ   

  ดังนั้น คาท่ัวไปของ  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 2
4

n ππ +  และ 52
4

n ππ +  

  เม่ือ n เปนจํานวนเต็ม 
 
 

sin5 sin3θ θ+
5 3 5 32sin cos

2 2
θ θ θ θ+ −   

   
   

2sin 4 cosθ θ
sin 4 0θ = cos 0θ =

θ 0 360θ° ≤ < ° sin 4 0θ = 0 ,45 ,90 ,135 ,° ° ° °

180 ,225 ,270° ° ° 315°
θ 0 360θ° ≤ < ° cos 0θ = 90° 270°

24sin θ
2sin θ 1

4
1sin
2

θ =
1sin
2

θ = −

θ [ ]0, 2π 1sin
2

θ =
6
π 5

6
π

θ [ ]0, 2π 1sin
2

θ = −
7
6
π 11

6
π

θ

2sec 2 tanθ θ−

( )2tan 1 2 tanθ θ+ −

2tan 2 tan 1θ θ− +

( )2tan 1θ −

tan 1θ =

θ [ ]0, 2π tan 1θ =
4
π 5

4
π

θ
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แบบฝกหัด 1.8  

1.  1) จากกฎของโคไซน   
  จะได  =   

    =   

    =   2800 
  ดังนั้น  a  ≈  52.92 
 2)  จากกฎของโคไซน   

  จะได  =   

    =   

    =   76 
  ดังนั้น  b   8.72 
 3)  จากกฎของโคไซน   

  จะได  =   
       
    =   64709.16   
  ดังนั้น  c   254.38 
 4) จากกฎของโคไซน  
  จะได      =   

  นั่นคือ    0.8281 
  ดังนั้น  B    
 5)   จากกฎของโคไซน  

  จะได       =   

  นั่นคือ     
  ดังนั้น  A    
2. 1) เนื่องจาก         =  

  ดังนั้น            B =   
       =   
       =   

2 2 2 2 cosa b c bc A= + −
2a ( )( )2 240 60 2 40 60 cos60+ − °

( )( ) 11600 3600 2 40 60
2

 + −  
 

2 2 2 2 cosb a c ac B= + −
2b ( )( )2 24 6 2 4 6 cos120+ − °

( )( ) 116 36 2 4 6
2

 + − − 
 

≈
2 2 2 2 cosc a b ab C= + −

2c ( )( )2 2193 80 2 193 80 cos133+ − °

≈ ( )( )( )37249 6400 2 193 80 0.6820+ − −

≈
2 2 2 2 cosb a c ac B= + −

27 ( )( )2 212 8 2 12 8 cos B+ −

cos B ≈

≈ 34.10°
2 2 2 2 cosa b c bc A= + −

28.4 ( )( )2 23.7 5.2 2 3.7 5.2 cos A+ −

cos A ≈ 0.7752−

≈ 140.82°
A B C+ + 180°

( )180 A C° − +

( )180 45 60° − ° + °
75°
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  จากกฎของไซน       =   

  ดังนั้น     =   

  จะได      c =   

         17.93 
 2) เนื่องจาก         =  

  ดังนั้น            C =   
       =   
       =   

  จากกฎของไซน       =   

  ดังนั้น     =   

  จะได      a =   

         16.06 
 3) เนื่องจาก         =  
  ดังนั้น            B =   

       =   
       =   

  จากกฎของไซน       =   

  ดังนั้น     =   

  จะได      a =   

         14.93 

  และ         =   

  ดังนั้น     =   

  จะได      c =   

         13.38 

sin B
b

sinC
c

sin 75
20

° sin 60
c

°

20sin 60
sin 75

°
°

≈
A B C+ + 180°

( )180 A B° − +

( )180 30 65° − ° + °
85°

sin A
a

sinC
c

sin30
a

° sin85
32

°

32sin30
sin85

°
°

≈
A B C+ + 180°

( )180 A C° − +

( )180 105 60° − ° + °
15°

sin A
a

sin B
b

sin105
a

° sin15
4

°

4sin105
sin15

°
°

≈
sinC

c
sin B

b
sin 60

c
° sin15

4
°

4sin 60
sin15

°
°

≈
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3.  1)  พ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยม ABC =  

       =  

        135.95  ตารางหนวย 

 2) พ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยม ABC =  

       =  

        213.92  ตารางหนวย 

 3) พ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยม ABC =  

       =  

        179.10  ตารางหนวย 
4.   

 
     ให AC และ BD  เปนเสนทแยงมุมท้ังสองเสนของรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน ABCD  
    พิจารณารูปสามเหลี่ยม ABC  
     จากรูป ไดวา มุม ABC เทากับ  

     จากกฎของโคไซน     =   

      =    
        195.71 
     นั่นคือ  AC   13.99 
     พิจารณารูปสามเหลี่ยม BCD 

     จากรูป จะไดวา มุม BCD เทากับ  

     จากกฎของโคไซน      =   

1 sin
2

ab C

( )( )1 15 20 sin 65
2

°

≈
1 sin
2

bc A

( )( )1 80 5.5 sin103.5
2

°

≈
1 sin
2

ac B

( )( )1 14.1 27.4 sin112
2

°

≈

135°
2AC ( )( )2 2 2 cos135AB BC AB BC+ − °

( )( )2 210 5 2 10 5 cos135+ − °

≈
≈

( )360 2 135
45

2
° − °

= °

2BD ( )( )2 2 2 cos45CD BC CD BC+ − °
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      =   
       54.29 
     จะได BD  = 7.37 
     ดังนั้น เสนทแยงมุมเสนสั้นของรูปสี่เหลี่ยมนี้ยาวประมาณ 7.37 เซนติเมตร 
5.   

 
     จากรูป ให c แทนความยาวดาน AB  และ  
     เนื่องจากรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วมีมุมยอดขนาด  

     จะไดมุมท่ีฐานของรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วมีขนาด  

     จากกฎของไซน     =   

     จะได    =    

     c =   

       115.91 
  

( )( )2 210 5 2 10 5 cos45+ − °

≈

AB AC=

30°
180 30 75

2
° − °

= °

sin A
BC

sin C
AB

sin30
60

° sin 75
c

°

60sin 75
sin30

°
°

≈
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     เนื่องจากรูปสามเหลี่ยม ABC เปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว จะไดวา ดาน AC ยาว 115.91 หนวย 
    ดังนั้น ความยาวรอบรูปของรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วขางตน ยาวประมาณ  
    = 291.82 หนวย 
6.   

 
 ใหจุด E แทนจุดตัดของเสนทแยงมุมท้ังสองเสนของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา ABCD  ท่ี 
  และ  
 และให  แทนขนาดของมุมแหลมท่ีเกิดจากเสนทแยงมุมสองเสนตัดกัน 
 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส   
       =  
       =  
      AC  =  40 
 ดังนั้น  EC = EB = 20  

 จากกฎของโคไซน    =  

      
         =  0.28 
 จะได     
 ดังนั้น ขนาดของมุมแหลมท่ีเกิดจากเสนทแยงมุมของรูปสี่เหลี่ยมรูปนี้ตัดกัน ประมาณ  

    
 
 
 
 

( )60 2 115.91+

32AB = 24BC =

θ
2 2 2AC AB BC= +

2 232 24+
1600

2BC ( )( )2 2 2 cosEB EC EB EC θ+ −

( )( )2 2 224 20 20 2 20 20 cosθ= + −

cosθ
θ 73.74≈ °

73.74°
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7.   

 
       ใหจุด A, B, C และ D แทนตําแหนงบานของหมอก ขวัญ คะนึง และฤดี ตามลําดับ 

 จากกฎของไซน   =  

     BD =   

      =   
 เนื่องจากมุม ABD  =  

 จากกฎของไซน   =   

     AD =   

       68.30 
 ดังนั้น ความกวางของคลองนี้ประมาณ 68.30 เมตร 
 

แบบฝกหัด 1.9  

1.  ให A เปนจุดท่ีพิเชษฐยืนมองยอดตึกและยอดเสาอากาศ 
      B เปนฐานของตึก 
          C เปนยอดของตึก 
     และ D เปนยอดเสาอากาศซ่ึงตั้งอยูบนยอดตึก 

sin 45
BD

° sin30
50

°

50sin 45
sin30

°
°

50 2
30 45 75° + ° = °

sin90
50 2

° sin 75
AD

°

50 2 sin 75
sin90

°
°

≈
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     จะได ระยะ AB เทากับ 18 เมตร 
            ระยะ BC และ CD  เปนความสูงของตึกและเสาอากาศ ตามลําดับ ดังรูป  

 
      จาก  และ   
      พิจารณารูปสามเหลี่ยม ABC  จะได 

         =   

      =   

         BC =    
      =    
           =   18 
      พิจารณารูปสามเหลี่ยม ABD  จะได 

         =   

     =   

         BD =   

ˆ 45BAC = ° ˆ 60BAD = °

ˆtan BAC BC
AB

tan 45°
18
BC

18tan 45°
( )( )18 1

ˆtan BAD BD
AB

tan 60°
18
BD

18tan 60°
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           =   
     นั่นคือ   
      ดังนั้น  เสาอากาศสูง  18 3 18−  เมตร 
2.    

 
  จากรูป และจากกฎของโคไซน จะได 
         =    

     =    

        10.43 
  จะได  AB      3.23 
  ดังนั้น ระยะระหวางจุด A และจุด B หางกันประมาณ 3.23 กิโลเมตร 
3.  1)   ให A  เปนจุดท่ีทิพยมองยอดหนาผา 
   B  เปนฐานของหนาผาบนชายฝง 
   ระยะ AB เทากับ 500 เมตร 
    และ BC เปนความสูงของหนาผาสวนท่ีเหนือระดับสายตา ดังรูป  

18 3
18 3 18CD BD BC= − = −

2AB ( )( )2 26 4 2 6 4 cos30+ − °

( )( ) 336 16 2 6 4
2

 
+ −   

 
≈

≈
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    จาก   จะได 

          =   

     =   

        BC =   
         
        222.6 
      ดังนั้น หนาผาสูงประมาณ 222.6 เมตร 
 2)  ให  D  เปนจุดท่ีทิพยมองยอดหนาผาเม่ือเรือใบอยูหางจากแนวชายฝง 200 เมตร 
     ระยะ  BD เทากับ 200 เมตร 
     และ  เปนขนาดของมุมเงยท่ีทิพยมองเห็นยอดหนาผา ดังรูป  

 
  

ˆ 24BAC = °

ˆtan BAC BC
AB

tan 24°
500
BC

500 tan 24°
≈ ( )( )500 0.4452
≈

θ
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     เนื่องจาก  จะได  

        =    

     นั่นคือ        =    

        =    
  จะได       
  ดังนั้น ทิพยมองเห็นยอดหนาผาดวยมุมเงย  
4.   ให   A  เปนจุดท่ีพิชัยยืนมองยอดเสาอากาศเปนมุม  
  B  เปนจุดท่ีพิชัยยืนมองยอดเสาอากาศเปนมุม  
      และ CD  เปนความสูงของเสาอากาศ ดังรูป  

 
 จาก  จะได   
 เนื่องจาก  จะได  
 และเนื่องจาก  จะได   
 พิจารณารูปสามเหลี่ยม ACD  จะได 

          =    

        =    

          CD =    
      =    
 พิจารณารูปสามเหลี่ยม BCD  จะได 

                =    

ˆBDC θ=

tanθ BC
BD

tanθ 222.6
200

tanθ 1.113
θ ≈ 48.06°

48.06°
θ

α

90θ α+ = ° 90α θ= ° −
ˆCAD θ= ˆ 90ADC θ α= ° − =

ˆCBD α= ˆ 90BDC α θ= ° − =

ˆtan CAD CD
AC

tanθ CD
AC

tanAC θ
100 tanθ

ˆtan BDC BC
CD
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         =    

          CD =    

      =    

 นั่นคือ          =    

     =    2 
     =    เพราะวา  
 จะได   
 ดังนั้น เสาอากาศสูง  100 2  เมตร 
5.  ให A  เปนจุดท่ีกานยืนมองรถบรรทุกและปอมยาม 
  B  เปนฐานของตึก 

  ระยะ AB =  เมตร  

  C และ D เปนตําแหนงของปอมยามและรถบรรทุก ตามลําดับ ดังรูป 

 
 

tanθ BC
CD

tan
BC
θ

200
tanθ

100 tanθ 200
tanθ

2tan θ
tanθ 2 0θ >

100 tan 100 2CD θ= =

( )4 15 1.7 61.7+ =
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 เนื่องจากกานมองเห็นปอมยามเปนมุมกม  
 จะได   และ 

           =   

     =    

          BC =   

      =   

 และเนื่องจากกานมองเห็นรถบรรทุกเปนมุมกม  
 จะได   และ 

               =   

     =    

          BD =   

      =   

 เนื่องจากรถบรรทุกอยูทางทิศใตของปอมยาม จะได  
 นั่นคือรูปสามเหลี่ยม BCD เปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก  
 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได 
          =   
          =   

      =    

      =    

      =   

 จะได   CD =   

       100.76 

60°
ˆ 60ACB = °

ˆtan ACB AB
BC

tan 60° 61.7
BC
61.7

tan 60°
61.7

3
30°

ˆ 30ADB = °

ˆtan ADB AB
BD

tan 30° 61.7
BD
61.7

tan30°

( )61.7 3

ˆ 90BCD = °

2BD 2 2BC CD+
2CD 2 2BD BC−

( )
2

2 61.761.7 3
3

 
−  
 

( )213 61.7
3

 − 
 

( )28 61.7
3
2 2 61.7

3
×

≈
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 ดังนั้น รถบรรทุกอยูจากปอมยามเปนระยะประมาณ 100.76 เมตร 
6.  ให  A  เปนตําแหนงท่ีตั้งกลอง 
  B  เปนตําแหนงท่ีนรินทรยืน 
  ระยะ AB เทากับ 230 เซนติเมตร  
  AC  เปนความสูงของขาตั้งกลองซ่ึงสูง 140 เซนติเมตร ดังรูป 

 
 เนื่องจาก  จะได 

            =    

         =    

      DE =   

       =    

         132.79 
 นั่นคือ ระยะ DE นอยกวา ระยะ DB  
 ดังนั้น กลองไมสามารถถายภาพเต็มตัวของนรินทรได 
 ให  y  คือระยะหางระหวางจุดตั้งกลองและจุดท่ีนรินทรยืน เพ่ือใหถายภาพไดเต็มตัว  

ˆ 30ECD = °

ˆtan ECD DE
CD

tan30°
230
DE

230 tan30°
1230
3

 
 
 

≈
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 จะได      =   

        y =   

       =    

       =   
        242.49 
 ดังนั้น นรินทรตองยืนหางจากจุดท่ีตั้งกลองอยางนอย 242.49 เซนติเมตร จึงจะได 
 ภาพถายเต็มตัว 
7.  ให  A เปนตําแหนงของวัตถุชิ้นท่ี 1 
  B เปนตําแหนงของวัตถุชิ้นท่ี 2 
  CD เปนความสูงของหอคอย จะได CD = h เมตร ดังรูป 

 
 โดยใชความรูเรื่องเสนขนาน จะได 
  และ   จะได 

            =   

     =   

      AC =   

tan 30°
BD
y
140

tan30°
140

1
3

140 3
≈

ˆ 45DAC α= ° + ˆ 45DBC α= ° −

ˆtan DAC CD
AC

( )tan 45 α° +
h

AC

( )tan 45
h

α° +
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 และ     =   

     =   

      BC =   

 จะได      AB =   

    =    

    =   

    =   

    =   

    =   

    =   

    =   

    =   

    =   
 ดังนั้น วัตถุท้ังสองอยูหางกัน 2 tan 2h α เมตร 
  

ˆtan DBC CD
BC

( )tan 45 α° −
h

BC

( )tan 45
h

α° −

CB CA−

( ) ( )tan 45 tan 45
h h

α α
−

° − ° +

( ) ( )
1 1

tan 45 tan 45
h

α α
 

− 
° − ° +  

1 tan 45 tan 1 tan 45 tan
tan 45 tan tan 45 tan

h α α
α α

+ ° − ° − ° − ° + 
1 tan 1 tan
1 tan 1 tan

h α α
α α

+ − − − + 

( ) ( )
( )( )

2 21 tan 1 tan
1 tan 1 tan

h
α α
α α

 + − −
 

− +  

( )( )
2

1 tan 1 tan 1 tan 1 tan
1 tan

h
α α α α

α
 + − + + + − 
 − 

( )( )
2

2 tan 2
1 tan

h
α

α
 
 − 

2
2 tan2

1 tan
h α

α
 
 − 

2 tan 2h α
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8. 1) 

 
   เนื่องจาก   

   และเนื่องจากวงกลมมีรัศมี 5 เซนติเมตร จะไดวา OA = OB = 5 เซนติเมตร 

   จากกฎของโคไซน          =   

       =   
        34.55 
   จะได  AB   5.88 
   ดังนั้น ความยาวรอบรูปของรูปหาเหลี่ยมดานเทามุมเทานี้ประมาณ   
   เซนติเมตร 
2)  

 

360ˆ 72
5

AOB °
= = °

2AB ( )( )2 2 ˆ2 cosOA OB OA OB AOB+ −

( )( )2 25 5 2 5 5 cos72+ − °

≈
≈

5 5.88 29.4× =
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    เนื่องจากมุมภายในของรูปหาเหลี่ยมดานเทามุมเทารวมกันเปน  
  จะไดมุมแตละมุมมีขนาด  
  นั่นคือ   จะได  

           =   

       =    

          AC =    

         

         3.63 
  นั่นคือ  AB   
        ดังนั้น ความยาวรอบรูปของรูปหาเหลี่ยมดานเทามุมเทานี้ประมาณ  
        เซนติเมตร 
9.   ให A เปนจุดท่ีอัญชันยืนมองยอดหอคอย 
  B  เปนตําแหนงของยอดหอคอย 
  C  เปนตําแหนงของฐานหอคอย 
  ระยะ BC เทากับ 60 เมตร  
     และ  D  เปนตําแหนงของตีนเขา  ดังรูป  

 

540°
108°

ˆ ˆ54OAB OAC= ° =

ˆtan OAC OC
AC

tan 54° 5
AC

5
tan54°

≈ 5
1.3764

≈
≈ 2 3.63 7.26× =

5 7.26 36.3× =
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 เนื่องจาก  และ  
 จะได   และ  
 พิจารณารูปสามเหลี่ยม ABC จากกฎของไซน จะได 

              =   

 นั่นคือ      =   

           AC =   

         189.33 
 พิจารณารูปสามเหลี่ยม ADC  จะไดวา 

      =    

          =    

      CD =    
          
         113.94 
 ดังนั้น  ฐานหอคอยอยูหางจากอัญชัน 189.33 เมตร และภูเขาลูกนี้สูง 113.94 เมตร  
10.  ให A เปนจุดยอดของพีระมิด 
    B  เปนจุดก่ึงกลางของฐานของพีระมิด 
    C  เปนจุดปลายฐานของพีระมิด 
     จะได  AB  เปนความสูงของพีระมิด  
     และให D และ E เปนตําแหนงท่ีอยูหางจากปลายฐานของพีระมิดเปนระยะ 30 เมตร  
     และ 60 เมตร ตามลําดับ ดังรูป 

ˆ 37DAC = ° ˆ 49DAB = °
ˆ 49 37 12CAB = ° − ° = ° ˆ 90 49 41ABD = ° − ° = °

ˆsin ABC
AC

ˆsin BAC
BC

sin 41
AC

° sin12
60

°

60sin 41
sin12

°
°

≈

ˆsin DAC CD
AC

sin37° CD
AC

sin37AC °
≈ ( )( )189.33 0.6018
≈
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       จะได   และ  
      พิจารณารูปสามเหลี่ยม ABD  จะไดวา  

          =   

       =    

     AB =   

        พิจารณารูปสามเหลี่ยม ABE จะไดวา 

     =   

        =    

     AB =   

 นั่นคือ   =   
  =   
  =   

      BC =   

      BC   

ˆ 43.71BDA = ° ˆ 38.39BEA = °

ˆtan BDA AB
BD

tan 43.71°
30

AB
BC +
( )30 tan 43.71BC + °

ˆtan BEA AB
BE

tan38.39°
60

AB
BC +
( )60 tan38.39BC + °

( )30 tan 43.71BC + ° ( )60 tan38.39BC + °
tan 43.71 30 tan 43.71BC ° + ° tan38.39 60 tan38.39BC ° + °

( )tan 43.71 tan38.39 BC° − ° 60 tan38.39 30 tan 43.71° − °

60 tan38.39 30 tan 43.71
tan 43.71 tan38.39

° − °
° − °

≈
( ) ( )60 0.7923 30 0.9560

0.9560 0.7923
−
−
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      BC   115.20 
       จะได  AB    138.80 

       ดังนั้น ความสูงของพีระมิดในปจจุบัน สูงประมาณ 138.80 เมตร 
 
11.   

 
      จากกฎของโคไซน   
 พิจารณารูปสามเหลี่ยม AOB 
          =   

 จะได    =   

        =  48.5 
            0.4311 
 นั่นคือ    64.46 องศา 
 พิจารณารูปสามเหลี่ยม  
           =   

 จะได    =   

            =   8 
            0.1111 
 นั่นคือ    83.62 องศา 
 ดังนั้น มุม AOB มีขนาด 64.46 องศา และมุม AO B′  มีขนาด 83.62 องศา 

≈
≈ ( )115.20 30 tan 43.71+ ° ≈

2AB ( )( )2 2 ˆ2 cosOA OB OA OB AOB+ −
28 ( )( )2 2 ˆ7.5 7.5 2 7.5 7.5 cos AOB+ −

ˆ112.5cos AOB
ˆcos AOB ≈

ˆAOB ≈
AO B′

2AB ( )( )2 2 ˆ2 cosO A O B O A O B AO B′ ′ ′ ′ ′+ −
28 ( )( )2 2 ˆ6 6 2 6 6 cos AO B′+ −

ˆ72cos AO B′
ˆcos AO B′ ≈

ˆAO B′ ≈

   
7.5    6
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แบบฝกหัดทายบท  

1. คาของฟงกชันตรีโกณมิติทุกฟงกชันของจํานวนจริงท่ีกําหนดใหแสดงดังตารางตอไปนี้ 
 θ  sinθ  cosθ  tanθ  cosecθ  secθ  cotθ  

1) 53π−  0 1−  0 ไมนิยาม 1−  ไมนิยาม 

2) 11
2
π  1−  0 ไมนิยาม 1−  ไมนิยาม 0 

3) 11
4
π  2

2
 2

2
−  1−  2  2−  1−  

4) 14
3
π  3

2
 

1
2

−  3−  2 3
3

 2−  3
3

−  

5) 35
6
π  1

2
−  3

2
 3

3
−  2−  2 3

3
 3−  

6) 11
3
π

−  3
2

 
1
2

 3  2 3
3

 2  3
3

 

7) 19
6
π

−  1
2

 3
2

−  3
3

−  2  2 3
3

−  3−  

8) 49
4
π

−  2
2

−  2
2

 1−  2−  2  1−  

 
2.   จาก  2 2cos sin 1θ θ+ =  

      จะได  
2

2 2 60 121cos 1 sin 1
61 3721

θ θ  = − = − = 
 

 

      เนื่องจาก  
2
π θ π< <  จะได  11cos

61
θ = −  

 1)   ( )sin 2π θ−  = sinθ−  = 60
61

−  

 2)   ( )cosec θ−  =  
( )
1

sin θ−
 = 1

sinθ−
  =  1

60
61

−
   =  61

60
−  

 3)   ( )cos 2π θ−   =  cosθ   =  11
61

−  

 4)   ( )tan 3π θ+   =  tanθ   =  sin
cos

θ
θ

  =  

60
61
11
61

 − 
 

  =  60
11

−  
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 5)   ( )cot π θ−   =  cotθ−   =  cos
sin

θ
θ

−   =  

11
61

60
61

 − 
 −   =   11

60
 

 6)   ( )sec 2θ π−  = ( )( )sec 2π θ− −  =  ( )sec 2π θ−  =  secθ  = 1
cosθ

 =  61
11

−  

3.   เนื่องจาก 2 21 cot cosecθ θ+ =   

      จะได  2cosec θ  =  
281

15
 +  
 

 =  641
225

+  =  289
225

 

      นั่นคือ  cosecθ  =  17
15

  เพราะ  0
2
πθ≤ ≤  

      ดังนั้น  sinθ  =  15
17

 

      เนื่องจาก  2 2cos sin 1θ θ+ =  

      จะได  2cos θ  = 21 sin θ−  =  
2151

17
 −  
 

  = 64
289

 

      นั่นคือ  cosθ  =  8
17

   เพราะ  0
2
πθ≤ ≤  

      ดังนั้น  8 17 409cos cosec
17 15 255

θ θ+ = + =  

4.   เนื่องจาก  2 2cos sin 1θ θ+ =  

      จะได  2sin θ  = 21 cos θ−  =  
2351

37
 − − 
 

 = 144
1369

  

      นั่นคือ  sinθ  =  12
37

   เพราะ  
2
π θ π≤ ≤  

      จะได  37sec
35

θ = −  และ sin 12tan
cos 35

θθ
θ

= = −  

      ดังนั้น  37 12 49 7sec tan
35 35 35 5

θ θ+ = − − = − = −  

 
 
5.   เนื่องจาก 2 21 tan secθ θ+ =  

      จะได 2sec θ  = 
211

6
 + − 
 

 = 37
36
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      นั่นคือ  37sec
6

θ =    เพราะ  3 2
2
π θ π≤ ≤  

      จะได  cot 6θ = −  และ 6 37cos
37

θ =  

      ดังนั้น  6 37 37 37cot cos 6 6
37 37

θ θ
 +

− = − − = −   
 

 

6.   1)    5 7 4sec cosec cos
6 3 3
π π π
+ −  =  1 1 4cos5 7 3cos sin

6 3

π
π π
+ −  

       =  1 1 1
23 3

2 2

 + − − 
 −

 

       =   1
2

 

 2) 7 5sin cos tan
6 3 4
π π π   − + − +   

   
 =  7 5sin cos tan

6 3 4
π π π

− + +  

       =  1 1 1
2 2

 − − + + 
 

 

       =   2 

 3)   2 2 2sin cos cot tan
3 3 6 6
π π π π − − 

 
 = 2 2sin cos cot tan

3 3 6 3
π π π π

+  

       =  3 1 3 3
2 2

 ⋅ − + ⋅ 
 

 

       =  33
4

−  

 4)    2 2 2 211 23 13tan cot sec cosec
12 12 12 12
π π π π
+ − −   

   =  2 2 2 2tan cot sec cosec
12 12 12 12
π π π π
+ − −  

   =  2 2 2 2tan sec cot cosec
12 12 12 12
π π π π   − + −   

   
 

   =  ( ) ( )1 1− + −  
   =  2−  
7.   เนื่องจาก  1 cos 1θ− ≤ ≤   สําหรับทุกจํานวนจริง θ  

     ถา  1 cos 0θ− ≤ <   จะได  1 1
cosθ

≤ −  
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      ถา  0 cos 1θ< ≤   จะได  1 1
cosθ

≥  

      นั่นคือ  1 1
cosθ

≥   หรือ sec 1θ ≥  

      ดังนั้น ไมมีจํานวนจริง θ  ใด ๆ ท่ีทําให  sec 1θ <  

8.   เนื่องจากเรนจของฟงกชัน tan คือ เซตของจํานวนจริง และ 5 เปนจํานวนจริง 

     เม่ือ 0
2
πθ≤ <  จะไดวา tan 0θ >  

      ดังนั้น มีจํานวนจริง θ  ท่ีทําให tan 5θ =  
 
9.   

 
 จากรูป จะได      cos40°  =   DB

AB
 

 นั่นคือ            DB =  cos40AB °  ≈  ( )6 0.7660  = 4.5960 

   sin 40°  =   AD
AB

 

 นั่นคือ             AD =  sin 40AB °  ≈  ( )6 0.6428  = 3.8568 

   tan30°  =   AD
CD

 

 นั่นคือ             CD =  cot 30AD °  ≈  ( )( )3.8568 1.7320  ≈  6.6800 

 และ           sin30°  =   AD
AC

 

 นั่นคือ            AC =  cosec30AD °  ≈  ( )( )3.8568 2  ≈  7.7136 

 จะได 6.6800 4.5960 11.276BC CD DB= + = + =   
 ดังนั้น  ดาน BC ยาวประมาณ 11.276 เซนติเมตร  
 และดาน CA ยาวประมาณ 7.7136 เซนติเมตร 
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10.   

 
 

 ให  ABC เปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วท่ีมีมุม A เปนมุมยอด 

 จากรูปจะได  BD = DC = 20 นิ้ว 

              cos70°   =  BD
AB

 

 จะได      AB =  
cos70

BD
°

  =  20
0.3420

 ≈  58.4795 

 นั่นคือ  ( )2 58.4795 40 156.959AB AC BC+ + = + =  

 ดังนั้น ความยาวของเสนรอบรูปของรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วขางตน ยาวประมาณ 156.959 นิ้ว 
 

  



     
     
     

    
 

272 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 

 
 

  

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

11.   

 

      จากรูปจะได  AB = AC = 90 

 เนื่องจาก           cos15°  =  AD
AC

 

 จะได    AD =  cos15AC °   ≈  ( )90 0.9659  = 86.931 

 นั่นคือ  90 86.931 3.069x AB AD= − = − =  
 ดังนั้น  x  มีคาประมาณ 3.069  
12.   1)   คาบ คือ 2π  

    แอมพลิจูด คือ 1
2

 

    เรนจ คือ 1 1, 
2 2

 −  
 

    เขียนกราฟของ 1 cos
2

y θ=  ไดดังนี้ 
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 2)   คาบ คือ 
2
π  

       แอมพลิจูด คือ 1
2

 

       เรนจ คือ 1 1, 
2 2

 −  
 

      เขียนกราฟของ 1 sin 4
2

y θ=  

 
 3)   คาบ คือ π  

       แอมพลิจูด คือ 1
2

 

       เรนจ คือ 1 1, 
2 2

 −  
 

       เขียนกราฟของ ( )1 sin 2
2

y θ= −  ไดดังนี้ 
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 4)   คาบ คือ π  

       แอมพลิจูด คือ 1
2

 

       เรนจ คือ 1 1, 
2 2

 −  
 

      เขียนกราฟของ ( )1 sin 2
2

y θ= − −  ไดดังนี้ 

 
 5)   คาบ คือ 4π  
       แอมพลิจูด คือ 2  

       เรนจ คือ [ ]3, 1−  

      เขียนกราฟของ 12sin 1
2

y θ= − −  ไดดังนี้ 
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 6)   คาบ คือ 4π  
       แอมพลิจูด คือ 2  
       เรนจ คือ [ ]1, 3−  

      เขียนกราฟของ 12cos 1
2

y θ= − +  ไดดังนี ้

 
 7)   คาบ คือ π  
       แอมพลิจูด คือ 2  

       เรนจ คือ [ ]1, 3−  

       เขียนกราฟของ 2sin 2 1y θ= +  ไดดังนี ้
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 8)   คาบ คือ π  
       แอมพลิจูด คือ 2  
       เรนจ คือ [ ]3, 1−  

      เขียนกราฟของ 2cos2 1y θ= −  ไดดังนี้ 

 
13. 1)   (ค) 
 2)   (จ) 
 3)   (ฉ) 
 4)   (ข) 
 5)   (ง) 
 6)   (ก) 

14. 1)      3cosec
2 3
π π − 

 
 =  1

3sin
2 3
π π − 

 

 

     =  
1

3 3sin cos cos sin
2 3 2 3
π π π π

−
 

     =  
( ) ( )

1
1 31 0
2 2

  − −   
   

 

     =  2−  
 2)                   cos165°  =   ( )cos 180 15° − °  
     =   cos15− °  
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     =   ( )cos 45 30− ° − °  

     =   ( )cos45 cos30 sin 45 sin30− ° ° + ° °  

     =   2 3 2 1
2 2 2 2

 
− ⋅ + ⋅  
 

 

     =   6 2
4
+

−  

 3)        sin105°  =   ( )sin 60 45° + °  
     =   sin 60 cos45 cos60 sin 45° ° + ° °  

     =   3 2 1 2
2 2 2 2
⋅ + ⋅  

     =   6 2
4
+  

 4)       tan 285°  =   ( )tan 360 75° − °  
     =  tan 75− °  
     =  ( )tan 30 45− ° + °  

     =  tan30 tan 45
1 tan30 tan 45

° + °
−

− ° °
 

     =   

3 1
3

31
3

+
−

−
 

     =   3 3
3 3
+
−

 

     =  2 3− −  

 5)     sec
12
π − 

 
 =   1

cos
12
π − 

 

   

     =  1

cos
4 3
π π − 
 

 

      =   
1

cos cos sin sin
4 3 4 3
π π π π

+
 



     
     
     

    
 

278 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 
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     =   1
2 1 2 3

2 2 2 2
⋅ + ⋅

 

     =   6 2−  
 

 6)       17cot
12
π − 

 
 =   5cot

12
ππ − + 

 
 

     =   5cot
12
π

−  

     =   
1
5tan
12
π

−  

     =   1

tan
4 6
π π

−
 + 
 

 

     =  1

tan tan
4 6

1 tan tan
4 6

π π

π π

−
+

−

 

     =   1
31

3
31

3

−
+

−

 

     =   3 3
3 3
−
+

 

     =   3 2−  

 7) 3 7 3 7cos cos sin sin
20 20 20 20
π π π π

−  =  3 7cos
20 20
π π + 

 
 

       =  cos
2
π  

       =   0 
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 8) tan 74 tan14
1 tan 74 tan14

° − °
+ ° °

 =  ( )tan 74 14° − °  

     =  tan 60°  
     =  3  

 9)   5 5sin cos cos sin
12 12 12 12
π π π π   − − −   

   
 =  5sin

12 12
π π − − 

 
 

        =   sin
2
π − 

 
 

        =   1−  
 10)  cos100 cos5 sin100 sin5° ° − ° °  =  ( )cos 100 5° + °  
       =  cos105°  
       =  ( )cos 60 45° + °  
       =  cos60 cos45 sin 60 sin 45° ° − ° °  

       =  1 2 3 2
2 2 2 2
⋅ − ⋅  

       =  2 6
4
−  

 11)          1 tan15
1 tan15
+ °
− °

 =  tan 45 tan15
1 tan 45 tan15

° + °
− ° °

 

     =  ( )tan 45 15° + °  
     =  tan 60°  
     =  3  

 12) 11 72sin sin
12 12
π π  =   11 7 11 7cos cos

12 12 12 12
π π π π   − − +   

   
 

     =   3cos cos
3 2
π π
−  

     =  1
2

 

 13)      cos165 cos75° °  =  ( ) ( )1 cos 165 75 cos 165 75
2
 ° + ° + ° − °    

     =  ( )1 cos240 cos90
2

° + °  

     =  ( )1 cos60
2
− °  

     =   1
4

−  
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 14)  sin80 cos25 sin100 cos35 cos80 sin 25 cos100 sin 35+ + +         

  =  ( ) ( ) ( )1 1 1sin105 sin55 sin135 sin 65 sin105 sin55
2 2 2

° + ° + ° + ° + ° − °  

            ( )1 sin135 sin 65
2

+ ° − °  

  =   sin105 sin135° + °  
  =   ( ) ( )sin 180 75 sin 180 45° − ° + ° − °  
  =   sin 75 sin 45° + °  
  =   ( )sin 30 45 sin 45° + ° + °  
  =   sin30 cos45 cos30 sin 45 sin 45° ° + ° ° + °  

  =   1 2 3 2 2
2 2 2 2 2
⋅ + ⋅ +  

  =   6 3 2
4
+  

 15)      cos135 cos105 cos75° + ° + °  =  ( ) ( )cos 90 45 cos 180 75 cos75° + ° + ° − ° + °  

       =  ( )cos 90 45 cos75 cos75° + ° − ° + °  

       =  ( )cos 90 45° + °  
       =  cos90 cos45 sin90 sin 45° ° − ° °  

       =  ( ) ( )2 20 1
2 2

⋅ − ⋅  

       =   2
2

−  

 16)  sin80 sin 40 sin 20° − ° − °  =  80 40 80 402cos sin sin 20
2 2

° + ° ° − °    − °   
   

 

      =  2cos60 sin 20 sin 20° ° − °  

      =  12 sin 20 sin 20
2

  ° − ° 
 

 

      =   0 
15. 1)   จาก  2 2cos sin 1α α+ =  

       จะได  
2

2 2 5 144cos 1 sin 1
13 169

α α  = − = − = 
 

 

       ดังนั้น  12cos
13

α = −    เพราะ  3
2
π α π− < < −  

       จาก tan 3β = −   จะได  3 1sin ,cos
2 2

β β= = −    เพราะ 
2
π β π< <  
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       ดังนั้น  5 12 3 1 5sin ,cos ,sin ,cos , tan
13 13 2 2 12

α α β β α= = − = = − = −  และ  

  tan 3β = −  

        จะได ( )sin α β+  =  sin cos cos sinα β α β+  

     =  5 1 12 3
13 2 13 2

   ⋅ − + − ⋅   
   

 

     =  5 12 3
26

− −  

   ( )cos α β+  =  cos cos sin sinα β α β−  

     =  12 1 5 3
13 2 13 2

   − ⋅ − − ⋅   
   

 

     =  12 5 3
26
−  

   ( )sin α β−  =  sin cos cos sinα β α β−  

     =  5 1 12 3
13 2 13 2

   ⋅ − − − ⋅   
   

 

     =  5 12 3
26

− +  

   ( )tan α β−  =  tan tan
1 tan tan

α β
α β
−

+
 

     =  
( )
( )

5 3
12

51 3
12

− − −

 + − − 
 

 

     =   5 12 3
12 5 3
− +

+
 

 2)   จาก  17sec
8

α = −  จะได  8cos
17

α = −  

       จาก  2 2cos sin 1α α+ =  

       จะได  
2

2 2 8 225sin 1 cos 1
17 289

α α  = − = − − = 
 

 

       ดังนั้น  15sin
17

α = −    เพราะ  3
2
ππ α< <  

        และจาก  2 2cos sin 1β β+ =  
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       จะได  
2

2 2 2 1cos 1 sin 1
2 2

β β
 

= − = − =  
 

 

       ดังนั้น  2cos
2

β = −   เพราะ  3
2
π β π− < < −  

        ดังนั้น  15 8 2 2 15sin ,cos ,sin ,cos , tan
17 17 2 2 8

α α β β α= − = − = = − =  และ tan 1β = −  

        จะได    ( )sin α β+  =  sin cos cos sinα β α β+  

     =  15 2 8 2
17 2 17 2

    − ⋅ − + − ⋅         
 

     =  7 2
34

 

   ( )cos α β+  =  cos cos sin sinα β α β−  

     =  8 2 15 2
17 2 17 2

    − ⋅ − − − ⋅         
 

     =  23 2
34

 

   ( )sin α β−  =  sin cos cos sinα β α β−  

     =  15 2 8 2
17 2 17 2

    − ⋅ − − − ⋅         
 

     =  23 2
34

 

   ( )tan α β−  =  tan tan
1 tan tan

α β
α β
−

+
 

     =  
( )

( )

15 1
8

151 1
8

− −

+ −
 

     =  23
7

−  

16.   จาก  2 2sin cos 1x x+ =  

        จะได  
2

2 2 3 16cos 1 sin 1
5 25

x x  = − = − = 
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        นั่นคือ  4cos
5

x =    เพราะ 0
2

x π
< <  

        และ  ( ) ( )2 2sin cos 1x y x y+ + + =  

        จะได  ( ) ( )
2

2 2 5 144cos 1 sin 1
13 169

x y x y  + = − + = − − = 
 

 

        นั่นคือ  ( ) 12cos
13

x y+ = −   เพราะ 3
2

x y ππ < + <  

        จาก         ( )sin x y+  =  sin cos cos sinx y x y+  

        จะได              5
13

−  =  3 4cos sin
5 5

y y+   ------------ ( )1  

        และจาก   ( )cos x y+  =  cos cos sin sinx y x y−  

        จะได               12
13

−  =  4 3cos sin
5 5

y y−   ------------ ( )2  

        จาก ( )1  จะได         15
65

−  =  9 12cos sin
25 25

y y+   ------------ ( )3  

        จาก ( )2  จะได              48
65

−  =  16 12cos sin
25 25

y y−   ------------ ( )4  

        จาก ( )3  และ ( )4  จะได    cos y  =  63
65

−  

        จาก ( )1  จะได   20
65

−  =  12 16cos sin
25 25

y y+   ------------ ( )5  

        จาก ( )2  จะได         36
65

−  =  12 9cos sin
25 25

y y−   ------------ ( )6  

        จาก ( )5  และ ( )6  จะได    sin y  =  16
65

 

        ดังนั้น  3 4 16sin ,cos ,sin
5 5 65

x x y= = =  และ 63cos
65

y = −  

 1)               cot x  =    cos
sin

x
x

  =     

4
5
3
5

 =   4
3

 

 2)      ( )tan x y+  =   
( )
( )

sin
cos

x y
x y
+
+

 =  

5
13
12
13

−

−
 =   5

12
 

 3)            sin y  =  16
65
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 4)      ( )cos x y−  =     cos cos sin sinx y x y+  =   4 63 3 16
5 65 5 65
 ⋅ − + ⋅ 
 

=  204
325

−  

17.  cot 2x  =  1
tan 2x

 

  =  
2

1
2 tan

1 tan
x

x−

 

  =  
21 tan

2 tan
x

x
−   

  =  

211
2
12
2

 −  
 
 
 
 

 

  =   3
4

 

18.   จาก           cos 2α  =   21 2sin α−  

        จะได   ( )cos2 0.52  =   ( )21 2sin 0.52−  

        นั่นคือ      cos1.04  =   ( )21 2sin 0.52−  

           0.50 =   ( )21 2sin 0.52−  

  ( )2sin 0.52  =   0.25 

        ดังนั้น   sin 0.52  =  0.5   เพราะ  0 0.52
2
π

< <  

19. 1) ( )sin π θ+  =  sin cos cos sinπ θ π θ+  

    =  ( ) ( )0 cos 1 sinθ θ⋅ + − ⋅  
    =   sinθ−  
 

 2)   3sin
2
π θ + 

 
 =  3 3sin cos cos sin

2 2
π πθ θ+  

    =  ( ) ( )1 cos 0 sinθ θ− ⋅ + ⋅  
    =  cosθ−  

 3)      ( )tan 90 A° −  =  
( )
( )

sin 90
cos 90

A
A

° −
° −

 

     =  sin90 cos cos90 sin
cos90 cos sin90 sin

A A
A A

° − °
° + °
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     =   
( ) ( )
( ) ( )
1 cos 0 sin
0 cos 1 sin

A A
A A

⋅ − ⋅
⋅ + ⋅

 

     =   cos
sin

A
A

 

     =   cot A  

 4)      ( )sec 90 A° −  =   
( )

1
cos 90 A° −

 

     =  1
cos90 cos sin90 sinA A° + °

 

     =  
( ) ( )

1
0 cos 1 sinA A⋅ + ⋅

 

     =  1
sin A

 

     =   cosecA  

 5)     ( )tan 270 A° −  =   
( )
( )

sin 270
cos 270

A
A

° −
° −

 

     =  sin 270 cos cos270 sin
cos270 cos sin 270 sin

A A
A A

° − °
° + °

 

     =   
( ) ( )
( ) ( )

1 cos 0 sin
0 cos 1 sin

A A
A A

− ⋅ − ⋅
⋅ + − ⋅

 

     =   cos
sin

A
A

−
−

 

     =   cot A  

 6)       
( )
( )

sin
sin

α β
α β
+
−

 =   sin cos cos sin
sin cos cos sin

α β α β
α β α β

+
−

 

     =   

sin cos cos sin
cos cos cos cos
sin cos cos sin
cos cos cos cos

α β α β
α β α β
α β α β
α β α β

+

−
 

     =   tan tan
tan tan

α β
α β
+
−

 

 7)       
( )sin

sin cos
α β
α β

+
 =  sin cos cos sin

sin cos
α β α β

α β
+  

     =   cos sin1
sin cos

α β
α β

+  
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     =   1 cot tanα β+  

 8)         ( ) ( )cos 45 cos 45x x+ ° + − °  = 45 45 45 452cos cos
2 2

x x x x+ ° + − ° + ° − + °   
   
   

 

       =  2cos cos45x °  

       =  22cos
2

x ⋅  

       =   2 cos x  
 9)            ( ) ( )sin sinx y x y+ −  =  ( )( )sin cos cos sin sin cos cos sinx y x y x y x y+ −  

       =  2 2 2 2sin cos cos sinx y x y−  

       =  ( ) ( )2 2 2 2sin 1 sin 1 sin sinx y x y− − −  

       =  2 2 2 2 2 2sin sin sin sin sin sinx x y y x y− − +  

       =  2 2sin sinx y−  

 10)   1 cos2
2cos sin 2

α
α α
+

+
 =  

( )21 1 2sin

2cos 2sin cos

α

α α α

+ −

+
 

       =   
( )

( )

22 1 sin

2cos 1 sin

α

α α

−

+
 

       =   
( )( )

( )
2 1 sin 1 sin

2cos 1 sin
α α
α α

− +
+

 

       =   1 sin
cos

α
α

−  

       =   sec tanα α−  

 11)             2
2 tan

1 tan
α
α+

 =   2
2 tan
sec

α
α

 

       =   
22sin cos

cos
α α

α
 

       =   2sin cosα α  
       =   sin 2α  

 12)            
2

2
1 tan
1 tan

α
α

−
+

 =   
2

2
1 tan

sec
α

α
−  

       =   
2

2 2
2

sincos cos
cos

αα α
α

− ⋅  

       =   2 2cos sinα α−  
       =   cos2α  
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 13)                       cos 4α  =   ( )cos2 2α  

       =   22cos 2 1α −  

       =   ( )222 2cos 1 1α − −  

       =   ( )4 22 4cos 4cos 1 1α α− + −  

       =   4 28cos 8cos 2 1α α− + −  
       =   4 28cos 8cos 1α α− +  
 14)    ( )2cosec 2 tan 2α α−  =   ( )2cot 1 tan 2α α−  

       =   ( )( ) 2
2 tancot 1 cot 1

1 tan
αα α
α

− +
−

 

       =  
( )( )

1 1 2 tan1 1
tan tan 1 tan 1 tan

α
α α α α

  − +   − +  
 

       =  
( )( )

1 tan 1 tan 2 tan
tan tan 1 tan 1 tan

α α α
α α α α

− +  
   − +  

 

       =  2
tanα

 

       =   2cotα  

20. 1)   ให  3arctan
3

θ
 
− =  
 

  จะได  3tan
3

θ = −  

       เนื่องจากในชวง , 
2 2
π π − 

 
 มี 

6
π

− เพียงคาเดียวท่ี 3tan
6 3
π − = − 

 
 

       ดังนั้น  3arctan
3 6

π 
− = −  
 

 

 2)   ให  3arccos
2

θ
 
− =  
 

  จะได 3cos
2

θ = −  

        เนื่องจากในชวง [ ]0, π  มี 5
6
π เพียงคาเดียวท่ี 5 3cos

6 2
π
= −  

        ดังนั้น  3 5arccos
2 6

π 
− =  
 

  

      และ  3 5 3cos arccos cos
2 6 2

π  
− = = −      
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 3)   ให  1arccos
3

θ=   จะได 1cos
3

θ =   โดยท่ี  0 θ π≤ ≤  

        จาก  2 2cos sin 1θ θ+ =  

        จะได   
2

2 2 1 8sin 1 cos 1
3 9

θ θ  = − = − = 
 

 

        นั่นคือ 2 2sin
3

θ =    เพราะ 0 θ π≤ ≤  

        ดังนั้น       1tan arccos
3

 
 
 

 =  tanθ  

      =  sin
cos

θ
θ

 

      =  

2 2
3
1
3

 

      =   2 2  

 4)   ให  2arcsin
3

θ
 
− =  
 

  จะได 2sin
3

θ = −   โดยท่ี  
2 2
π πθ− ≤ ≤  

        จาก  2 2cos sin 1θ θ+ =  

        จะได   
2

2 2 2 7cos 1 sin 1
3 9

θ θ
 

= − = − − =  
 

 

        นั่นคือ 7cos
3

θ =    เพราะ 
2 2
π πθ− ≤ ≤  

        ดังนั้น 
2cot arcsin

3
  

−      
 =  cotθ  

      =  cos
sin

θ
θ

 

      =  

7
3

2
3

−
 

      =   14
2

−  
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 5)   ให  1arctan
2

θ=   จะได 1tan
2

θ =   โดยท่ี  
2 2
π πθ− < <  

        จาก  1tan
2

θ =  จะได  cot 2θ =  และ 0
2
πθ≤ ≤  

        จาก  2 21 cot cosecθ θ+ =  
        จะได   2 2cosec 1 2 5θ = + =  

        นั่นคือ cosec 5θ =    เพราะ 0
2
πθ≤ ≤  

        ดังนั้น    1cosec arctan
2

 
 
 

 =  cosecθ  

      =  5  

 6)   ให  3arccos
3

θ
 
− =  
 

  จะได 3cos
3

θ = −    โดยท่ี  0 θ π≤ ≤  

        จาก   3cos
3

θ = −  จะได  
2
π θ π≤ ≤     

        จาก  2 2cos sin 1θ θ+ =  

        จะได   
2

2 2 3 2sin 1 cos 1
3 3

θ θ
 

= − = − − =  
 

 

        นั่นคือ 6sin
3

θ =    เพราะ 
2
π θ π≤ ≤  

        ดังนั้น        3cot arccos
3

  
−      

 =  cotθ  

       =  cos
sin

θ
θ

 

       =  

3
3
6

3

−
 

       =   2
2

−  

 7)   ให  1arccos
3

θ=   จะได 1cos
3

θ =    โดยท่ี  0 θ π≤ ≤  

        จาก   1cos
3

θ =  จะได  0
2
πθ≤ ≤     
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        จาก  2 2cos sin 1θ θ+ =  

        จะได   
2

2 2 1 8sin 1 cos 1
3 9

θ θ  = − = − = 
 

 

        นั่นคือ 2 2sin
3

θ =    เพราะ 0
2
πθ≤ ≤  

        ดังนั้น          1cosec arccos
3

 
 
 

 =  cosecθ  

       =  1
sinθ

 

       =  1
2 2

3

 

       =   3 2
4

 

 8)   ให arccos a θ=   จะได cos aθ =    โดยท่ี  0 θ π≤ ≤  

        จาก   cos aθ =   และ 0 1a< ≤  จะได  0
2
πθ≤ ≤     

        จาก  2 2cos sin 1θ θ+ =  
        จะได   2 2 2sin 1 cos 1 aθ θ= − = −  

        นั่นคือ 2sin 1 aθ = −   เพราะ 0
2
πθ≤ ≤  

        ดังนั้น          ( )sin 2arccos a  =  sin 2θ  
       =  2sin cosθ θ  
       =  22 1 a a−  

       =  22 1a a−  

 9)   พิจารณา ( )5cos sin 0 1 1
2 2
π π + − = + − = − 

 
 

        ให ( )arctan 1 θ− =   จะได  tan 1θ = −  

        เนื่องจากในชวง , 
2 2
π π − 

 
 มี 

4
π

− เพียงคาเดียวท่ี tan 1
4
π − = − 

 
 

        ดังนั้น  ( )arctan 1
4
π

− = −  

        และ        5arctan cos sin
2 2
π π  + −  

  
 = ( )arctan 1−  = 

4
π

−  
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 10)   พิจารณา  3 2sin
4 2
π − = − 

 
 

        ให  2arccos
2

θ
 
− =  
 

  จะได 2cos
2

θ = −  

        เนื่องจากในชวง [ ]0, π  ไมมีจํานวนจริง θ  ใดท่ีทําให  2cos
2

θ = −  

        ดังนั้น  arccos1=∅  

        และ     3arccos sin
4
π  −  

  
 =  2arccos

2
 
−  
 

 = ∅  

 11)  พิจารณา  5tan 1
4
π
=  

        ให  arccos1 θ=   จะได cos 1θ =  

        เนื่องจากในชวง [ ]0, π  มี 0 เพียงคาเดียวท่ี cos0 1=  

        ดังนั้น  arccos1 0=  

        และ     5arccos tan
4
π 

 
 

 =  arccos1  = 0 

 12)   เนื่องจาก 3sin
3 2
π − = − 

 
 และ 2cos

4 2
π − = 

 
 

        จะได arccos sin
3
π  −  

  
 =  3 5arccos

2 6
π 

− =  
 

  

        และ  arcsin cos
4
π  −  

  
 =  2arcsin

2 4
π

=  

       ดังนั้น   tan arccos sin arcsin cos
3 4
π π       − − −       

       
 =  5tan

6 4
π π − 

 
 

           =  

5tan tan
6 4

51 tan tan
6 4

π π

π π

−

+
 

           =  

3 1
3

31
3

− −

−
 

           =  2 3− −  
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21. 1)   ให  4arcsin
5

θ=   จะได 4sin
5

θ =   โดยท่ี  
2 2
π πθ− ≤ ≤  

       เนื่องจาก 4sin
5

θ =   จะได  0
2
πθ≤ ≤  

        จาก  2 2cos sin 1θ θ+ =  

        จะได   
2

2 2 4 9cos 1 sin 1
5 25

θ θ  = − = − = 
 

 

        นั่นคือ 3cos
5

θ =    เพราะ 0
2
πθ≤ ≤  

        ให  12arccos
13

α=   จะได 12cos
13

α =   โดยท่ี  0 α π≤ ≤  

        เนื่องจาก 12cos
13

α =   จะได  0
2
πα≤ ≤  

        จาก  2 2cos sin 1α α+ =  

        จะได   
2

2 2 12 25sin 1 cos 1
13 169

α α  = − = − = 
 

 

        นั่นคือ 5sin
13

α =    เพราะ 0
2
πα≤ ≤  

        และให  16arcsin
65

β=   จะได 16sin
65

β =   โดยท่ี  
2 2
π πβ− ≤ ≤  

        เนื่องจาก 16sin
65

β =   จะได  0
2
πβ≤ ≤  

        จาก  2 2cos sin 1β β+ =  

        จะได   
2

2 2 16 3969cos 1 sin 1
65 4225

β β  = − = − = 
 

 

       นั่นคือ 63cos
65

β =    เพราะ 0
2
πβ≤ ≤  

        พิจารณา  ( )sin θ α β+ +  

     =  ( )( )sin θ α β+ +  

    =  ( ) ( )sin cos cos sinθ α β θ α β+ + +  

    =  ( ) ( )sin cos cos sin cos cos cos sin sin sinθ α θ α β θ α θ α β+ + −  
    =  sin cos cos cos sin cos cos cos sin sin sin sinθ α β θ α β θ α β θ α β+ + −   

    =  4 12 63 3 5 63 3 12 16 4 5 16
5 13 65 5 13 65 5 13 65 5 13 65
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅  
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    =   1       โดยท่ี  30
2
πθ α β≤ + + ≤  

        นั่นคือ  
2
πθ α β+ + =  

        ดังนั้น  4 12 16arcsin arccos arcsin
5 13 65 2

π
+ + =  

 2)   ให  1arctan
3

θ=   จะได 1tan
3

θ =   โดยท่ี  
2 2
π πθ− < <  

       จะได  tan 2θ  =  2
2 tan

1 tan
θ
θ−

 

    =  2

12
3
11
3

 
 
 
 −  
 

 

    =  3
4

 

        จะได  2θ  =  3arctan
4

 

       ดังนั้น  12arctan
3

 =  3arctan
4

 

 3)   ให arcsin x θ=   จะได sin xθ =    โดยท่ี  
2 2
π πθ− ≤ ≤  

        จาก  2 2cos sin 1θ θ+ =  
        จะได   2 2 2cos 1 sin 1 xθ θ= − = −  

        นั่นคือ 2cos 1 xθ = −   เพราะ 
2 2
π πθ− ≤ ≤  

        ดังนั้น          ( )sin 2arcsin x  =  sin 2θ  
       =  2sin cosθ θ  
       =  22 1x x−    เม่ือ [ ]1,1x∈ −  

22. 1)   ให   arctan x α=   จะได tan xα =   โดยท่ี  
2 2
π πα− < <  

       และ arctan y β=   จะได tan yβ =   โดยท่ี  
2 2
π πβ− < <  

       จะได    ( )tan α β+  =  tan tan
1 tan tan

α β
α β
+

−
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     =  
1
x y

xy
+
−

 

       นั่นคือ           α β+  =  arctan
1
x y

xy
+
−

 

       ดังนั้น  arctan arctanx y+  = arctan
1
x y

xy
+
−

 

 2)   ให   arctan x α=   จะได tan xα =   โดยท่ี  
2 2
π πα− < <  

       และ arctan y β=   จะได tan yβ =   โดยท่ี  
2 2
π πβ− < <  

       จะได  π α β π− < + <  

       จาก  
2
πα β+ >   จะได  

2
π α β π< + <   นั่นคือ ( ) 0

2
π π α β− < − + + <  

       เนื่องจาก      ( )( )tan π α β− + +  =  ( )( )tan π α β− − +  

       =   ( )tan α β+  

       =  tan tan
1 tan tan

α β
α β
+

−
 

       =  
1
x y

xy
+
−

 

        จะได  ( )π α β− + +   =  arctan
1
x y

xy
+
−

 

        นั่นคือ           α β+  =  arctan
1
x y

xy
π +
+

−
 

       ดังนั้น  arctan arctanx y+  = arctan
1
x y

xy
π +
+

−
 

 3)  ให   arctan x α=   จะได tan xα =   โดยท่ี  
2 2
π πα− < <  

       และ arctan y β=   จะได tan yβ =   โดยท่ี  
2 2
π πβ− < <  

       จะได  π α β π− < + <  

       จาก  
2
πα β+ < −   จะได  

2
ππ α β− < + < −   นั่นคือ ( )0

2
ππ α β< + + <  

       เนื่องจาก      ( )( )tan π α β+ +  =  ( )tan α β+  
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       =  tan tan
1 tan tan

α β
α β
+

−
 

       =  
1
x y

xy
+
−

 

        จะได  ( )π α β+ +   =  arctan
1
x y

xy
+
−

 

        นั่นคือ           α β+  =  arctan
1
x y

xy
π +
− +

−
 

       ดังนั้น  arctan arctanx y+  = arctan
1
x y

xy
π +
− +

−
 

23. 1)   พิจารณา       arctan 2 arctan3+  
       เนื่องจาก  ( )( )2 3 1,  2 0> >  จะได 

      arctan 2 arctan3+  =  
( )( )
2 3arctan

1 2 3
π

 +
+   − 

  

     =  ( )arctan 1π + −  

     =  
4
ππ  + − 

 
 

     =  3
4
π  

       ดังนั้น  arctan1 arctan 2 arctan3+ +  =  3
4 4
π π π+ =  

 2)  พิจารณา       1 1arctan arctan
2 3
+  

       เนื่องจาก  1 1 1
2 3

   <  
  

 จะได 

      1 1arctan arctan
2 3
+  =  

1 1
2 3arctan

1 11
2 3

 
+ 

 
   −       

  

     =  arctan1 

     =  
4
π  

       ดังนั้น  1 1arctan1 arctan arctan
2 3

+ +  =  
4 4 2
π π π
+ =  
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 3)  พิจารณา       ( )arctan 3 arctan3− +  

       เนื่องจาก  ( )( )3 3 1− <  จะได 

      ( )arctan 3 arctan3− + =  ( )
( )( )
3 3

arctan
1 3 3
 − +
  − − 

  

     =  arctan 0  
     =  0  
       ดังนั้น  ( )arctan 3 arctan 0 arctan 3− + +  =  0  

 4)  พิจารณา       ( ) ( )arctan 2 arctan 3− + −  

       เนื่องจาก  ( )( )2 3 1,  2 0− − > − <  จะได 

      ( ) ( )arctan 2 arctan 3− + −  =  ( ) ( )
( )( )
2 3

arctan
1 2 3

π
 − + −

− +   − − − 
  

      =  arctan1π− +  

      =  
4
ππ− +  

      =  3
4
π

−  

       ดังนั้น  ( ) ( ) ( )arctan 1 arctan 2 arctan 3− + − + −  =  3
4 4
π π π− − = −  

24. 1)          ( )21 tan θ+ −  =  21 tan θ+  

       =  2sec θ  
 2)        ( )( )sec tan sec tanθ θ θ θ− +  =  2 2sec tanθ θ−  

       =  ( )2 21 tan tanθ θ+ −  
       =   1 
 3)                 2 2tan cotθ θ−  =   ( ) ( )2 2sec 1 cosec 1θ θ− − −  

        =   2 2sec 1 cosec 1θ θ− − +  
       =   2 2sec cosecθ θ−  
 4)             2sec sec sinθ θ θ−  =   ( )2sec 1 sinθ θ−  

       =   
2cos

cos
θ
θ

 

       =   cosθ  

 5)         2 2
2sin cos cos

1 sin sin cos
θ θ θ
θ θ θ

−
− + −

 =  
( )

( )2 2

cos 2sin 1
1 cos sin sin

θ θ

θ θ θ

−

− − +
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       =   ( )
2 2

cos 2sin 1
sin sin sin

θ θ
θ θ θ

−

− +
 

       =  ( )
2

cos 2sin 1
2sin sin
θ θ

θ θ
−

−
 

       =  
( )
( )

cos 2sin 1
sin 2sin 1

θ θ
θ θ

−
−

 

       =  cos
sin

θ
θ

 

       =   cotθ  

 6)                   cot cos sinθ θ θ+  =   cos cos sin
sin

θ θ θ
θ
⋅ +  

       =    
2cos sin

sin
θ θ
θ

+  

       =   
2 2cos sin

sin
θ θ

θ
+  

       =   1
sinθ

 

       =   cosecθ  

 7)     1 sin cos
cos 1 sin

θ θ
θ θ

−
+

−
 =   

( )( )
( )

21 sin 1 sin cos
cos 1 sin
θ θ θ

θ θ
− − +

−
 

      =  
( )

2 21 2sin sin cos
cos 1 sin
θ θ θ
θ θ

− + +
−

 

      =  
( )

2 2sin
cos 1 sin

θ
θ θ
−

−
 

      =  
( )
( )

2 1 sin
cos 1 sin

θ
θ θ
−
−

 

      =  2secθ  

 8)   1 sin
1 sin

θ
θ

−
+

 =   1 sin 1 sin
1 sin 1 sin

θ θ
θ θ

− −
⋅

+ −
 

      =  
2

2
1 2sin sin

1 sin
θ θ

θ
− +

−
 

      =   
2

2
1 2sin sin

cos
θ θ
θ

− +  

      =   
2

2 2 2
1 2sin sin

cos cos cos
θ θ

θ θ θ
− +  
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      =   2 2sec 2sec tan tanθ θ θ θ− +  
      =  ( )2sec tanθ θ−  

 9)     cos sin
1 tan 1 cot

θ θ
θ θ
+

− −
 =   

cos sin
sin cos1 1
cos sin

θ θ
θ θ
θ θ

+
− −

 

      =  
cos sin

cos sin sin cos
cos sin

θ θ
θ θ θ θ

θ θ

+
− −

 

      =   
2 2cos sin

cos sin cos sin
θ θ

θ θ θ θ
−

− −
 

      =  ( )( )cos sin cos sin
cos sin

θ θ θ θ
θ θ

− +
−

 

      =   sin cosθ θ+  

 10)    cot tan
1 tan 1 cot

θ θ
θ θ
+

− −
 =  

1
cot cot

1 1 cot1
cot

θ θ
θ

θ

+
−−

 

      =   
2

1
cot cot

cot 1 cot 1
θ θ

θ θ
−

− −
 

      =   

2 1cot
cot

cot 1

θ
θ

θ

−

−
 

      =  
( )

3cot 1
cot cot 1

θ
θ θ

−
−

 

      =   
( )( )

( )

2cot 1 cot cot 1

cot cot 1

θ θ θ

θ θ

− + +

−
 

      =   
2cot cot 1

cot
θ θ

θ
+ +  

      =   cot 1 tanθ θ+ +  
      =   1 tan cotθ θ+ +  

 11)  cot 2 tanθ θ+  =   cos2 sin
sin 2 cos

θ θ
θ θ
+  

      =   
2 2cos sin sin

2sin cos cos
θ θ θ
θ θ θ
−

+  
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      =   cos sin sin
2sin 2cos cos

θ θ θ
θ θ θ
− +  

      =  cos sin
2sin 2cos

θ θ
θ θ
+  

      =   
2 2cos sin

2sin cos
θ θ
θ θ
+  

      =   1
sin 2θ

 

      =   cosec2θ  

 12)    
( )
( )

tan tan
1 tan tan

α β β
α β β
− +

− −
 =   ( )( )tan α β β− +  

      =   tanα  

 13)        cot tanα α−  =   cos sin
sin cos

α α
α α
−  

      =  
2 2cos sin

sin cos
α α
α α
−  

      =  
( )2 22 cos sin

2sin cos

α α

α α

−
 

      =    2cos2
sin 2

α
α

 

      =   2cot 2α  

 14)        sin 2 sin
cos2 cos 1

θ θ
θ θ

+
+ +

 =   2
2sin cos sin

2cos 1 cos 1
θ θ θ
θ θ

+
− + +

 

      =   2
2sin cos sin

2cos cos
θ θ θ

θ θ
+

+
 

      =   
( )
( )

sin 2cos 1
cos 2cos 1

θ θ
θ θ

+
+

 

      =   sin
cos

θ
θ

 

      =   tanθ  
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 15)  sin sin3 sin5
cos cos3 cos5

θ θ θ
θ θ θ
+ +
+ +

 =   
( )
( )

sin5 sin sin3
cos5 cos cos3

θ θ θ
θ θ θ
+ +
+ +

 

      =  2sin3 cos2 sin3
2cos3 cos2 cos3

θ θ θ
θ θ θ

+
+

 

      =  
( )
( )

sin3 2cos2 1
cos3 2cos2 1

θ θ
θ θ

+
+

 

      =  sin3
cos3

θ
θ

 

      =  tan3θ  

 16)  cos20 cos40 cos80° ° °  =  ( )( )1 2sin 20 cos20 cos40 cos80
2sin 20

° ° ° °
°

 

      =  ( )1 sin 40 cos40 cos80
2sin 20

° ° °
°

 

      =   ( )( )1 2sin 40 cos40 cos80
4sin 20

° ° °
°

 

      =  ( )1 sin80 cos80
4sin 20

° °
°

 

      =  ( )1 2sin80 cos80
8sin 20

° °
°

 

      =  1 sin160
8sin 20

⋅ °
°

 

      =  ( )1 sin 180 20
8sin 20

⋅ ° − °
°

 

      =  1 sin 20
8sin 20

⋅ °
°

 

      =  1
8

 

25. 1)   จาก 180A B C+ + = °  จะได 180B C A+ = ° −  

       จะได         ( )sin 180 A° −   =  ( )sin B C+  

       นั่นคือ             sin A  =  ( )sin B C+  

 2)   จาก 180A B C+ + = °  จะได 180B C A+ = ° −  
       จะได        ( )cos 180 A° −   =  ( )cos B C+  

       นั่นคือ          cos A−  =  ( )cos B C+  

       ดังนั้น        cos A  =  ( )cos B C− +  
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 3)   จาก 180A B C+ + = °  จะได 180A B C+ = ° −   

       จะได  sin sin sinA B C+ +  =  ( )( )2sin cos sin 180
2 2

A B A B A B+ −
+ ° − +  

      =  ( )2sin cos sin
2 2

A B A B A B+ −
+ +  

      =  ( )2sin cos sin 2
2 2 2

A BA B A B ++ −
+ ⋅  

      =  2sin cos 2sin cos
2 2 2 2

A B A B A B A B+ − + +
+  

      =  2sin cos cos
2 2 2

A B A B A B+ − + + 
 

 

      =  180 2 2 2 22sin 2cos cos
2 2 2

A B A B A B A B
C

− + − + + − ° −
 
 
 

 

      =  2sin 90 2cos cos
2 2 2
C A B    ° − −    

    
 

      =  4cos cos cos
2 2 2
C A B  

      =  4cos cos cos
2 2 2
A B C  

 4)   จาก 180A B C+ + = °  จะได 180A B C+ = ° −   

       จะได cos cos cosA B C+ +  =  ( )( )2cos cos cos 180
2 2

A B A B A B+ −
+ − +  

      =  ( )2cos cos cos
2 2

A B A B A B+ −
− +  

      =  ( )2cos cos cos2
2 2 2

A BA B A B ++ −
− ⋅  

      =  22cos cos 2cos 1
2 2 2

A B A B A B+ − + − − 
 

 

      =  22cos cos 2cos 1
2 2 2

A B A B A B+ − +
− +  

      =  2cos cos cos 1
2 2 2

A B A B A B+ − + − + 
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      =  180 2 2 2 22cos 2sin sin 1
2 2 2

A B A B A B A B
C

− + − + + − ° −
− + 
 
 

 

      =  2cos 90 2sin sin 1
2 2 2
C A B    ° − − − +    

    
 

      =  4sin sin sin 1
2 2 2
C A B

+  

      =  1 4sin sin sin
2 2 2
A B C

+  

26. 1)   จาก          24sin 3θ −  =  0 

       จะได           2sin θ  =  3
4

 

       นั่นคือ    3sin
2

θ =   หรือ  3sin
2

θ = −  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให 3sin
2

θ =  คือ 
3
π  และ 2

3
π  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให 3sin
2

θ = −  คือ 4
3
π  และ 5

3
π  

       ดังนั้น คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 2 4, ,
3 3 3
π π π  และ 5

3
π  

 2)   จาก    22cos 3 cosθ θ−   =  0 
       จะได   ( )cos 2cos 3θ θ −  =  0 

       นั่นคือ   cos 0θ =   หรือ  3cos
2

θ =  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให cos 0θ =  คือ 
2
π  และ 3

2
π  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให 3cos
2

θ =  คือ 
6
π  และ 11

6
π  

       ดังนั้น คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 3, ,
6 2 2
π π π  และ 11

6
π  

 3)   จาก       2cos cosθ θ+  =  2sin θ  
       จะได     2cos cosθ θ+  =  21 cos θ−  
          22cos cos 1θ θ+ −  =  0 
             ( )( )2cos 1 cos 1θ θ− +  =  0 
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       นั่นคือ   1cos
2

θ =   หรือ  cos 1θ = −  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให 1cos
2

θ =  คือ 
3
π  และ 5

3
π  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให cos 1θ = −  คือ π   

       ดังนั้น คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ ,
3
π π  และ 5

3
π  

 4)   จาก       23tan θ  =  22sec 1θ +  

        จะได    23tan θ  =  ( )22 1 tan 1θ+ +  

       23tan θ  =  23 2 tan θ+  
         2tan θ  =   3 
       นั่นคือ   tan 3θ =  หรือ tan 3θ = −  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให tan 3θ =  คือ 
3
π  และ 4

3
π  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให tan 3θ = −  คือ 2
3
π   และ 5

3
π  

       ดังนั้น คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 2 4, ,
3 3 3
π π π  และ 5

3
π  

 5)   จาก           tanθ  =  2sinθ  

       จะได         sin
cos

θ
θ

 =  2sinθ   เม่ือ  cos 0θ ≠  

         2sin cos sinθ θ θ−  =   0 
      ( )sin 2cos 1θ θ −  =   0 

       นั่นคือ   sin 0θ =  หรือ 1cos
2

θ =  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให sin 0θ =  คือ 0  และ π  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให 1cos
2

θ =  คือ 
3
π   และ 5

3
π  

       ดังนั้น คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 0, ,
3
π π  และ 5

3
π      

 6)   จาก       3sec cos 2θ θ− +  =  0 

       จะได 3 cos 2
cos

θ
θ
− +  =  0  เม่ือ cos 0θ ≠  

             23 cos 2cosθ θ− +   =  0 
             2cos 2cos 3θ θ− −  =  0 



     
     
     

    
 

304 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 

 
 

  

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

          ( )( )cos 3 cos 1θ θ− +  =  0 

       นั่นคือ   cos 3θ =  หรือ cos 1θ = −  

       เนื่องจาก 1 cos 1θ− ≤ ≤   ดังนั้น ไมมีคาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให cos 3θ =   

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให cos 1θ = −  คือ π   

       ดังนั้น คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ π  

 7)   จาก   23cosec 2cosecθ θ+  =  0 
       จะได     ( )cosec 3cosec 2θ θ +  =  0 

       นั่นคือ   cosec 0θ =  หรือ 2cosec
3

θ = −  

       เนื่องจาก cosec 1θ ≥  ดังนั้น ไมมีคาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให cosec 0θ =   

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให 2cosec
3

θ = −  คือ 4
3
π   และ 5

3
π  

       ดังนั้น คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 4
3
π   และ 5

3
π  

 8)   จาก               2cos2 2cos
2
θθ +  =  1 

       จะได     2cos2 2cos 1
2
θθ  + − 

 
 =  0 

            22cos 1 cosθ θ− +  =  0 
         22cos cos 1θ θ+ −  =  0 
   ( )( )2cos 1 cos 1θ θ− +  =  0 

       นั่นคือ   1cos
2

θ =  หรือ cos 1θ = −  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให 1cos
2

θ =  คือ 
3
π  และ 5

3
π  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให cos 1θ = −  คือ π   

       ดังนั้น คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ ,
3
π π  และ 5

3
π   

27. 1)   จาก              22cos 2cos 2θ θ+  =  1 

       จะได   ( )2 22cos 2 2cos 1θ θ+ −  =  1 

            26cos 3θ −  =  0 
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           2cos θ  =  1
2

 

       นั่นคือ   2cos
2

θ =  หรือ 2cos
2

θ = −  

       คาของ θ  เม่ือ 0 360θ° ≤ < °  ท่ีทําให 2cos
2

θ =  คือ 45°  และ 315°  

       คาของ θ  เม่ือ 0 360θ° ≤ < °  ท่ีทําให 2cos
2

θ = −  คือ 135°  และ 225°  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }45 ,135 ,225 ,315° ° ° °  

 2)   จาก      4cosec 4sinθ θ−  =  2 2 cotθ  

       จะได     4 4sin
sin

θ
θ
−  =  2 2 cos

sin
θ

θ
  เม่ือ sin 0θ ≠  

                 24 4sin θ−  =   2 2 cosθ  
   ( )24 4 1 cos θ− −  =   2 2 cosθ  

          24cos 2 2 cosθ θ−  =   0 
         ( )2cos 2cos 2θ θ −  =   0 

        นั่นคือ   cos 0θ =  หรือ 2cos
2

θ =  

       คาของ θ  เม่ือ 0 360θ° ≤ < °  ท่ีทําให cos 0θ =  คือ 90°  และ 270°  

       คาของ θ  เม่ือ 0 360θ° ≤ < °  ท่ีทําให 2cos
2

θ =  คือ 45°  และ 315°  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }45 ,90 ,270 ,315° ° ° °  

 3)   จาก          cos 4sin sin 2θ θ θ+ −  =  2 
       จะได        cos 4sin 2sin cosθ θ θ θ+ −  =  2 
                    cos 2 2sin cos 4sinθ θ θ θ− − +  =  0 
                  ( )cos 2 2sin cos 2θ θ θ− − −  =  0 

              ( )( )cos 2 1 2sinθ θ− −  =  0 

       นั่นคือ   cos 2θ =   หรือ 1sin
2

θ =  

       เนื่องจาก 1 cos 1θ− ≤ ≤   ดังนั้น ไมมีคาของ θ  เม่ือ 0 360θ° ≤ < °  ท่ีทําให cos 2θ =   

       คาของ θ  เม่ือ 0 360θ° ≤ < °  ท่ีทําให 1sin
2

θ =  คือ 30°  และ 150°  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }30 ,150° °  
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 4)   จาก   sin3 cos cos3 sinθ θ θ θ−  =  cosθ  

       จะได              ( )sin 3θ θ−  =  cosθ  
         sin 2 cosθ θ−  =   0 
         2sin cos cosθ θ θ−  =   0 
    ( )cos 2sin 1θ θ −  =   0 

       นั่นคือ   cos 0θ =  หรือ 1sin
2

θ =  

       คาของ θ  เม่ือ 0 360θ° ≤ < °  ท่ีทําให cos 0θ =  คือ 90°  และ 270°  

       คาของ θ  เม่ือ 0 360θ° ≤ < °  ท่ีทําให 1sin
2

θ =  คือ 30°  และ 150°  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }30 ,90 ,150 ,270° ° ° °  

28. 1)   จาก         2tan 3θ −  =  0 
       จะได      2tan θ  =  3 

       นั่นคือ   tan 3θ =  หรือ tan 3θ = −  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให tan 3θ =  คือ 
3
π  และ 4

3
π  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให tan 3θ = −  คือ 2
3
π   และ 5

3
π  

       ดังนั้น คาท่ัวไปของ θ  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 
3

n ππ +  และ 
3

n ππ −   

  เม่ือ n เปนจํานวนเต็ม 
 2)   จาก                   cos2θ  =  sinθ  
       จะได  21 2sin θ−  =  sinθ  
                  22sin sin 1θ θ+ −  =   0 
           ( )( )2sin 1 sin 1θ θ− +  =  0 

       นั่นคือ   1sin
2

θ =  หรือ sin 1θ = −  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให 1sin
2

θ =  คือ 
6
π  และ 5

6
π  

       คาของ θ  ในชวง [ )0, 2π  ท่ีทําให sin 1θ = −  คือ 3
2
π   

       ดังนั้น คาท่ัวไปของ θ  ท่ีทําใหสมการเปนจริง คือ 52 ,2
6 6

n nπ ππ π+ +  และ 32
2

n ππ +   

        เม่ือ n เปนจํานวนเต็ม   
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29. 1)   เนื่องจาก  180A B C+ + = °  
        จะได  A  =  ( ) ( )180 180 120 35 25B C° − + = ° − ° + ° = °  

       จากกฎของไซน   

           sin A
a

 =   sin B
b

 

       จะได       sin 25
15

°  =  sin120
b

°  

     b =   15sin120
sin 25

°
°

 

      ≈   ( )15 0.8660
0.4226

 

      ≈   30.7383 

       และ       sin A
a

 =   sinC
c

 

       จะได       sin 25
15

°  =  sin35
c

°  

     c =   15sin35
sin 25

°
°

 

      ≈   ( )15 0.5736
0.4226

 

      ≈   20.3597 
       ดังนั้น  b ≈  30.7383,  c ≈  20.3597  และ A = 25°  
 2)   เนื่องจาก  180A B C+ + = °  

        จะได  C  =  ( ) ( )180 180 102 41 37A B° − + = ° − ° + ° = °  

       จากกฎของไซน   

           sin C
c

 =   sin A
a

 

       จะได       sin37
52.8

°  =  sin102
a

°  

     a =   52.8sin102
sin37

°
°

 

      ≈   ( )52.8 0.9781
0.6018

 

      ≈   85.8154 

       และ       sin C
c

 =   sin B
b
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       จะได       sin37
52.8

°  =  sin 41
b

°  

     b =   52.8sin 41
sin37

°
°

 

      ≈   ( )52.8 0.6561
0.6018

 

      ≈   57.5641 
       ดังนั้น  a ≈   85.8154,  b ≈  57.5641  และ C = 37°  
 3)   จากกฎของโคไซน  2 2 2 2 cosa b c bc A= + −  

       จะได      21  =  ( ) ( )( )
2 23 2 2 3 2 cos A+ −  

              cos A  =   3
2

 

       นั่นคือ    A    =   30°  
       จากกฎของโคไซน  2 2 2 2 cosb a c ac B= + −  

       จะได     ( )2
3  =  ( )( )2 21 2 2 1 2 cos B+ −  

               cos B  =   1
2

 

       นั่นคือ    B    =   60°  
       เนื่องจาก  180A B C+ + = °  

        จะได  C  =  ( ) ( )180 180 30 60 90A B° − + = ° − ° + ° = °  

       ดังนั้น   A = 30° ,  B = 60°  และ C = 90°  

 4)   จากกฎของไซน   sin sinB C
b c

=  

       จะได      sin 60
3 2

°  =  sin
3 3

C
+

 

          sin C  =   
( )3 3 sin 60

3 2

+ °
 

     =   6 2
4
+  

       นั่นคือ  C  =  75°  หรือ 105°  

       ถา  C  =  75°  แลว  A = ( ) ( )180 180 60 75 45B C° − + = ° − ° + ° = °  
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       จากกฎของไซน   sin sinB A
b a

=  

       จะได      sin 60
3 2

°  =  sin 45
a

°  

    a =   3 2 sin 45
sin 60

°
°

 

     =   2 3  
       ถา  C  =  105°  แลว  A = ( ) ( )180 180 60 105 15B C° − + = ° − ° + ° = °  

       จากกฎของไซน   sin sinB A
b a

=  

       จะได      sin 60
3 2

°  =  sin15
a

°  

    a =   3 2 sin15
sin 60

°
°

 

     =   3 3−  

       ดังนั้น  A = 45° , C = 75°  และ a = 2 3   หรือ A = 15° , C = 105°  และ a = 3 3−    

 5)   จากกฎของไซน   sin sinB C
b c

=  

       จะได      sin 45
8
°  =  sin

12
C  

          sin C  =   12 sin 45
8

°  

     =   3
2

 

       นั่นคือ  C  =  60°  หรือ 120°  

       ถา  C  = 60°  แลว  A = ( ) ( )180 180 45 60 75B C° − + = ° − ° + ° = °  

       จากกฎของไซน   sin sinB A
b a

=  

       จะได      sin 45
8
°  =  sin 75

a
°  

    a =   8 sin 75
sin 45

°
°

 

     =   6 2+  
       ถา  C  = 120°  แลว  A = ( ) ( )180 180 45 120 15B C° − + = ° − ° + ° = °  
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       จากกฎของไซน   sin sinB A
b a

=  

       จะได      sin 45
8
°  =  sin15

a
°  

    a =   8 sin15
sin 45

°
°

 

     =   6 2−  
       ดังนั้น  A = 75° , C = 60°  และ a = 6 2+   หรือ A = 15° , C = 120°   

  และ a = 6 2−  
 6)   จากกฎของโคไซน  2 2 2 2 cosa b c bc A= + −  

       จะได      23  =  ( )( )2 24 5 2 4 5 cos A+ −  

               cos A  =   4
5

 

       นั่นคือ    A    ≈    36.87°  
       จากกฎของโคไซน  2 2 2 2 cosb a c ac B= + −  
       จะได         24  =  ( )( )2 23 5 2 3 5 cos B+ −  

              cos B  =   3
5

 

       นั่นคือ    B    ≈    53.13°  
       จากกฎของโคไซน  2 2 2 2 cosc a b ab C= + −  

       จะได          25  =  ( )( )2 23 4 2 3 4 cosC+ −  
              cosC  =   0 
       นั่นคือ    C    =   90°  
       ดังนั้น   A ≈  36.87° ,  B ≈  53.13°  และ C = 90°  
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30.   

 
 ให  AC เปนเสนผานศูนยกลางของวงกลมนี้  
 จะไดมุมในครึ่งวงกลมเปนมุมฉาก นั่นคือ มุม ˆABC  = 90°  และรูปสี่เหลี่ยมดานขนานรูปนี้เปน 
    รูปสี่เหลี่ยมผืนผา 
 เนื่องจาก ˆ 55BAC = °  จะได  ˆ 90 55 35ACB = ° − ° = °  
 เนื่องจากวงกลมนี้มีรัศมียาว 10 หนวย จะได  AC = 20 หนวย 
 จากกฎของไซน  จะได 

    
ˆsin ABC

AC
 =   

ˆsin BAC
BC

 

 นั่นคือ       sin90
20

°  =  sin55
BC

°  

   BC =   20sin55
sin90

°
°

 

    ≈   16.38 
 จากกฎของไซน  จะได 

    
ˆsin ABC

AC
 =   

ˆsin ACB
AB

 

 นั่นคือ    sin90
20

°  =  sin35
AB

°  

   AB =   20sin35
sin90

°
°

 

    ≈   11.47 
 จาก   พ้ืนท่ีสวนท่ีแรเงา  =  พ้ืนท่ีของวงกลม – พ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 
     =  ( ) ( )( )210 16.38 11.47π −  
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     ≈  126.12 ตารางหนวย 
 ดังนั้น พ้ืนท่ีสวนท่ีแรเงาประมาณ 126.12 ตารางหนวย 
31.   

 
 พิจารณารูปสามเหลี่ยม BCD จากกฎของโคไซน จะได 
  2BD  =  ( )( )2 2 ˆ2 cosBC CD BC CD BCD+ −  

   =  ( )( )2 240 20 2 40 20 cos30+ − °  
   ≈    614.36 
 จะได  BD ≈   24.79 
 เนื่องจาก AB = AD , ˆ 90BAD = °  และทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได 
  2BD  =  2 2AB AD+  
       614.36 =   ( )22 AD  

  2AD  =  614.36
2

 

    AD ≈  17.53 
 พ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยม  ABCD =  พ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยม ABD + พ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยม BCD 

      =  1 117.53 17.53 40 20 sin30
2 2
× × + × × × °  

      ≈   353.65 
 ดังนั้น ท่ีดินแปลงนี้ของวิมลมีพ้ืนท่ี 353.65 ตารางเมตร 
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32.   

 
 จากกฎของโคไซน จะได 
      2a  =  2 2 2 cosb c bc A+ −  

         cos A  =   
2 2 2

2
b c a

bc
+ −  

         2cos A  =   
( )

( )

22 2 2

22

b c a

bc

+ −
 

         2sin A  =   21 cos A−  

     =    
( )

( )

22 2 2

21
2

b c a

bc

+ −
−  

     =   
( ) ( )

( )

22 2 2 2

2

2

2

bc b c a

bc

− + −
 

     =   
( )( )

( )

2 2 2 2 2 2

2

2 2

2

bc b c a bc b c a

bc

− − + + + −
 

     =   
( )( ) ( )( )

( )

2 22 2

22

a b c b c a

bc

− − + −
 

     =   ( )( )( )( )
( )22

a b c a b c b c a b c a

bc

− + + − + − + +
---------- ( )1  

 ให  s  = 
2

a b c+ +   จะได  a b c+ +  = 2s  

 นั่นคือ   2 2 2a b c a b c b s b− + = + + − = −  
   2 2 2a b c a b c c s c+ − = + + − = −  
   2 2 2b c a a b c a s a+ − = + + − = −  
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 แทนใน ( )1  จะได        2sin A   =  ( )( )( )
( )2

2 2 2 2 2 2 2

2

s s a s b s c

bc

− − −
 

      =   ( )( )( )
( )2

16

4

s s a s b s c

bc

− − −
 

      =  ( )( )( )
( )2

4s s a s b s c

bc

− − −
 

 นั่นคือ  sin A   =  
( )( )( )2 s s a s b s c

bc
− − −

 

 จาก พ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยม ABC  =  1 sin
2

bc A  

 จะได พ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยม ABC  =  
( )( )( )21

2
s s a s b s c

bc
bc

− − −
⋅  

      =   ( )( )( )s s a s b s c− − −  

 ดังนั้น พ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยมใดๆ เทากับ ( )( )( )s s a s b s c− − −   

 เม่ือ a, b และ c เปนความยาวของดานท้ังสามดาน และ s = 
2

a b c+ +  

33.   

 
 ให  A  และ B เปนตําแหนงของเรือสองลํา โดยระยะ AB เทากับ 60 เมตร 
 เนื่องจาก ˆ 45DAC = °  และ ˆ 30DBA = °   
 พิจารณารูปสามเหลี่ยม ACD  จะได 
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           tan 45°  =  CD
CA

 

               CD  =   tan 45CA °  
 และพิจารณารูปสามเหลี่ยม BCD  จะได  

         tan30°  =  
60

CD
CA+

 

               CD  =   ( )60 tan30CA+ °   

 นั่นคือ      tan 45CA °  =  ( )60 tan30CA+ °  

               CA  =  ( ) 160
3

CA+  

      CA =  1 60
3 3

CA+  

          11
3

CA 
− 

 
 =  60

3
 

         3 1
3

CA
 −
  
 

 =  60
3

 

      CA =  60 3
3 3 1
×

−
 

       =   60
3 1−

 

       =   60 3 1
3 1 3 1

+
⋅

− +
 

       =   
( )60 3 1

2

+
 

       =   ( )30 3 1+  

 ดังนั้น เรือลําท่ีอยูใกลประภาคารหางจากประภาคาร ( )30 3 1+  เมตร 
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34.  

 
 จากกฎของโคไซน จะได 
    2AB  =  ( )( )2 2 ˆ2 cosAC BC AC BC ACB+ −  

     =  ( )( )2 23.2 2.4 2 3.2 2.4 cos75+ − °  
     ≈  12.02 
 นั่นคือ   AB ≈   3.47  
 ดังนั้น ความกวางของบึงกวางประมาณ 3.47 กิโลเมตร 
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35.   

 
     จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได 
  2CD  =  2 21.85 0.4 3.85+ ≈   นั่นคือ  CD  ≈   1.89 
  2DF  =  2 20.3 0.6 0.45+ =   นั่นคือ  DF  ≈   0.67 
 และ  2CF  =  2 20.7 1.25 2.05+ ≈   นั่นคือ  CF  ≈   1.43 
 จากกฎของโคไซน จะได 
            2CF  =  ( )( )2 2 ˆ2 cosCD DF CD DF CDF+ −  

           2.05 ≈   ( )( ) ˆ3.58 0.45 2 1.89 0.67 cosCDF+ −  

    ˆcosCDF  ≈   0.78 
 นั่นคือ        ˆCDF  ≈  38.74°  
 ดังนั้น มุมระหวาง CD และ DF มีขนาดประมาณ 38.74°  
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36.   

 
 ให  A เปนจุดท่ีเพชรยืนมองยอดเขาท่ีเชิงเขาแหงหนึ่ง 
  B  เปนจุดท่ีเพชรมองยอดเขา หลังจากท่ีเดินข้ึนไปตามไหลเขาซ่ึงเอียงทํามุม  
  32 องศา กับแนวราบเปนระยะทาง 100 เมตร  
   ระยะ AB เทากับ 100 เมตร 
 และ CD เปนความสูงของภูเขา 
 จาก ˆ 47DAC = °  และ ˆ 32BAC = °  จะได ˆ 47 32 15DAB = ° − ° = °  
 จาก ˆ 77EBD = °  จะได ˆ 90 77 13BDE = ° − ° = °  
 จาก ˆ 47DAC = °  จะได ˆ 43ADC = °  นั่นคือ ˆ 43 13 30ADB = ° − ° = °  
 จาก ˆ 15DAB = °  และ ˆ 30ADB = °  จะได ( )ˆ 180 15 30 135ABD = ° − ° + ° = °  

 พิจารณารูปสามเหลี่ยม ABD จากกฎของไซน จะได 

       
ˆsin ABD

AD
 =   

ˆsin ADB
AB

 

       sin135
AD

°  =   sin30
100

°  

      AD =  100sin135
sin30

°
°

 

       =  

2100
2

1
2

×
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       =  100 2  
 พิจารณารูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ACD จะได 

        ˆsinCAD   =    CD
AD

 

      CD =  ˆsinAD CAD  
       =  100 2 sin 47°  
       ≈  103.43 
 ดังนั้น ภูเขาลูกนี้สูงประมาณ 103.43 เมตร 
37.   

 
 ให  A  เปนจุดท่ีสุดายืนมองยอดเขาในครั้งแรก 
  B  เปนจุดท่ีสุดายืนมองยอดเขาในครั้งท่ีสอง 
  ระยะ AB เทากับ 500 เมตร 
 และ CD เปนความสูงของภูเขาลูกนี้ 
 พิจารณารูปสามเหลี่ยม ACD  จะได 

         tan 65°  =   CD
AC

 

    AC =  
tan 65

CD
°
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 พิจารณารูปสามเหลี่ยม BCD  จะได 

         tan35°  =   CD
CB

 

    CB =  
tan35

CD
°

 

 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส ในรูปสามเหลี่ยม ABC ท่ีมี ˆ 90BAC = °  จะได 
    2CB  =  2 2AC AB+  

    
2

tan35
CD 

 ° 
 =  

2
2500

tan 65
CD  + ° 

 

            2500  =   
2 2

tan35 tan 65
CD CD   −   ° °   

 

    2500  =   2
2 2

1 1
0.70 2.14

CD − 
 

 

    2500  =   21.82CD  
 จะได   CD  65   370.62 
 ดังนั้น ภูเขาลูกนี้สูงประมาณ 370.62 เมตร 
38.  

 
 ให CD เปนความสูงของประภาคาร 
 โดยใชความรูเรื่องเสนขนาน 
 จะได  ˆ 30DAC = °  และ ˆ 40DBC = °  
 เนื่องจาก ˆ 40DBC = °  จะได ˆ 90 40 50CDB = ° − ° = °  และ ˆ 180 40 140DBA = − =    
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 เนื่องจาก ˆ 30DAC = °  และ ˆ 140DBA = °  จะได ( )ˆ 180 30 140 10BDA = ° − ° + ° = °   

 พิจารณารูปสามเหลี่ยม ABD จากกฎของไซน จะได 

    
ˆsin ADB

AB
 =   

ˆsin ABD
AD

 

 นั่นคือ     sin10
100

°  =   sin140
AD

°  

     AD =  100sin140
sin10

°
°

 

      =  370.17 

 และ   
ˆsin ADB

AB
 =   

ˆsin DAB
BD

 

 นั่นคือ     sin10
100

°  =  sin30
BD

°  

     BD =   100sin30
sin10

°
°

 

      =   287.94 
 พิจารณารูปสามเหลี่ยมมุมฉาก BCD  จะได 

            ˆsinCBD  =   CD
BD

 

      CD =   ˆsinBD CBD  
      =   287.93sin 40°  
      =   185.08 
 ดังนั้น ยอดประภาคารอยูหางจากจุด A เปนระยะประมาณ 370.17 เมตร 
    ยอดประภาคารอยูหางจากจุด B เปนระยะประมาณ 287.94 เมตร 
    และประภาคารมีความสูงประมาณ 185.08 เมตร 
39. 1)   เนื่องจากจะไมอนุญาตใหมีการออกหนังสือแสดงสิทธิในท่ีดิน หากพ้ืนท่ีมีคาความ 
  ลาดชันโดยเฉลี่ยมากกวา 35 เปอรเซ็นตข้ึนไป  

  จะได  35tan 0.35
100

θ = =   

        นั่นคือ  ( )arctan 0.35 0.3367θ = ≈  

        และเม่ือเปลี่ยนเปนฟงกชันตรีโกณมิติของมุมท่ีมีหนวยเปนองศา จะได 19.29θ ≈ °  
       ดังนั้น จะไมอนุญาตใหมีการออกหนังสือแสดงสิทธิในพ้ืนท่ี เม่ือพ้ืนท่ีเอียงทํามุม 
  มากกวา 19.29°  
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 2)   เนื่องจากความหางของแตละเสนชั้นความสูงเทากับ 20 เมตร เม่ือกําหนดใหพ้ืนท่ีท่ีมี 
  ความลาดชันมากกวา 35 เปอรเซ็นต ให d แทนความหางของเสนชั้นความสูงแตละเสน  
  จะไดวา  

     tanθ  =  20
d

  

     0.35 =  20
d

 

          d =  20
0.35

 

      ≈  57.14 
       เนื่องจาก ระยะจริง 50,000 มิลลิเมตร เทากับระยะในแผนท่ี 1 มิลลิเมตร 
      จะได ระยะ 57.14 เมตร เทากับระยะในแผนท่ี 1.14 มิลลิเมตร 
      ดังนั้น จะไมอนุญาตใหมีการออกหนังสือแสดงสิทธิในท่ีดินในพ้ืนท่ีท่ีมีระยะหาง 
  ระหวางเสนชั้นความสูงนอยกวา 1.14 มิลลิเมตร  
40. 1)   จาก       s  = coth θ  

       จะได      s =  cos
sin

h θ
θ

 

    =  ( )sin 90
sin

h θ
θ
° −

 

 2)   จาก  s = coth θ  และ h = 1  จะได  cots θ=  
θ  15°  30°  45°  60°  75°  90°  

s 2 3+  3  1 3
3

 2 3−  
0 
 

      จากตาราง จะไดกราฟแสดงความสัมพันธระหวางความยาวของเงาบนหนาปดและมุม 
  ท่ีแสงอาทิตยทํากับหนาปด ดังนี้ 
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 3)   แสงอาทิตยทํามุมกับหนาปด 15 องศา ทําใหเงาท่ีปรากฏบนหนาปดยาวมากท่ีสุด 
      แสงอาทิตยทํามุมกับหนาปด 90 องศา ทําใหเงาท่ีปรากฏบนหนาปดยาวนอยท่ีสุด 
 4)   ประมาณ 12.00 น. 

41.   1)   จากสมการ  sin W
L

θ =  

       ในท่ีนี้ จะได  W = 5 และ L = 6.5 

       นั่นคือ  5sin
6.5

θ =  

       จะได       θ  ≈  50.28°    
      ดังนั้น มุมท่ีเกิดจากเสนทางการเคลื่อนท่ีของหยดเลือดทํากับพ้ืนมีขนาดประมาณ  
  50.28 องศา 

 2)   จากสมการ  sin W
L

θ =  

       ในท่ีนี้ จะได  W = 1.4 และ L = 1.8 

       นั่นคือ  1.4sin
1.8

θ =  

       จะได       θ ≈  51.06°    
      ดังนั้น มุมท่ีเกิดจากเสนทางการเคลื่อนท่ีของหยดเลือดทํากับพ้ืนมีขนาดประมาณ  
  51.06 องศา 
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42.   

 
        ให A แทนตําแหนงยอดหอไอเฟล  
      ระยะ AB แทนความสูงจากระดับสายตาปรีชาถึงยอดหอไอเฟล  
      จะได  AB  =  324 1.8 322.2− =  เมตร 

      จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได  CD  =  2 2125 125 125 2+ =  เมตร 

      นั่นคือ  CB  =  125 2
2

 เมตร 

      พิจารณารูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC จะได 

           tanθ  =  AB
BC

 

     =  322.22
125 2

2

 

     ≈  3.65 
       จะได                       θ  ≈ 74.68°  
       ดังนั้น ปรีชาจะมองเห็นยอดหอไอเฟลดวยมุมเงยประมาณ 74.68  องศา 
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43.   

 
        ให ABC เปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว ท่ีมีมุม A เปนมุมยอด และ AD เปนความสูง และ BC เปนฐาน 
 จะได  ˆ 90ADC = °  

      1)   จาก     cos
2
θ  =  AD

AC
 

             นั่นคือ  cos
2
θ  =  

4
AD  

   AD =   4cos
2
θ  

       ดังนั้น ความสูงของรูปสามเหลี่ยมนี้ เทากับ 4cos
2
θ  นิ้ว 

 2)   จาก     sin
2
θ  =  DC

AC
 

       นั่นคือ  sin
2
θ  =  

4
DC  

   DC =  4sin
2
θ  

       ดังนั้น ความยาวฐานของรูปสามเหลี่ยมนี้ เทากับ 8sin
2
θ  นิ้ว 
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 3)   จากพ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยม  =  1
2

AD BC× ×  

      =  1 4cos 8sin
2 2 2

θ θ  
  
  

 

      =  8 2sin cos
2 2
θ θ 

 
 

 

      =  8sinθ  
       ดังนั้น พ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยมนี้ เทากับ 8sinθ  ตารางนิ้ว 
44.   จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได 
  2AC  =  2 2AB BC+  
   =  2 212 5+  
   =  169 
        นั่นคือ    AC =  13  เซนติเมตร 
      จาก     2EC  =  2 2AE AC+  
   =  2 26 13+  
   =  205 
       นั่นคือ    EC =  205  เซนติเมตร 
      พิจารณารูปสามเหลี่ยม ACE  จากกฎของโคไซน จะได 
   2AE  =  ( )( )2 2 ˆ2 cosAC EC AC EC ACE+ −  

        นั่นคือ   26  =  ( ) ( )( )22 ˆ13 205 2 13 205 cos ACE+ −  

        จะได    ˆcos ACE  ≈    0.9080 
              ˆACE  ≈   24.77°  
 พิจารณารูปสามเหลี่ยม  HDF  จากกฎของโคไซน จะได 
   2HF  =  ( )( )2 2 ˆ2 cosDH DF DH DF HDF+ −  

     เนื่องจาก  HF = AC = 13  และ  DF = EC = 205   

        จะได    213  =  ( ) ( )( )22 ˆ6 205 2 6 205 cos HDF+ −  

        จะได     ˆcos HDF  ≈    0.4191 
               ˆHDF  ≈   65.22°  
        จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได  
   2CH  =  2 2HD DC+  
    =  2 26 12+  
    =  180 
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        นั่นคือ   CH =  180  นิ้ว 
      พิจารณารูปสามเหลี่ยม ECH  จากกฎของโคไซน จะได 
   2EH  =  ( )( )2 2 ˆ2 cosEC HC EC HC ECH+ −  

        นั่นคือ     25  =  ( ) ( ) ( )( )2 2 ˆ205 180 2 205 180 cos ECH+ −  

        จะได     ˆcos ECH  ≈    0.9370 
               ˆECH  ≈   20.45°  
        ดังนั้น มุม ACE  มุม HDF และมุม ECH มีขนาดประมาณ 24.77 , 65.22° °  และ 20.45°   
      ตามลําดับ 
45.  จาก  ( ) ( )50 1 cosf θ θ= −     

 จะได คาบ คือ 2π  และ แอมพลิจูด คือ 50 
 เขียนกราฟของฟงกชัน ( ) ( )50 1 cosf θ θ= −  ไดดังนี ้

 
 1)   จาก   1−  ≤         cosθ  ≤      1 
            จะได      1−  ≤       cosθ−  ≤      1 
      0  ≤       1 cosθ−  ≤      2 
     0  ≤   ( )50 1 cosθ−  ≤    100 

       นั่นคือ  ( )0 100f θ≤ ≤  

       ดังนั้น เรนจของ  f  คือ [ ]0, 100  

 2)   ในวันแรม 15 คํ่า  แทน θ  ใน ( )f θ  ดวย 0°  จะได 
         ( )0f °  =   ( )50 1 cos0− °  
    =    0 
       ดังนั้น รอยละของพ้ืนท่ีภาพของดวงจันทรท่ีสามารถมองเห็นได ในวันแรม 15 คํ่า เปน 0 

       ในวันข้ึน 8 คํ่า  แทน θ  ใน ( )f θ  ดวย 90°   จะได 
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      ( )90f °  =   ( )50 1 cos90− °  
    =    50 
       ดังนั้น รอยละของพ้ืนท่ีภาพของดวงจันทรท่ีสามารถมองเห็นได ในวันข้ึน 8 คํ่า เปน 50 

       ในวันข้ึน 15 คํ่า  แทน θ  ใน ( )f θ  ดวย 180°   จะได 
     ( )180f °  =   ( )50 1 cos180− °  
    =    100 
      ดังนั้น รอยละของพ้ืนท่ีภาพของดวงจันทรท่ีสามารถมองเห็นได ในวันข้ึน 15 คํ่า เปน 100 
       ในวันแรม 8 คํ่า  แทน θ  ใน ( )f θ  ดวย 270°   จะได 
     ( )270f °  =   ( )50 1 cos270− °  
    =    50 
       ดังนั้น รอยละของพ้ืนท่ีภาพของดวงจันทรท่ีสามารถมองเห็นได ในวันแรม 8 คํ่า เปน 50 
 3)   จาก                 25 =   ( )50 1 cosθ−  

      จะได        1 cosθ−   =   1
2

 

           cosθ  =   1
2

 

       เนื่องจาก  0 360θ° ≤ ≤ °  จะได  60θ = °  หรือ 300θ = °  
       ดังนั้น 60θ = °  หรือ 300θ = °  ทําใหดวงจันทรมีลักษณะเปนเสี้ยวท่ีมีรอยละของ 
  พ้ืนท่ีภาพของดวงจันทรท่ีสามารถมองเห็นไดเปน 25  
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บทท่ี 2 เมทริกซ 

 

แบบฝกหัด 2.1  

1. จากโจทยจะไดวา  2 3 5, 2 4y z− = =  และ 3x y+ =  

      จาก 2 3 5y − =  จะได  4y =  

      จาก 2 4z =  จะได  2z =  

      แทน y  ดวย 4 ใน 3x y+ =  จะได  1x = −  

      ดังนั้น  ,x y  และ z คือ 1, 4−  และ 2 ตามลําดับ 

2.   ให  
3 1

,
0 2

A B   
= =   −   

  และ 
5
3

C  
=  
 

 จากระบบสมการเชิงเสน  

     จะไดสมการเมทริกซ คือ  

      
3 1
0 2

x y   
+   −   

 =  
5
3
 
 
 

 

3. 1)   จํานวนนักเรียนชายชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 2 คือ สมาชิกท่ีอยูในแถวท่ี 2 หลักท่ี 2  
      นั่นคือ จํานวนนักเรียนชายชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 2 มี 124 คน 
 2)   จํานวนนักเรียนหญิงท้ังหมดของโรงเรียนแหงนี้ คือ 122 128 115 365+ + =  คน 
 3)   เมทริกซแสดงผลตางของจํานวนนักเรียนหญิงและชายในแตละระดับชั้นของ 

        โรงเรียนแหงนี้ คือ  
122 130 8
128 124 4

4115 119

 −  
   − =   
   −   

 

4. 1)        A B+  =   
1 2 0 1
3 4 1 1
   

+   −   
 

      =   ( )
2 11 0

4 13 1
+ +

 + −+ 
 

      =   
1 3
4 3
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 2)      2A B−  = 
1 2 0 1

2
3 4 1 1
   

−   −   
 

      = 
2 4 0 1
6 8 1 1
   

−   −   
 

       = ( )
4 12 0

8 16 1
− −

 − −− 
 

       = 
2 3
5 9
 
 
 

 

 3)      2
3

B−  = 
0 12
1 13
 

−  − 
 

       = 

20
3

2 2
3 3

 − 
 
 −  

 

5.  1)  
1 3 1 3 2
2 1 1 3 0

−   
   −   

 =  
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
1 1 3 1 1 3 3 3 1 2 3 0

2 1 1 1 2 3 1 3 2 2 1 0

 − + + +
 

− + − + − + −  
 

   =  
1 3 3 9 2 0
2 1 6 3 4 0

− + + + 
 − − − + 

 

        =  
2 12 2
3 3 4

 
 − 

 

 2)  
3

1 2 5
1

2 0 1
1

− 
   
   −   − 

 =  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
1 3 2 1 5 1

2 3 0 1 1 1

 − + + −
 

− + + − −  
 

     =  
3 2 5
6 0 1

− + − 
 − + + 

 

      =   
6
5

− 
 − 

 

 3)            
2 1 7
5 6 5

−   
   −   

 =   
( )( ) ( )

( ) ( )
2 7 1 5

5 7 6 5

 − + −
 

+ −  
 

        =   
14 5

35 30
− − 
 − 
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2 1 7
5 6 5

−   
   −   

 =   
19

5
− 
 
 

 

 4)          [ ]
0

3 2 1 1
1

 
 
 
 − 

 =   ( ) ( ) ( )3 0 2 1 1 1 + + −    

       =   [ ]0 2 1+ −  

       =   [ ]1  

 5)           [ ]1
3 2 1

1
 
 − 

 =   
( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 3 1 2 1 1

1 3 1 2 1 1

 
 
− − −  

 

       = 
3 2 1
3 2 1

 
 − − − 

 

 6)      
1 5 2
4 3 0

x
y
z

 
−   
   −    

 =   
( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
1 5 2

4 3 0

x y z

x y z

 − + +
 

+ − +  
 

       =   
5 2
4 3

x y z
x y

− + + 
 − 

 

6. 1)  2 3C E−   =   
3 1 3 2 4 5

2 4 1 0 3 1 1 1
2 1 3 2 2 0

− −   
   − −   
      

 

   =   
6 2 6 6 12 15
8 2 0 3 3 3
4 2 6 6 6 0

− −   
   − −   
      

 

   =   
( )

( )
2 12 6 156 6

8 3 2 3 0 3
4 6 2 6 6 0

 − − − −−
 

− − − − 
 − − − 

  

   =   
0 10 9
5 1 3
2 4 6

− 
 − 
 − − 
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 2)  AB  = 
1 0

1 2 0
2 1

2 1 4
3 2

 
   
       

 

   =   
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 2 2 0 3 1 0 2 1 0 2

2 1 1 2 4 3 2 0 1 1 4 2

 + + + +
 

+ + + +  
   

   =   
1 4 0 0 2 0

2 2 12 0 1 8
+ + + + 

 + + + + 
 

   =   
5 2

16 9
 
 
 

 

   BA  =   
1 0

1 2 0
2 1

2 1 4
3 2

 
  
      

 

    =   
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 0 2 1 2 0 1 1 0 0 4

2 1 1 2 2 2 1 1 2 0 1 4

3 1 2 2 3 2 2 1 3 0 2 4

 + + + 
 

+ + + 
 + + + 

 

    =   
1 0 2 0 0 0
2 2 4 1 0 4
3 4 6 2 0 8

+ + + 
 + + + 
 + + + 

 

    =   
1 2 0
4 5 4
7 8 8

 
 
 
  

 

 3)          2D  =   
3 2 3 2
2 0 2 0

− −   
   
   

 

    =   
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
3 3 2 2 3 2 2 0

2 3 0 2 2 2 0 0

 + − − + −
 

+ − +  
 

    =   
( )
( )

6 09 4
6 0 4 0

 − +−
 
+ − +  

 

    =   
5 6
6 4

− 
 − 

 

  จาก AB  ท่ีไดในขอ 2) จะได         
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          2AB D+  =   
5 2 5 6

16 9 6 4
−   

+   −   
 

    =   
( )
( )

2 65 5
16 6 9 4

 + −+
 

+ + −  
 

    =   
10 4
22 5

− 
 
 

 

 4)         2C  =   
3 1 3 3 1 3
4 1 0 4 1 0
2 1 3 2 1 3

− −   
   
   
      

 

    = 
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 3 1 4 3 2 3 1 1 1 3 1 3 3 1 0 3 3

4 3 1 4 0 2 4 1 1 1 0 1 4 3 1 0 0 3

2 3 1 4 3 2 2 1 1 1 3 1 2 3 1 0 3 3

 + − + − + − + + − + 
 

+ + − + + + + 
 + + − + + + + 

 

    =   
( )
( )
( )

3 1 39 4 6 9 0 9
12 4 0 4 1 0 12 0 0
6 4 6 6 0 92 1 3

 − − + − + + +
 

+ + − + + + + 
 + + + +− + + 

 

    =   
11 1 18
16 3 12
16 2 15

− 
 − 
  

 

  จาก BA  ท่ีไดในขอ 2) จะได          

 22BA C−  =   
1 2 0 11 1 18
4 5 4 2 16 3 12
7 8 8 16 2 15

−   
   − −   
      

 

  =   
1 2 0 22 2 36
4 5 4 32 6 24
7 8 8 32 4 30

−   
   − −   
      

 

  =   
( )
( )

2 21 22 0 36
4 32 5 6 4 24
7 32 8 308 4

 − − − −
 

− − − − 
 − −− 

 

    =   
21 4 36
28 11 20
25 4 22

− − 
 − − 
 − − 
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 5)         t tA B  =   
1 2

1 2 3
2 1

0 1 2
0 4

 
  
      

 

   =   
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 0 1 2 2 1 1 3 2 2

2 1 1 0 2 2 1 1 2 3 1 2

0 1 4 0 0 2 4 1 0 3 4 2

 + + + 
 

+ + + 
 + + + 

 

   =   
1 0 2 2 3 4
2 0 4 1 6 2
0 0 0 4 0 8

+ + + 
 + + + 
 + + + 

 

   =   
1 4 7
2 5 8
0 4 8

 
 
 
  

 

         2t tA B E+  =   
1 4 7 2 4 5
2 5 8 2 1 1 1
0 4 8 2 2 0

−   
   + −   
      

 

   =   
1 4 7 4 8 10
2 5 8 2 2 2
0 4 8 4 4 0

−   
   + −   
      

 

   =   
( )

( )
4 8 7 101 4

2 2 5 2 8 2
0 4 4 4 8 0

 + − ++
 

+ + + − 
 + + + 

 

   =   
5 4 17
4 7 6
4 8 8

− 
 
 
  

 

 6)  จาก AB  ท่ีไดในขอ 2) จะได         

  ( )AB D  =   
5 2 3 2

16 9 2 0
−   

   
   

 

   =   
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

5 3 2 2 5 2 2 0

16 3 9 2 16 2 9 0

 + − +
 

+ − +  
 

   =   
( )
( )

10 015 4
48 18 32 0

 − ++
 

+ − +  
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  ( )AB D  =   
19 10
66 32

− 
 − 

 

 7)         C E+  =   
3 1 3 2 4 5
4 1 0 1 1 1
2 1 3 2 2 0

− −   
   + −   
      

 

   =   
( ) ( )

( )
1 4 3 53 2

4 1 1 1 0 1
2 2 1 2 3 0

 − + − ++
 

+ + + − 
 + + + 

 

 

   =   
5 5 8
5 2 1
4 3 3

− 
 − 
  

 

  จาก BA  ท่ีไดในขอ 2) จะได          

    ( )BA C E+  = 
1 2 0 5 5 8
4 5 4 5 2 1
7 8 8 4 3 3

−   
   −   
      

 

   = 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 5 2 5 0 4 1 5 2 2 0 3 1 8 2 1 0 3

4 5 5 5 4 4 4 5 5 2 4 3 4 8 5 1 4 3

7 5 8 5 8 4 7 5 8 2 8 3 7 8 8 1 8 3

 + + − + + + − + 
 

+ + − + + + − + 
 + + − + + + − + 

 

   =   
( )

( )
( )

5 4 05 10 0 8 2 0
20 25 16 20 10 12 32 5 12
35 40 32 56 8 2435 16 24

 − + + + + − +
 

+ + − + + − + 
 + + − +− + + 

 

   =   
15 1 6
61 2 39

107 5 72

− 
 
 
  

 

7. 1) AB  = 
1 3 1 3 2
2 1 1 3 0

−   
   −   

 

   =   
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
1 1 3 1 1 3 3 3 1 2 3 0

2 1 1 1 2 3 1 3 2 2 1 0

 − + + +
 

− + − + − + −  
 

   =   
( )
( )

1 3 3 9 2 0
6 3 4 02 1

 − + + +
 

− +− −  
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    =   
2 12 2
3 3 4

 
 − 

 

  จะได ABC  = ( )AB C  

    =   
1 2

2 12 2
0 1

3 3 4
3 2

− 
   
   −   − 

 

    =   
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
2 1 12 0 2 3 2 2 12 1 2 2

3 1 3 0 4 3 3 2 3 1 4 2

 − + + + + −
 
− − + + − + + −  

 

    =   
( )

( )
4 12 42 0 6
6 3 83 0 12

+ − − + +
 − + −+ + 

 

    =   
4 12

15 11
 
 − 

 

 2)  tAC  = 
1 3 1 0 3
2 1 2 1 2

−   
   − −   

 

    =   
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
1 1 3 2 1 0 3 1 1 3 3 2

2 1 1 2 2 0 1 1 2 3 1 2

 − + + + −
 

− + − + − + − −  
 

    =   
( )
( )

1 6 0 3 3 6
0 1 6 22 2

 − + + −
 

− +− −  
 

    =   
5 3 3
4 1 8

− 
 − − 

 

  จาก AB  ท่ีไดขอ 1) จะได          

  tAB AC+  =   
2 12 2 5 3 3
3 3 4 4 1 8

−   
+   − − −   

 

    =   ( ) ( ) ( )
( )2 5 12 3 2 3

3 4 3 1 4 8

+ + + −
 − + − + − + 

 

    =   
7 15 1
7 2 12

− 
 − 

 

 3)  2A  = 
1 3 1 3
2 1 2 1
   
   − −   
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   2A  =   
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
1 1 3 2 1 3 3 1

2 1 1 2 2 3 1 1

 + + −
 

+ − + − −  
 

    =   
1 6 3 3
2 2 6 1
+ − 

 − + 
 

    =   
7 0
0 7
 
 
 

 

   BC  = 
1 2

1 3 2
0 1

1 3 0
3 2

− 
−   
      − 

 

    =   
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1 3 0 2 3 1 2 3 1 2 2

1 1 3 0 0 3 1 2 3 1 0 2

 − − + + − + + −
 

− + + + + −  
 

    =   ( )
1 0 6 2 3 4

1 0 0 2 3 0
+ + − + −

 − + + + + 
 

    =   
7 3
1 5

− 
 − 

 

  จะได 2 2A BC−  =   
7 0 7 3

2
0 7 1 5

−   
−   −   

 

    =   
7 0 14 6
0 7 2 10

−   
−   −   

 

    =   ( )
( )7 14 0 6

0 2 7 10

− − −
 − − − 

 

    =   
7 6
2 3

− 
 − 

 

8. จาก  2A  = 
1 1 1 1
0 2 0 2
   
   
   

 

    =   
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 0 1 1 1 2

0 1 2 0 0 1 2 2

 + +
 

+ +  
 

    =   
1 0 1 2
0 0 0 4
+ + 

 + + 
 

    =   
1 3
0 4
 
 
 

 



     
     
     

    
 

338 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม  1 

 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

   3A  = 2A A  

    =   
1 3 1 1
0 4 0 2
   
   
   

 

    =   
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 3 0 1 1 3 2

0 1 4 0 0 1 4 2

 + +
 

+ +  
 

    =   
1 0 1 6
0 0 0 8
+ + 

 + + 
 

    =   
1 7
0 8
 
 
 

 

   4A  = 3A A  

    =   
1 7 1 1
0 8 0 2
   
   
   

 

    =   
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 7 0 1 1 7 2

0 1 8 0 0 1 8 2

 + +
 

+ +  
 

    =   
1 0 1 14
0 0 0 16
+ + 

 + + 
 

    =   
1 15
0 16
 
 
 

 

 จึงคาดการณวา nA  =  
1 2 1
0 2

n

n

 −
 
  

  เม่ือ n เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ   

9. 1)  2 tA  = 
1 3

2
1 2

 
 − 

 

    = 
2 6
2 4

 
 − 

 

  ให X  เปนเมทริกซท่ีตองการ จะได  
   A X+  = 2 tA  

  นั่นคือ X  = 2 tA A−  

    = 
2 6 1 1
2 4 3 2

−   
−   −   

 

    = ( )
( )2 1 6 1

2 3 4 2

− − −
 − − − 
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   X  = 
1 7
5 2

 
 − 

 

 2) วิธีท่ี 1 2A  = 
1 1 1 1
3 2 3 2

− −   
   
   

 

    = 
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
1 1 1 3 1 1 1 2

3 1 2 3 3 1 2 2

 + − − + −
 

+ − +  
 

    = 
1 3 1 2
3 6 3 4
− − − 

 + − + 
 

    = 
2 3
9 1
− − 
 
 

 

    ให X  เปนเมทริกซท่ีตองการ จะได 
   A X+  = 2A  

    นั่นคือ X  = 2A A−  

    = 
2 3 1 1
9 1 3 2
− − −   

−   
   

 

    = 
( )3 12 1

9 3 1 2
 − − −− −
 − − 

 

    = 
3 2
6 1
− − 
 − 

 

  วิธีท่ี 2 ให X  เปนเมทริกซท่ีตองการ จะได 
   A X+  = 2A  
    นั่นคือ X  = 2A A−  
    = 2AA AI−  
    = ( )2A A I−  

    = 
1 1 1 1 1 0
3 2 3 2 0 1

 − −     
−      

      
 

    = 
1 1 0 1
3 2 3 1

− −   
   
   

 

    = 
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )

1 0 1 3 1 1 1 1

3 0 2 3 3 1 2 2

 + − − + −
 

+ − +  
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   X  = 
3 2
6 1
− − 
 − 

 

 3) ให X  เปนเมทริกซท่ีตองการ จะได  

   A X+  = 
x y
z t
 
 
 

 

  นั่นคือ  X  = 
x y

A
z t
 

− 
 

 

    = 
1 1
3 2

x y
z t

−   
−   

   
 

    = 
1 1
3 2

x y
z t
− + 

 − − 
 

10. 1)  3X A−  = A  
    3X  = 2A  

     X  = 2
3

A  

      = 
1 12
2 23
− 
 − 

 

      = 

2 2
3 3
4 4
3 3

 − 
 
 −  

 

 2)  1
2

A  = ( )2 2X A−  

   1
2

A  = 4 2X A−  

   5
2

A  = 4X  

     X  = 5
8

A  

      = 
1 15
2 28
− 
 − 

 

      = 

5 5
8 8
5 5
4 4

 − 
 
 −  
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11. 1)  A B−  = 
1 2 3 2
3 0 0 1
   

−   −   
 

       = ( )
2 21 3

0 13 0
− −

 − −− 
 

       = 
2 0
3 1

− 
 
 

 

   ( )2A B−  = 
2 0 2 0
3 1 3 1

− −   
   
   

 

       = 
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
2 2 0 3 2 0 0 1

3 2 1 3 3 0 1 1

 − − + − +
 

− + +  
 

       = ( )
4 0 0 0

6 3 0 1
+ +

 − + + 
 

       = 
4 0
3 1

 
 − 

 

   2A  = 
1 2 1 2
3 0 3 0
   
   
   

 

    = 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 3 1 2 2 0

3 1 0 3 3 2 0 0

 + +
 

+ +  
 

    = 
1 6 2 0
3 0 6 0
+ + 

 + + 
 

    = 
7 2
3 6
 
 
 

 

   AB  = 
1 2 3 2
3 0 0 1
   
   −   

 

    = 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 3 2 0 1 2 2 1

3 3 0 0 3 2 0 1

 + + −
 

+ + −  
 

    = 
3 0 2 2
9 0 6 0
+ − 

 + + 
 

    = 
3 0
9 6
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   2B  = 
3 2 3 2
0 1 0 1
   
   − −   

 

    = 
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
3 3 2 0 3 2 2 1

0 3 1 0 0 2 1 1

 + + −
 

+ − + − −  
 

    = 
9 0 6 2
0 0 0 1
+ − 

 + + 
 

    = 
9 4
0 1
 
 
 

 

   2 22A AB B− +  = 
7 2 3 0 9 4

2
3 6 9 6 0 1
     

− +     
     

 

    = 
7 2 6 0 9 4
3 6 18 12 0 1
     

− +     
     

 

    = 
10 6
15 5

 
 − − 

 

  ดังนั้น ( )2 2 22A B A AB B− ≠ − +  

 2)  A B+  = 
1 2 3 2
3 0 0 1
   

+   −   
 

    = ( )
2 21 3

0 13 0
+ +

 + −+ 
 

    = 
4 4
3 1
 
 − 

 

   ( )( )A B A B+ −  = 
4 4 2 0
3 1 3 1

−   
   −   

 

    = 
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
4 2 4 3 4 0 4 1

3 2 1 3 3 0 1 1

 − + +
 

− + − + −  
 

    = ( )
8 12 0 4
6 3 0 1

− + +
 − − − 

 

    = 
4 4
9 1

 
 − − 
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   2 2A B−  = 
7 2 9 4
3 6 0 1
   

−   
   

 

    = 
7 9 2 4
3 0 6 1
− − 

 − − 
 

    = 
2 2
3 5

− − 
 
 

 

  ดังนั้น ( )( ) 2 2A B A B A B+ − ≠ −  

12. เนื่องจาก 0A ≠  จะได 

  2A  = 
0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

a b a b
c c

   
   
   
      

 

    = 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

a b a a b b a c b

c a c b c c

a b c

 + + + + + + 
 

+ + + + + + 
 + + + + + + 

 

    = 
0 0
0 0 0
0 0 0

ac 
 
 
  

 

 เนื่องจาก 0ac ≠  จึงไดวา 2 0A ≠  
  3A  = 2AA  

    = 
0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

a b ac
c

   
   
   
      

 

    = 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

a b a b ac a b

c c ac c

ac

 + + + + + + 
 

+ + + + + + 
 + + + + + + 

 

    = 
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 
 
 
  

 

 นั่นคือ 3 0A =  

 ดังนั้น จํานวนเต็มบวก n ท่ีนอยท่ีสุดท่ีทําให  0nA =  คือ 3 
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13. จาก   2A  = 
1 1 1 1
x y x y
   
   
   

 

    = 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 1

1 1

x y

x y x x y y

 + +
 

+ +  
 

    = 2

11 yx
x yx x y

+ +
 + + 

 

 เนื่องจาก  2 0A =  จะได   

   2

11 yx
x yx x y

+ +
 + + 

 = 
0 0
0 0
 
 
 

 

 นั่นคือ  1 0, 1 0, 0x y x yx+ = + = + =  และ 2 0x y+ =    

 ดังนั้น 1x = −  และ 1y = −  

14. ให   ij m n
A a

×
 =   และ ij n p

B b
×

 =    

 จะได ij m p
AB c

×
 =    เม่ือ ijc  = 1 1 2 2i j i j in nja b a b a b+ + +  

 นั่นคือ ( ) ij ijm p m p
k AB k c kc

× ×
   = =     

 จาก ij m n
kA ka

×
 =   จะได  ( ) ij m p

kA B d
×

 =     

 เม่ือ  ijd  = ( ) ( ) ( )1 1 2 2i j i j in njka b ka b ka b+ + +  

    = ( ) ( ) ( )1 1 2 2i j i j in njk a b k a b k a b+ + +  

    = ( )1 1 2 2i j i j in njk a b a b a b+ + +  

    = ijkc  

 ดังนั้น ( ) ( )k AB kA B=  

 และจาก ij n p
kB kb

×
 =   จะได 

   ( )A kB  = ij m p
e

×
   เม่ือ 

   ije  = ( ) ( ) ( )1 1 2 2i j i j in nja kb a kb a kb+ + +  

    = ( ) ( ) ( )1 1 2 2i j i j in njk a b k a b k a b+ + +  

    = ( )1 1 2 2i j i j in njk a b a b a b+ + +  

    = ijkc  

 นั่นคือ  ( )k AB  = ( )A kB  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม  1     345 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 ดังนั้น ( ) ( ) ( )k AB kA B A kB= =  

15. 1) เปนเท็จ  

  เชน ให 
1 1
1 1

A  
=  − − 

  จะได  

   2A  = 
1 1 1 1
1 1 1 1

   
   − − − −   

 

    = 
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

 + − + −
 
− + − − − + − −  

 

    = 
1 1 1 1
1 1 1 1
− − 

 − + − + 
 

    = 
0 0
0 0
 
 
 

 

  แต 
0 0
0 0

A  
≠  
 

 

 2) เปนเท็จ  

  เชน ให 
0 1
1 0

A  
=  
 

 จะได 

   2A  = 
0 1 0 1
1 0 1 0
   
   
   

 

    = 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0 0 1 1 0 1 1 0

1 0 0 1 1 1 0 0

 + +
 

+ +  
 

    = 
0 1 0 0
0 0 1 0
+ + 

 + + 
 

    = 
1 0
0 1
 
 
 

 

  แต 
1 0
0 1

A  
≠  
 

 และ 
1 0
0 1

A
− 

≠  − 
 

 3) เปนเท็จ  

  เชน ให 
1 0
0 0

A  
=  
 

 จะได 
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   2A  = 
1 0 1 0
0 0 0 0
   
   
   

 

    = 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

 + +
 

+ +  
 

    = 
1 0 0 0
0 0 0 0
+ + 

 + + 
 

    = 
1 0
0 0
 
 
 

 

  แต 
0 0
0 0

A  
≠  
 

 และ 
1 0
0 1

A  
≠  
 

 

 4) เปนเท็จ  

  เชน ให 
1 2
1 1

A
− 

=  − 
 จะได 

   2A  = 
1 2 1 2
1 1 1 1

− −   
   − −   

 

    = 
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1 2 1 1 2 2 1

1 1 1 1 1 2 1 1

 + − − + − −
 

+ − − + − −  
 

    = 
1 2 2 2
1 1 2 1
− − + 

 − − + 
 

    = 
1 0
0 1
− 
 − 

 

  นั่นคือ 2
2A I= −   

16. ให A เปนเมทริกซแสดงขอมูลจากตารางแสดงยอดขายขาวแตละชนิดของโรงสีรวมใจชาวนา 

 นั่นคือ 
20 45 8
55 10 14

A  
=  
 

 

 ให 
23,000
25,000
17,000

B
 
 =  
  

 เปนเมทริกซแสดงราคาขายขาวแตละชนิดในราคาปกติ 

 ดังนั้น 
23,000

20 45 8 1,721,000
25,000

55 10 14 1,753,000
17,000

AB
 

    = =         

  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม  1     347 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 นั่นคือ รายรับของโรงสีรวมใจชาวนาท่ีขายขาวทุกชนิดในราคาปกติของสาขาจังหวัด 
บุรีรัมยและจังหวัดเชียงใหม เปน 1,721,000 บาท และ 1,753,000 บาท ตามลําดับ 

 ให 
22,000
23,500
15,000

C
 
 =  
  

 เปนเมทริกซแสดงราคาขายขาวแตละชนิดในราคาสมาชิก 

 ดังนั้น 
22,000

20 45 8 1,617,500
23,500

55 10 14 1,655,000
15,000

AC
 

    = =         

 

 นั่นคือ รายรับของโรงสีรวมใจชาวนาท่ีขายขาวทุกชนิดในราคาสมาชิกของสาขาจังหวัด 
 บุรีรัมยและจังหวัดเชียงใหม เปน 1,617,500 บาท และ 1,655,000 บาท ตามลําดับ 
17. ให A เปนเมทริกซแสดงขอมูลจากตารางแสดงยอดขายรถยนตมือสองและรถยนตใหมของ 
 วิรัชและดวงใจในเดือนตุลาคม 2561 

        นั่นคือ  
5 15

1.35 0
A  
=  
 

 

 และให B เปนเมทริกซแสดงขอมูลจากตารางแสดงยอดขายรถยนตมือสองและรถยนตใหม 
 ของวิรัชและดวงใจในเดือนพฤศจิกายน 2561 

 นั่นคือ  
7.5 16

2.09 8.5
B  
=  
 

 

 1)   A B+  เปนเมทริกซแสดงยอดขายรถยนตมือสองและรถยนตใหมของแตละคนรวมท้ัง 
  สองเดือน จะได 

    A B+  = 
5 15 7.5 16

1.35 0 2.09 8.5
   

+   
   

 

     = 
12.5 31
3.44 8.5
 
 
 

 

  ดังนั้น ยอดขายรถยนตมือสองและรถยนตใหมของวิรัชรวมท้ังสองเดือนเปน 12.5 ลานบาท  
  และ 31 ลานบาท ตามลําดับ และ ยอดขายรถยนตมือสองและรถยนตใหมของดวงใจ 
  รวมท้ังสองเดือนเปน 3.44 ลานบาท และ 8.5 ลานบาท ตามลําดับ  
 2) B A−  เปนเมทริกซแสดงยอดขายรถยนตมือสองและรถยนตใหมของวิรัชและดวงใจ 
  ในเดือนพฤศจิกายน 2561 ท่ีเพ่ิมข้ึนจากเดือนตุลาคม 2561 จะได 

    B A−  = 
7.5 16 5 15

2.09 8.5 1.35 0
   

−   
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    B A−  = 
2.5 1

0.74 8.5
 
 
 

 

  ดังนั้น ยอดขายรถยนตมือสองและรถยนตใหมของวิรัชในเดือนพฤศจิกายน 2561 
  เพ่ิมข้ึนจากเดือนตุลาคม 2561 2.5 ลานบาท และ 1 ลานบาท ตามลําดับ และยอดขาย 
  รถยนตมือสองและรถยนตใหมของดวงใจในเดือนพฤศจิกายน 2561 เพ่ิมข้ึนจากเดือน 
  ตุลาคม 2561 เปนจํานวน 0.74 ลานบาท และ 8.5 ตามลําดับ 

 3)   3
100

B  เปนเมทริกซแสดงคานายหนาสําหรับรถยนตมือสองและรถยนตใหมของ  

      ท้ังสองคน ในเดือนพฤศจิกายน 2561 จะได 

     3
100

B  = 
7.5 163

2.09 8.5100
 
 
 

 

     = 
0.225 0.48

0.0627 0.255
 
 
 

 

  ดังนั้น คานายหนาสําหรับรถยนตมือสองและรถยนตใหมของวิรัชเปน 0.225 ลานบาท  
  และ 0.48 ลานบาท ตามลําดับ และ คานายหนาสําหรับรถยนตมือสองและรถยนตใหม 
  ของดวงใจเปน 0.0627 ลานบาท และ 0.255 ลานบาท ตามลําดับ 
 

แบบฝกหัด 2.2  

1. 1)  
2 1
6 3

−
 = ( ) ( )( )2 3 1 6− −  

     = 12  

 2)  
2 1
3 2

−
−

 = ( )( ) ( )( )2 2 1 3− − −  

     = 1−  
 3) วิธีท่ี 1    

   
2 1 0
4 2 1
4 2 1

−
  = ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 1 1 1 4 0 4 2 4 2 0 2 1 2 1 4 1+ − + − − − −  

    = 0  
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  วิธีท่ี 2   

   
2 1 0
4 2 1
4 2 1

−
 = 0  (จากทฤษฎีบท 4 ขอ 5) 

 4) วิธีท่ี 1    

   
2 2 3
1 1 0
0 1 4

−
−  = ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 1 4 2 0 0 3 1 1 0 1 3 1 0 2 4 1 2− − + + − − − − −  

     = 3  
  วิธีท่ี 2  

   
2 2 3
1 1 0
0 1 4

−
−  = 

0 0 3
1 1 0
0 1 4

−   

   

    = ( ) ( )1 3 1 1
1 3

0 1
+ −

−   

    = ( ) ( )( )( )3 1 1 1 0− −   
    = 3   
 5) วิธีท่ี 1    

   
2 1 4
1 4 2
3 6 6

−
−
−

 = ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )2 4 6 1 2 3 4 1 6 3 4 4 6 2 2 6 1 1− − + − + − − − − − −  

    = 0  
  วิธีท่ี 2 

   
2 1 4
1 4 2
3 6 6

−
−
−

 = 
2 1 0
1 4 0
3 6 0

−
 

  
    = 0     
 
 
  

(จากบทนิยาม 12 โดยการกระจายตาม

แถวท่ี 1)  

(เนื่องจากเมทริกซใหมเกิดจากคูณ

สมาชิกแตละตัวในหลักท่ี 1 ดวย 2 แลว

นําไปบวกกับสมาชิกแตละตัวในหลักท่ี 3) 

(จากบทนิยาม 12 โดยการกระจายตาม

หลักท่ี 1)  

(เนื่องจากเมทริกซใหมเกิดจากการคูณ 

สมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 2 ดวย 2 แลว

นําไปบวกกับสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 1) 
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 6) วิธีท่ี 1    

   
2 3 1
0 5 2
0 0 2

−
−

 = ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )2 5 2 3 2 0 1 0 0 0 5 1 0 2 2 2 0 3− + − + − − − − −  

    = 20−  
  วิธีท่ี 2 

   
2 3 1
0 5 2
0 0 2

−
−

 = ( ) ( )1 1 5 2
1 2

0 2
+ −

−
−

  

    = ( )( ) ( )( )( )2 5 2 2 0− − −  
    = 20−  
 7) วิธีท่ี 1    

  
2 2 5
1 1 2
3 5 2

−
− −
−

 = ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )2 1 2 2 2 3 5 1 5 3 1 5 5 2 2 2 1 2− − + − + − − − − − − − −  

    = 2−  
  วิธีท่ี 2 

   
2 2 5
1 1 2
3 5 2

−
− −
−

 = 
0 0 1
1 1 2
3 5 2

− −
−

 

  

    = ( )1 3 1 1
1

3 5
+ −

−
−

    

    = ( ) ( )( )( )1 1 5 1 3− − −     
    = 2−    
 8) วิธีท่ี 1    

   
1 2 3
7 2 3
7 6 3

 = ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 3 2 3 7 3 7 6 7 2 3 6 3 1 3 7 2+ + − − −  

     = 72  
  

(เนื่องจากเมทริกซใหมเกิดจากการคูณ
สมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 2 ดวย 2 

แลวนําไปบวกกับสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 1) 

(จากบทนิยาม 12 โดยการกระจายตาม
แถวท่ี 1) 

(จากบทนิยาม 12 โดยการกระจายตาม

แถวท่ี 1)  
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  วิธีท่ี 2 

   
1 2 3
7 2 3
7 6 3

 = 
1 2 3
6 0 0
7 6 3

  

 

    = ( ) ( )2 1 2 3
1 6

6 3
+−  

    = 72  
 9) วิธีท่ี 1    

   
0 7 0
1 3 5
6 2 0−

 =  ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )0 3 0 7 5 6 0 1 2 6 3 0 2 5 0 0 1 7+ − + − − − −  

    = 210−  
  วิธีท่ี 2 

   
0 7 0
1 3 5
6 2 0−

 = ( ) ( )1 2 1 5
1 7

6 0
+−

−
  

    = ( ) ( )( )7 1 0 5 6− − −  
    = 210−  

 10)  

2

2

2

a ab ac

ab b bc

ac bc c

 = 2

2

a b c

a ab b bc

ac bc c

 (จากทฤษฎีบท 4 ขอ 3) 

    = 
2

a b c
ab a b c

ac bc c
 (จากทฤษฎีบท 4 ขอ 3)  

    = ( )0ab  
    = 0  

2. จาก ( )det A  = 
7 2
4 1

−
−

 = ( ) ( )( )7 1 2 4− − −  =  1  

 จะไดวา ( ) ( )det det 1tA A= =  และ ( ) ( )( )55 5det det 1 1A A= = =   

(เนื่องจากเมทริกซใหมเกิดจากการคูณ
สมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 1 ดวย 1−  
แลวนําไปบวกกับสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 2) 

(จากบทนิยาม 12 โดยการกระจายตาม
แถวท่ี 2) 

(จากบทนิยาม 12 โดยการกระจายตาม
แถวท่ี 1) 
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 และจาก ( )det B  = 
1 2 5
3 0 2
2 1 3
− −   

    = ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 32 5 1 2
1 3 1 2

1 3 2 1
+ +− − + − −   

    = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 2 3 5 1 2 1 1 2 2− + −  
    = 3−  
 จะไดวา ( ) ( )det det 3tB B= = −   

 และ ( ) ( )( ) ( )6 66det det 3 729B B= = − =   
 

แบบฝกหัด 2.3  

1. 1) เนื่องจากดีเทอรมิแนนตของเมทริกซนี้เทากับ ( ) ( )( )3 2 1 5 1− − − =  ซ่ึงไมเทากับ 0 

  ดังนั้น เมทริกซนี้มีเมทริกซผกผัน คือ 
2 1 2 11
5 3 5 31
   

=   
   

    

 2) เนื่องจากดีเทอรมิแนนตของเมทริกซนี้เทากับ ( ) ( )1 4 2 2 0− =    

  ดังนั้น เมทริกซนี้จึงไมมีเมทริกซผกผัน   

 3) เนื่องจากดีเทอรมิแนนตของเมทริกซนี้เทากับ ( ) ( )( )0 0 1 1 1− = −  ซ่ึงไมเทากับ 0 

  ดังนั้น เมทริกซนี้มีเมทริกซผกผัน คือ 
0 1 0 11

1 01 01
−   

=   −−   
  

 4) เนื่องจากดีเทอรมิแนนตของเมทริกซนี้เทากับ   

  ( )( ) ( )( ) 2 2cos cos sin sin cos sin 1θ θ θ θ θ θ− − = + =  ซ่ึงไมเทากับ 0 

  ดังนั้น เมทริกซนี้มีเมทริกซผกผัน คือ 
cos sin cos sin1
sin cos sin cos1

θ θ θ θ
θ θ θ θ

   
=   − −   

  

2. ให  0AB =  และ 0B ≠  

 สมมติวา A มีเมทริกซผกผัน   
 จะได    ( )1 1 1 0A AB A AB A− − −= =    

 เนื่องจาก ( )1 1A AB A A B IB B− −= = =  และ 1 0 0A− =  

 จะได  0B =  ซ่ึงขัดแยงกับสมมติฐานวา 0B ≠  

 ดังนั้น A  ไมมีเมทริกซผกผัน 
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แบบฝกหัด 2.4  

1. 1) ให 
5 17

,
2 7

x
A X

y
   

= =   
   

 และ 
1
2

B  
=  − 

   

  เขียนระบบสมการในรูปสมการเมทริกซ AX B=  ไดดังนี้ 

   
5 17
2 7

x
y

   
   
   

 = 
1
2

 
 − 

  

  หาเมทริกซผกผันของ A   จะได 

   1A−  = 
( ) ( )

7 171
2 55 7 17 2

− 
 −−  

  

    = 
7 17
2 5

− 
 − 

  

  เนื่องจาก  1X A B−=  

  ดังนั้น 
x
y
 
 
 

 = 
7 17 1
2 5 2

−   
   − −   

  

    = 
( ) ( )
( ) ( )

7 1 17 2
2 1 5 2

 − − 
 − + − 

  

    = 
41
12


−


 
 

  

  นั่นคือ  41x =  และ 12y = −  

  ดังนั้น  ( )41, 12−  เปนคําตอบของระบบสมการ 

 2) ให 
11 4

,
3 1

x
A X

y
−   

= =   −   
 และ 

2
3

B  
=  
 

   

  เขียนระบบสมการในรูปสมการเมทริกซ AX B=  ไดดังนี้ 

   
11 4
3 1

x
y

−   
   −   

 = 
2
3
 
 
 

  

  หาเมทริกซผกผันของ A   จะได 

   1A−  = 
( ) ( )( )

1 41
3 1111 1 4 3
− 
 −− − −  

  

    = 
1 4
3 11
− 
 − 
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  เนื่องจาก  1X A B−=  

  ดังนั้น 
x
y
 
 
 

 = 
1 4 2
3 11 3
−   
   −   

  

    = 
( ) ( )
( ) ( )
1 2 4 3

3 2 11 3
 − + 
 − + 

  

    = 
10
27
 
 
 

  

  นั่นคือ  10x =  และ 27y =  

  ดังนั้น  ( )10, 27  เปนคําตอบของระบบสมการ 

2. 1) เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
5 7 12
1 4 2

− 
 − 

   

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
5 7 12
1 4 2

− 
 − 

   1 21 4 2
5 7 12

R R− ↔ 
 − 

  

      
1 2

1 4 2
50 27 22 R R

− 
  − +− 

  

      
2

1 4 2
22 10 1
27 27

R

− 
 
 − −
 

  

      
2 1

34 41 0
27
220 1
27

R R  − + 
 
 −  

  

  เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  

   x  = 34
27

  

   y  = 22
27

−   

  ดังนั้น  
34 22,
27 27

 − 
 

 เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 
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 2) เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 3 5
2 6 10

− − 
 − 

   

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
1 3 5
2 6 10

− − 
 − 

   
1 2

1 3 5
20 0 0 R R

− − 
  + 

  

  เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  

   3x y−  = 5−    ------- ( )1  

   0  = 0    ------- ( )2  

  เนื่องจากสมการ ( )2  เปนจริงเสมอ จึงหาเฉพาะคาของ x  และ y  ท่ีสอดคลอง

  กับสมการ ( )1  ก็เพียงพอ 

  จากสมการ ( )1  จะได 3 5x y= −   

  จะเห็นวา x  ข้ึนอยูกับ y  นั่นคือ สามารถเลือก y  ใหเปนจํานวนจริงใดก็ได  

  ในท่ีนี้ให y t=  เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

  ดังนั้น คําตอบของระบบสมการคือ ( )3 5,t t−  เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

 3) เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 3 1 2
1 1 3 6
2 3 0 7

 
 − − − 
 − 

   

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
1 3 1 2
1 1 3 6
2 3 0 7

 
 − − − 
 − 

   1 2

1 3

1 3 1 2
0 4 4 8
0 9 2 3 2

R R
R R

 
 − − − − + 
 − − − + 

  

      2

1 3 1 2
10 1 1 2
4

0 9 2 3
R

 
  − 
 − − 

  

       
2 1

2 3

1 0 2 4 3
0 1 1 2
0 0 7 21 9

R R

R R

− − − + 
 
 
  + 
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3

1 0 2 4
0 1 1 2

10 0 1 3
7

R

− − 
 
 
  

 

       
3 1

3 2

1 0 0 2 2
0 1 0 1
0 0 1 3

R R
R R

+ 
 − − + 
  

 

  เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
   x  = 2     
   y  = 1−     
   z  = 3     
  ดังนั้น ( )2, 1, 3−  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

 4) เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
4 5 5 6
1 2 1 1
1 1 2 3

− 
 − 
 − − 

   

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
4 5 5 6
1 2 1 1
1 1 2 3

− 
 − 
 − − 

   
1 21 2 1 1

4 5 5 6
1 1 2 3

R R− ↔ 
 − 
 − − 

  

      1 2

1 3

1 2 1 1
0 3 1 2 4
0 3 1 2

R R
R R

− 
 − − − + 
 − − − + 

  

      

2 3

1 2 1 1
0 3 1 2
0 0 0 0 R R

− 
 − − 
  − + 

  

      2

1 2 1 1
1 2 10 1
3 3 3

0 0 0 0

R

− 
 
 − −
 
 
 

  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม  1     357 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

      

2 1
5 71 0 2
3 3
1 20 1
3 3

0 0 0 0

R R − − + 
 
 − 
 
 
  

  

  เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  

   5
3

x z−  = 7
3

   ------- ( )1  

   1
3

y z+  = 2
3

−    ------- ( )2  

   0  = 0    ------- ( )3  

  เนื่องจากสมการ ( )3  เปนจริงเสมอ จึงหาเฉพาะคาของ ,x y  และ z  ท่ีสอดคลอง

กับสมการ ( )1  และ ( )2  ก็เพียงพอ 

  จากสมการ ( )1  และ ( )2   จะได  5 7
3

zx +
=  และ 2

3
zy − −

=   

  จะเห็นวา x  และ y  ข้ึนอยูกับ z  นั่นคือ สามารถเลือก z  ใหเปนจํานวนจริงใดก็ได  

  ในท่ีนี้ให z t=  เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

  ดังนั้น คําตอบของระบบสมการคือ 5 7 2, ,
3 3

t t t+ − − 
 
 

 เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

 5) เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
2 1 7 6
1 2 2 2
3 1 5 16

 
 − − − 
 − − 

   

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
2 1 7 6
1 2 2 2
3 1 5 16

 
 − − − 
 − − 

   
1 21 2 2 2

2 1 7 6
3 1 5 16

R R− − − ↔ 
 
 
 − − 

  

      1 2

1 3

1 2 2 2
20 5 11 10

0 5 11 10 3
R R
R R

− − − 
  − + 
 − − + 

  

      

2 3

1 2 2 2
0 5 11 10
0 0 0 20 R R

− − − 
 
 
 − − + 
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  เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  

   2 2x y z− −  = 2−    ------- ( )1  

   5 11y z+  = 10    ------- ( )2  

   0  = 20−    ------- ( )3  

  จะเห็นวาสมการ ( )3  เปนไปไมได แสดงวาระบบสมการตั้งตนนําไปสูระบบสมการซ่ึง 

  ไมสอดคลองกัน 
  ดังนั้น ระบบสมการนี้ไมมีคําตอบ  

 6) เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
3 2 2 6
5 0 3 3
1 4 3 11

− − 
 − − 
 − − 

   

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
3 2 2 6
5 0 3 3
1 4 3 11

− − 
 − − 
 − − 

   
1 31 4 3 11

5 0 3 3
3 2 2 6

R R− − ↔ 
 − − 
 − − 

  

      1 2

1 3

1 4 3 11
50 20 12 52

0 10 7 27 3
R R
R R

− − 
  − +− 
 − − + 

  

      2

1 4 3 11
3 13 10 1
5 5 20

0 10 7 27

R

− − 
 
 − − −
 
 − 

  

      

2 1

2 3

3 31 0
5 5
3 130 1
5 5

0 0 1 1

4

10

R R

R R

 − − 
 
 − − 
 
 
  

− +

+
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3 1

3 2

31 0 0 0
5
30 1 0 2
5

0 0 1 1

R R

R R

  + 
 
 − + 
 
 
  

  

  เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
   x  = 0   
   y  = 2−   
   z  = 1  
  ดังนั้น  ( )0, 2, 1−  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

 7) เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 0 3 1
3 1 2 3
2 2 1 3

− − 
 − 
  

   

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
1 0 3 1
3 1 2 3
2 2 1 3

− − 
 − 
  

   1 2

1 3

1 0 3 1
30 1 7 6

0 2 7 5 2
R R
R R

− − 
  − + 
  − + 

  

      

2 3

1 0 3 1
0 1 7 6
0 0 7 7 2R R

− − 
 
 
 − − − + 

  

      

3

1 0 3 1
0 1 7 6

10 0 1 1
7

R

− − 
 
 
  − 

  

      
3 1

3 2

1 0 0 2 3
0 1 0 1 7
0 0 1 1

R R
R R
+ 

 − − + 
  

  

  เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
   x  = 2   
   y  = 1−   
   z  = 1  
  ดังนั้น  ( )2, 1, 1−  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 
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 8) เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
2 1 1 3
1 2 1 4
1 1 2 5

 
 
 
  

   

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
2 1 1 3
1 2 1 4
1 1 2 5

 
 
 
  

   
1 31 1 2 5

1 2 1 4
2 1 1 3

R R↔ 
 
 
  

  

      1 2

1 3

1 1 2 5
0 1 1 1
0 1 3 7 2

R R
R R

 
  − +− − 
 − − − − + 

  

      
2 1

2 3

1 0 3 6
0 1 1 1
0 0 4 8

R R

R R

− + 
 − − 
 − − + 

  

      

3

1 0 3 6
0 1 1 1

10 0 1 2
4

R

 
 − − 
  − 

  

      
3 1

3 2

1 0 0 0 3
0 1 0 1
0 0 1 2

R R
R R
− + 

  + 
  

  

  เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
   x  = 0   
   y  = 1  
   z  = 2   
  ดังนั้น  ( )0, 1, 2  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

 9) เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 2 3 0
4 5 6 4
7 8 9 7

 
 
 
  

   

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
1 2 3 0
4 5 6 4
7 8 9 7

 
 
 
  

   1 2

1 3

1 2 3 0
40 3 6 4

0 6 12 7 7
R R
R R

 
  − +− − 
 − − − + 
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2 3

1 2 3 0
0 3 6 4
0 0 0 1 2R R

 
 − − 
 − − + 

  

  เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  

   2 3x y z+ +  = 0    ------- ( )1  

   3 6y z− −  = 4    ------- ( )2  

   0  = 1−    ------- ( )3  

  จะเห็นวาสมการ ( )3  เปนไปไมได แสดงวาระบบสมการตั้งตนนําไปสูระบบสมการซ่ึง 

  ไมสอดคลองกัน 
  ดังนั้น ระบบสมการนี้ไมมีคําตอบ  

 10) เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
3 2 1 2
1 1 2 4
5 4 1 6

 
 − − 
  

   

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
3 2 1 2
1 1 2 4
5 4 1 6

 
 − − 
  

   
1 21 1 2 4

3 2 1 2
5 4 1 6

R R− − ↔ 
 
 
  

  

      1 2

1 3

1 1 2 4
30 1 7 14

0 1 11 26 5
R R
R R

− − 
  − +− 
 − − + 

  

      2

1 1 2 4
0 1 7 14
0 1 11 26

R
− − 

 − − − 
 − 

  

      
2 1

2 3

1 0 5 10
0 1 7 14
0 0 4 12

R R

R R

− + 
 − − 
  + 

  

      

3

1 0 5 10
0 1 7 14

10 0 1 3
4

R

 
 − − 
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3 1

3 2

1 0 0 5 5
0 1 0 7 7
0 0 1 3

R R
R R

− − + 
  + 
  

  

  เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
   x  = 5−   
   y  = 7   
   z  = 3   
  ดังนั้น  ( )5, 7, 3−  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

 11) เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
2 1 4 1
3 1 5 0
1 2 5 5

− − − 
 − − 
 − − − 

   

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
2 1 4 1
3 1 5 0
1 2 5 5

− − − 
 − − 
 − − − 

   
1 31 2 5 5

3 1 5 0
2 1 4 1

R R− − − ↔ 
 − − 
 − − − 

  

      1 2

1 3

1 2 5 5
30 5 10 15

0 3 6 9 2
R R
R R

− − − 
  − + 
  − + 

  

      

2 3

1 2 1 1
0 3 1 2
0 0 0 0 R R

− 
 − − 
  − + 

  

      2

1 2 5 5
10 1 2 3
5

0 3 6 9
R

− − − 
 
 
  

  

      
2 1

2 3

1 0 1 1 2
0 1 2 3
0 0 0 0 3

R R

R R

− + 
 
 
  − + 

  

  เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  

   x z−  = 1   ------- ( )1  

   2y z+  = 3    ------- ( )2  

   0  = 0    ------- ( )3  
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  เนื่องจากสมการ ( )3  เปนจริงเสมอ จึงหาเฉพาะคาของ ,x y  และ z  ท่ีสอดคลอง

กับสมการ ( )1  และ ( )2  ก็เพียงพอ 

  จากสมการ ( )1  และ ( )2   จะได  1x z= +  และ 2 3y z= − +   

  จะเห็นวา x  และ y  ข้ึนอยูกับ z  นั่นคือ สามารถเลือก z  ใหเปนจํานวนจริงใดก็ได  

  ในท่ีนี้ให z t=  เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

  ดังนั้น คําตอบของระบบสมการคือ ( )1, 2 3,t t t+ − +  เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

 12) เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 2 7 6
3 1 2 2
2 1 1 2

− − − 
 − − 
 − 

   

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
1 2 7 6
3 1 2 2
2 1 1 2

− − − 
 − − 
 − 

   1 2

1 3

1 2 7 6
30 7 19 16

0 5 15 10 2
R R
R R

− − − 
  − + 
  − + 

  

      

3

1 2 7 6
0 7 19 16

10 1 3 2
5

R

− − − 
 
 
  

  

      2 3

1 2 7 6
0 1 3 2
0 7 19 16

R R
− − − 

  ↔ 
  

  

      
2 1

2 3

1 0 1 2 2
0 1 3 2
0 0 2 2 7

R R

R R

− − + 
 
 
 − − + 

  

      

3

1 0 1 2
0 1 3 2

10 0 1 1
2

R

− − 
 
 
 − − 

  

      
3 1

3 2

1 0 0 3
0 1 0 5 3
0 0 1 1

R R
R R

− + 
  − + 
 − 

  

  



     
     
     

    
 

364 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม  1 

 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

  เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
   x  = 3−   
   y  = 5   
   z  = 1−   
  ดังนั้น  ( )3, 5, 1− −  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

3. ให x  แทน จํานวนบุคคลท่ัวไปท่ีมาใชบริการ 
  y  แทน จํานวนนักเรียนท่ีมาใชบริการ 

  z  แทน จํานวนผูสูงอายุท่ีมาใชบริการ 
 จากโจทย สามารถเขียนเปนระบบสมการเชิงเสน ไดดังนี้ 
   x y z+ +  = 2,420   
   14 9 7x y z+ +  = 32,540   
   10 10x y z− −  = 0   

 เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 1 1 2,420

14 9 7 32,540
1 10 10 0

 
 
 
 − − 

 

 ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
1 1 1 2,420

14 9 7 32,540
1 10 10 0

 
 
 
 − − 

   1 2

1 3

1 1 1 2,420
140 5 7 1,340

0 11 11 2,420
R R

R R

 
  − +− − − 
 − − − − + 

      

3

1 1 1 2,420
0 5 7 1,340

10 1 1 220
11

R

 
 − − − 
  − 

  

      2 3

1 1 1 2,420
0 1 1 220
0 5 7 1,340

R R
 
  ↔ 
 − − − 

 

      
2 1

2 3

1 0 0 2,200
0 1 1 220
0 0 2 240 5

R R

R R

− + 
 
 
 − − + 

 

      

3

1 0 0 2,200
0 1 1 220

10 0 1 120
2

R

 
 
 
  − 
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      3 2

1 0 0 2,200
0 1 0 100
0 0 1 120

R R
 
  − + 
  

 

 เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
   x  = 2,200   
   y  = 100   
   z  = 120   
 นั่นคือ  ( )2200, 100, 120  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

 ดังนั้น  มีบุคคลท่ัวไป นักเรียน และผูสูงอายุมาใชบริการ 2200, 100 และ 120 คน ตามลําดับ  
4. ให x  แทน ราคากุงตอกิโลกรัม 
  y  แทน ราคาปลาหมึกตอกิโลกรัม 

  z  แทน ราคาหอยแครงตอกิโลกรัม 
 จากโจทย สามารถเขียนเปนระบบสมการเชิงเสน ไดดังนี้ 
   50 70 20x y z+ +  = 22,100   
   15 60 45x y z+ +  = 15,600   
   70 20 30x y z+ +  = 19,400   

 เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
50 70 20 22,100
15 60 45 15,600
70 20 30 19,400

 
 
 
  

 

 ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
50 70 20 22,100
15 60 45 15,600
70 20 30 19,400

 
 
 
  

   2

50 70 20 22,100
11 4 3 1,040

15
70 20 30 19,400

R
 
 
 
  

  

      
1 21 4 3 1,040

50 70 20 22,100
70 20 30 19,400

R R↔ 
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      1 2

1 3

1 4 3 1,040
500 130 130 29,900

0 260 180 53,400 70
R R
R R

 
  − +− − − 
 − − − − + 

      2

1 4 3 1,040
10 1 1 230

130
0 260 180 53,400

R
 
  − 
 − − − 

  

      
2 1

2 3

1 0 1 120 4
0 1 1 230
0 0 80 6,400 260

R R

R R

− − + 
 
 
  + 

 

      

3

1 0 1 120
0 1 1 230

10 0 1 80
80

R

− 
 
 
  

 

      
3 1

3 2

1 0 0 200
0 1 0 150
0 0 1 80

R R
R R
+ 

  − + 
  

 

 เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
   x  = 200   
   y  = 150   
   z  = 80   
 นั่นคือ  ( )200, 150, 80  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

 ดังนั้น  มีกุง ปลาหมึก และหอยแครงราคากิโลกรัมละ 200, 150 และ 80 บาท ตามลําดับ  
5. 1) ให x  แทนคาซักกางเกงยีนสตอตัว   

   y  แทนคาซักกางเกงขาสั้นตอตัว 

   z  แทน คาซักเสื้อเชิ้ตตอตัว 
  จากโจทย สามารถเขียนเปนระบบสมการเชิงเสน ไดดังนี้ 
   5 3x y z+ +  = 115   
   2 5x y z+ +  = 105   
   3 4x z+  = 120   

  เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 5 3 115
2 5 1 105
3 0 4 120
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  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
1 5 3 115
2 5 1 105
3 0 4 120

 
 
 
  

   1 2

1 3

1 5 3 115
20 5 5 125

0 15 5 225 3
R R
R R

 
  − +− − − 
 − − − − + 

  

      2

1 5 3 115
10 1 1 25
5

0 15 5 225
R

 
  − 
 − − − 

  

      
2 1

2 3

1 0 2 10 5
0 1 1 25
0 0 10 150 15

R R

R R

− − − + 
 
 
  + 

  

      

3

1 0 2 10
0 1 1 25

10 0 1 15
10

R

− − 
 
 
  

  

      
3 1

3 2

1 0 0 20 2
0 1 0 10
0 0 1 15

R R
R R

+ 
  − + 
  

  

  เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
   x  = 20   
   y  = 10   
   z  = 15   
  นั่นคือ  ( )20, 10, 15  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

  ดังนั้น  รานนุมหอมนานคิดคาซักกางเกงยีนส กางเกงขาสั้น และเสื้อเชิ้ตตัวละ 20, 10  
  และ 15 บาท ตามลําดับ  
 2) ให A  เปนเมทริกซแสดงคาซักผาแตละชนิด  

  จะได  [ ]20 10 15A =   

  ให 
6
2
7

B
 
 =  
  

 เปนเมทริกซแสดงจํานวนกางเกงยีนส กางเกงขาสั้น และ 
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  เสื้อเชิ้ตท่ีประสิทธิ์สงซัก จะได [ ] [ ]20 10 1
6

5 2452
7

AB
 
 = = 
  

 

  ดังนั้น  ถาประสิทธิ์สงซักกางเกงยีนส 6 ตัว กางเกงขาสั้น 2 ตัว และเสื้อเชิ้ต 7 ตัว   
  เขาจะตองจายเงินท้ังหมด 245 บาท  

6. ให 2y ax bx c= + +  เปนสมการพาราโบลาท่ีตองการหา เม่ือ ,a b  และ c  เปน 

 จํานวนจริง 
 เนื่องจากพาราโบลาผานจุด ( )1, 9− , ( )1, 1−  และ ( )2, 3  จะไดวา 

   9  = ( ) ( )21 1a b c− + − +   

   1−  = ( ) ( )21 1a b c+ +   

   3  = ( ) ( )22 2a b c+ +   

 สามารถเขียนเปนระบบสมการเชิงเสน ไดดังนี้  
   a b c− +  = 9   
   a b c+ +  = 1−   
   4 2a b c+ +  = 3  

 เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 1 1 9
1 1 1 1
4 2 1 3

− 
 − 
  

  

 ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
1 1 1 9
1 1 1 1
4 2 1 3

− 
 − 
  

   1 2

1 3

1 1 1 9
0 2 0 10
0 6 3 33 4

R R
R R

− 
 − − + 
 − − − + 

  

      2

1 1 1 9
10 1 0 5
2

0 6 3 33
R

− 
 − 
 − − 

  

      
2 1

2 3

1 0 1 4
0 1 0 5
0 0 3 3 6

R R

R R

+ 
 − 
 − − − + 
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3

1 0 1 4
0 1 0 5
0 0 1 1 1

3
R

 
 − 
  −

 

      
3 11 0 0 3

0 1 0 5
0 0 1 1

R R 
 − 
 

− +



 

 เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
   a  = 3   
   b  = 5−   
   c  = 1  
 นั่นคือ  ( )3, 5, 1−  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

 ดังนั้น  สมการพาราโบลาท่ีผานจุด ( )1, 9− , ( )1, 1−  และ ( )2, 3  คือ  
 23 5 1y x x= − +   

7. ให x  แทน จํานวนการสั่งซ้ือสินคาแบบ 1 ชิ้น 

  y  แทน จํานวนการสั่งซ้ือสินคาแบบ 2 ชิ้น 

  z  แทน จํานวนการสั่งซ้ือสินคาแบบ 3 ชิ้นข้ึนไป 
 จากโจทย สามารถเขียนเปนระบบสมการเชิงเสน ไดดังนี้ 
   x y z+ +  = 300   
   15 60 45x y z+ +  = 5,500   
   x z− +  = 100   

 เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 1 1 300

50 30 0 5,500
1 0 1 100

 
 
 
 − 

  

 ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
1 1 1 300

50 30 0 5,500
1 0 1 100

 
 
 
 − 

   1 2

1 3

1 1 1 300
0 20 50 9,500 50
0 1 2 400

R R
R R

 
 − − − − + 
  + 

  

      2 3

1 1 1 300
0 1 2 400
0 20 50 9,500

R R
 
  ↔ 
 − − − 
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2 1

2 3

1 0 1 100
0 1 2 400
0 0 10 1,500 20

R R

R R

− − − + 
 
 
 − − + 

  

      

3

1 0 1 100
0 1 2 400
0 0 1 15 10

10
R

− − 
 

 −
 
 

 

      
3 1

3 2

1 0 0 50
0 1 0 100
0 0 1 1

2
50

R R
R R

 
 
 
  

+
− +  

 เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
   x  = 50   
   y  = 100   
   z  = 150   
 นั่นคือ  ( )50, 100, 150  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

 ดังนั้น  มีการสั่งซ้ือสินคาแบบ 1 ชิ้น 2 ชิ้น และ 3 ชิ้นข้ึนไปอยางละ 50, 100 และ 150 ครั้ง  
 ตามลําดับ  
8. ให x  แทน ปริมาณเห็ดฟาง (100 กรัม) 

  y  แทน ปริมาณเห็ดหอม (100 กรัม) 

  z  แทน ปริมาณเห็ดโคน (100 กรัม) 
 จากโจทย สามารถเขียนเปนระบบสมการเชิงเสน ไดดังนี้ 
   3 2 6x y z+ +  = 85   
   0.1 0.1 0.3x y z+ +  = 4   
   5 4 5x y z+ +  = 95   

 เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
3 2 6 85

0.1 0.1 0.3 4
5 4 5 95

 
 
 
  

  

 ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้  

   
3 2 6 85

0.1 0.1 0.3 4
5 4 5 95

 
 
 
  

   2

3 2 6 85
1 1 3 40 10
5 4 5 95

R
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1 21 1 3 40

3 2 6 85
5 4 5 95

R R↔ 
 
 
  

  

      1 2

1 3

1 1 3 40
0 1 3 35 3
0 1 10 105 5

R R
R R

 
 − − − − + 
 − − − − + 

  

      2

1 1 3 40
0 1 3 35
0 1 10 105

R
 
  − 
 − − − 

 

      
2 1

2 3

1 0 0 5
0 1 3 35
0 0 7 70

R R

R R

− + 
 
 
 − − + 

 

      

3

1 0 0 5
0 1 3 35
0 0 1 10 1

7
R



−


 
 
  

 

      3 2

1 0 0 5
0 1 0 5
0 0 1

3
10

R R
 
 
 
  

− +  

 เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
   x  = 5   
   y  = 5   
   z  = 10   
 นั่นคือ  ( )5, 5, 10  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

 ดังนั้น  ถาตองการผัดเห็ดรวมมิตรท่ีมีโปรตีน 85 กรัม ไขมัน 4 กรัม และคารโบไฮเดรต 95 กรัม  
 จะตองใชเห็ดฟาง เห็ดหอม และเห็ดโคน อยางละ 500, 500 และ 1,000 กรัม ตามลําดับ  
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แบบฝกหัดทายบท  

1.   จาก      3 2
1 2 1 2
y z x y−   

−   −   
 = 

4 2
5 z

− 
 − 

 

      จะได       
3 3 2 2

3 6 2 4
y z x y−   

−   −   
 =   

4 2
5 z

− 
 − 

 

     
3 2 3 2

3 2 6 4
y x z y− − − 

 − − − 
 =   

4 2
5 z

− 
 − 

 

     
3 2 3 2

5 2
y x z y− − − 

 − 
 =   

4 2
5 z

− 
 − 

 

       จะไดวา  3 2 4, 3 2 2y x z y− = − − − =  และ 2z =  

       แทน z ดวย 2 ใน 3 2 2z y− − =  จะได  4y = −  

       แทน y ดวย 4−  ใน  3 2 4y x− = −  จะได  4x = −  

       ดังนั้น  ,x y  และ z  คือ  4, 4− −  และ 2 ตามลําดับ 

2.   จาก         [ ] [ ]1 2 2 2 1x y− − −  =    [ ]2 2− −  

      จะได       [ ] [ ]2 4 2x x y y− − −  =    [ ]2 2− −  
         [ ]4 2 2x y x y− − +  =    [ ]2 2− −  

       จะไดวา           4x y−  =   2−   --------- ( )1  

       และ 2 2x y− +  =   2−   --------- ( )2  

       จาก ( )1  จะได     2 8x y−  =   4−   --------- ( )3  

       จาก ( )2  และ ( )3  จะได  1y =  

       แทน y ดวย 1 ใน ( )1  จะได 2x =  

       ดังนั้น  2x =  และ 1y =  
3. 1)        62 38 2B B A+ −  = 100 2B A−  

   =   
2 2 1 2

100 2
3 1 1 0

−   
−   − −   

 

   =   
200 200 2 4
300 100 2 0
−   

−   − −   
 

   =   
202 196
302 100
− 
 − 
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 2)         CD  =   
0 2

1 3 2
2 1

2 0 4
3 1

− 
−   

   −   − 

 

   =   
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1 0 3 2 2 3 1 2 3 1 2 1

2 0 0 2 4 3 2 2 0 1 4 1

 + + − − + + − −
 

+ + − − + + − −  
 

   =   
0 3

12 0
 
 − 

 

   DC  =   
0 2

1 3 2
2 1

2 0 4
3 1

− 
−  

   −  − 

 

   =   
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )

0 1 2 2 0 3 2 0 0 2 2 4

2 1 1 2 2 3 1 0 2 2 1 4

3 1 1 2 3 3 1 0 3 2 1 4

 + − + − − + − − 
 

+ + − + − 
 + − + − − + − − 

 

   =   
4 0 8
4 6 8
1 9 2

− 
 − 
 − 

 

 3)        AB  =   
1 2 2 2
1 0 3 1

−   
   − −   

 

   =   
( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )
1 2 2 3 1 2 2 1

1 2 0 3 1 2 0 1

 − + + −
 
− − + − + −  

 

   =   
4 0
2 2
 
 − 

 

         จะได   ( )tAB  =   
4 2
0 2
 
 − 

 

           t tA B  =   
1 1 2 3
2 0 2 1

− −   
   −   

 

   =   
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
1 2 1 2 1 3 1 1

2 2 0 2 2 3 0 1

 − + − + − −
 

− + + −  
 

   =   
4 4
4 6
− 
 − 
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   t tB A  =   
2 3 1 1
2 1 2 0
− −   
   −   

 

    =   
( )( ) ( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )
( ) ( )( )

2 1 3 2 2 1 3 0

2 1 1 2 2 1 1 0

 − + − − +
 

+ − − + −  
 

    =   
4 2
0 2
 
 − 

 

 4)   ( )3E I+  =   
1 1 0 1 0 0
2 2 3 0 1 0
0 5 3 0 0 1

−   
   − − +   
      

 

    =   
2 1 0
2 3 3
0 5 4

− 
 − − 
  

 

       ( )3E I−  =   
1 1 0 1 0 0
2 2 3 0 1 0
0 5 3 0 0 1

−   
   − − −   
      

 

    =   
0 1 0
2 1 3
0 5 2

− 
 − − 
  

 

        จะได  ( )( )3 3E I E I+ −  =   
2 1 0 0 1 0
2 3 3 2 1 3
0 5 4 0 5 2

− −   
   − − − −   
      

 

   = 
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2 0 1 2 0 0 2 1 1 1 0 5 2 0 1 3 0 2

2 0 3 2 3 0 2 1 3 1 3 5 2 0 3 3 3 2

0 0 5 2 4 0 0 1 5 1 4 5 0 0 5 3 4 2

 + − − + − + − + + − − + 
 
− + − + − − − + + − − + − + − 

 + − + − + + + − + 

 

   = 
2 3 3
6 10 15

10 25 7

− 
 − − − 
 − − 

 

 5)   จากขอ 2) และขอ 3) จะได 

   2AB CD−  =   
4 0 0 3

2
2 2 12 0
   

−   − −   
 

    =   
4 0 0 6
2 2 24 0
   

−   − −   
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  2AB CD−   =   
4 6

26 2
− 

 − 
 

 6)   2E   =  
1 1 0 1 1 0
2 2 3 2 2 3
0 5 3 0 5 3

− −   
   − − − −   
      

 

   =  
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2 0 0 1 1 1 2 0 5 1 0 1 3 0 3

2 1 2 2 3 0 2 1 2 2 3 5 2 0 2 3 3 3

0 1 5 2 3 0 0 1 5 2 3 5 0 0 5 3 3 3

 + − − + − + − + + − − + 
 
− + − + − − − + + − − + − + − 

 + − + − + + + − + 

 

   =  
3 3 3
6 9 15

10 25 6

− 
 − − − 
 − − 

 

     จากขอ 2)  จะได   

    2 4DC E F− +  =   
4 0 8 3 3 3 1 2 0
4 6 8 6 9 15 4 3 1 0
1 9 2 10 25 6 4 2 1

− − − −     
     − − − − − +     
     − − − −     

 

    =   
4 0 8 3 3 3 4 8 0
4 6 8 6 9 15 12 4 0
1 9 2 10 25 6 16 8 4

− − − −     
     − − − − − +     
     − − − −     

 

    =   
11 5 5
22 19 7
27 8 0

− − 
 
 
 − 

 

 7)   AC  = 
1 2 1 3 2
1 0 2 0 4

−   
   − −   

 

   = 
( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )
1 1 2 2 1 3 2 0 1 2 2 4

1 1 0 2 1 3 0 0 1 2 0 4

 + + − + −
 
− + − + − − + −  

 

   = 
5 3 10
1 3 2

− 
 − − 

 

  tD E  = 
1 1 0

0 2 3
2 2 3

2 1 1
0 5 3

− 
   − −   − −    

 

   =  ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

0 1 2 2 3 0 0 1 2 2 3 5 0 0 2 3 3 3

2 1 1 2 1 0 2 1 1 2 1 5 2 0 1 3 1 3

 + − + − + + + − +
 
− + − + − − − + + − − + − + −  
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      tD E    =    
4 19 3
4 1 6
− 
 − − − 

 

       จะได   2 tAC D E+  = 
5 3 10 4 19 3

2
1 3 2 4 1 6

− −   
+   − − − − −   

 

    =   
10 6 20 4 19 3
2 6 4 4 1 6

− −   
+   − − − − −   

 

    =   
6 25 17
6 7 2

− 
 − − − 

 

 8)       tA B  =   
1 1 2 2
2 0 3 1

− −   
   −   

 

   = 
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
1 2 1 3 1 2 1 1

2 2 0 3 2 2 0 1

 − + − + − −
 

− + + −  
 

   =   
5 3
4 4
− 
 − 

 

          t tD C  =   
1 2

0 2 3
3 0

2 1 1
2 4

 
   
   − −   − − 

 

   =   
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
0 1 2 3 3 2 0 2 2 0 3 4

2 1 1 3 1 2 2 2 1 0 1 4

 + + − + + −
 
− + + − − − + + − −  

 

   =   
0 12
3 0

− 
 
 

 

       จะได  ( )tt t tA B D C−  =   
5 4 0 12
3 4 3 0

− − −   
−   

   
 

   =   
5 8
0 4
− 
 
 

 

 

 9) tBD  = 
2 2 0 2 3
3 1 2 1 1

−   
   − − −   

 

   =  
( )( ) ( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )
( ) ( )( )

2 0 2 2 2 2 2 1 2 3 2 1

3 0 1 2 3 2 1 1 3 3 1 1

 − + − − + − + −
 

+ − − + − + − −  
 

   = 
4 2 8
2 5 10
− − − 
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    ( )tBD F =
1 2 0

4 2 8
3 1 0

2 5 10
4 2 1

− − 
− − −   
      − 

 

       =  ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

4 1 2 3 8 4 4 2 2 1 8 2 4 0 2 0 8 1

2 1 5 3 10 4 2 2 5 1 10 2 2 0 5 0 10 1

 − − + − + − − − + − + − − + − + − −
 

− + + − + + + + −  

 

      = 
34 10 8
53 21 10

− − 
 − 

 

  จะได   ( )tBD F C+  = 
34 10 8 1 3 2
53 21 10 2 0 4

− − −   
+   − −   

 

   =   
33 7 6
55 21 14
− − 
 − 

 

 10)     CE   = 
1 1 0

1 3 2
2 2 3

2 0 4
0 5 3

− 
−   − −   −    

 

           = 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1 1 3 2 2 0 1 1 3 2 2 5 1 0 3 3 2 3

2 1 0 2 4 0 2 1 0 2 4 5 2 0 0 3 4 3

 + − + − − + + − + − + −
 

+ − + − − + + − + − + −  
 

   = 
5 5 15
2 22 12
− − − 
 − − 

 

  ( )CE D  = 
0 2

5 5 15
2 1

2 22 12
3 1

− 
− − −   
   − −   − 

 

   = 
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
5 0 5 2 15 3 5 2 5 1 15 1

2 0 22 2 12 3 2 2 22 1 12 1

 − + − + − − − + − + − −
 

+ − + − − + − + − −  
 

   = 
55 20
80 14
− 
 − − 

 

  2A  = 
1 2 1 2
1 0 1 0

   
   − −   

 

   = 
( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )
1 1 2 1 1 2 2 0

1 1 0 1 1 2 0 0

 + − +
 
− + − − +  

 

   = 
1 2
1 2
− 
 − − 
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  จากขอ 2)  จะได  

     ( ) 23CE D CD A− +  = 
55 20 0 3 1 2

3
80 14 12 0 1 2
− −     

− +     − − − − −     
 

    =  
55 20 0 3 3 6
80 14 12 0 3 6
− −     

− +     − − − − −     
 

    =   
58 23
71 20

− 
 − − 

 

4.   จาก 2A  =  
1 1

1 1
x x

y y
− −   

   
   

  =  
2

2

1
1

x yx
x y y

− − −
 

+ − + 
 

      และ 23I  =  
1 0

3
0 1
 
 
 

 = 
3 0
0 3
 
 
 

 

      จะได    
2

2

1
1

x yx
x y y

− − −
 

+ − + 
 =  

3 0
0 3
 
 
 

 

      นั่นคือ   2 1 3, 0, 0x x y x y− = − − = + =  และ 2 1 3y − =  

      จาก  2 1 3x − =  จะได  2x =  หรือ 2x = −  
      จาก  2 1 3y − =  จะได  2y =  หรือ 2y = −  

      และจาก 0x y+ =  และ x y− −  จะได  x y= −  

      ดังนั้น  ถา 2x =  จะได 2y = −  และ ถา 2x = −  จะได 2y =  

5.   1)       tA B   = 
2 2 1 1
1 1 0 2

−   
   − −   

 

    =   
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 1 2 0 2 1 2 2

1 1 1 0 1 1 1 2

 + − + − −
 

+ − + − −  
 

    =   
2 6
1 3
 
 
 

 

      พิจารณา 2A   =   
2 1 2 1
2 1 2 1

   
   − − − −   

 

    =   
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
2 2 1 2 2 1 1 1

2 2 1 2 2 1 1 1

 + − + −
 
− + − − − + − −  

 

    = 
2 1
2 1

 
 − − 

 

    =  A 



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1     379 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

      พิจารณา  3 2 2A A A AA A A= = = =   และ  4 3 2A A A AA A A= = = =   
      จะเห็นวา  nA A=   สําหรับทุกจํานวนนับ n  

      ดังนั้น  40,000A   =    A   =    
2 1
2 1

 
 − − 

 

      จาก           2 tX A B−  =  40,000A  

      จะได                    X =  ( )40,0001
2

tA A B+  

     =  
2 1 2 61
2 1 1 32

    
+    − −    

 

     =  
4 71
1 22

 
 − 

 

     =   

72
2

1 1
2

 
 
 
 −  

 

 2)       BA  =   
1 1 2 1
0 2 2 1
   
   − − −   

 

   =  
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
1 2 1 2 1 1 1 1

0 2 2 2 0 1 2 1

 + − + −
 

+ − − + − −  
 

   =  
0 0
4 2
 
 
 

 

   1B−  =  
( ) ( )

2 11
0 11 2 1 0
− − 
 − −  

 

   =   
2 11
0 12
− − 
 −  

 

   =  

11
2
10
2

 
 
 
 −  

 

       จาก        BA   =   ( )12 X B−−  

       จะได         X =   11
2

BA B−+  
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    =   

110 01 2
14 22 0
2

 
  

+   
   −  

 

    =  

110 0 2
12 1 0
2

 
  

+   
   −  

 

    =  

11
2
12
2

 
 
 
 
  

 

6. 1)    จาก          
1 3
0 2

a
b

−   
   
   

 =   
1
2
− 
 
 

 

                              
3
2

a b
b

− 
 
 

 =   
1
2
− 
 
 

 

        จะได   3 1a b− = −  และ  2 2b =  
        นั่นคือ   1b =   และ 2a =  

 2)   จาก          
5 5
6 4

a
b

   
   − −   

 =   
5
4
 
 
 

 

                               
5 5
6 4

a b
a b
+ 

 − − 
 =   

5
4
 
 
 

 

       จะได                 5 5a b+  =   5    -------- ( )1  
             6 4a b− −  =   4    -------- ( )2  

      จาก ( )1  จะได        4 4a b+  =   4    -------- ( )3   

      จาก ( )2  และ ( )3  จะได  4a = −  และ 5b =  
 

 3)   จาก          
7 4
5 3

a b
c d

   
   
   

 =  
1 1
0 3
− 
 − 

 

            
7 4 7 4
5 3 5 3
a c b d
a c b d
+ + 

 + + 
 =  

1 1
0 3
− 
 − 

 

     จะได        7 4a c+  =  1−     -------- ( )1  
         5 3a c+  =    0    -------- ( )2  
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      จาก ( )1  จะได  21 12a c+  =  3−     -------- ( )3  

      จาก ( )2  จะได  20 12a c+  =    0    -------- ( )4  

      จาก ( )3  และ ( )4  จะได  3a = −  และ 5c =  

      และ          7 4b d+  =    1    -------- ( )5  
         5 3b d+  =  3−     -------- ( )6  

      จาก ( )5  จะได  21 12b d+  =    3     -------- ( )7  

      จาก ( )6  จะได  20 12b d+  = 12−    -------- ( )8  

      จาก ( )7  และ ( )8  จะได  15b =  และ 26d = −  

      ดังนั้น  3, 15, 5a b c= − = =  และ 26d = −  

 4)   จาก      
2 3
2 4

a b
c d

− −   
   
   

 =  
1 5
1 4
− 
 
 

 

               
2 3 2 3
2 4 2 4

a c b d
a c b d

− − − − 
 + + 

 =  
1 5
1 4
− 
 
 

 

        จะได       2 3a c− −  =  1−     -------- ( )1  
         2 4a c+  =    1    -------- ( )2  

      จาก ( )1  และ ( )2  จะได  0c =  และ 1
2

a =  

        และ        2 3b d− −  =    5     -------- ( )3  
         2 4b d+  =  4     -------- ( )4  

        จาก ( )3  และ ( )4  จะได  9d =  และ 16b = −  

        ดังนั้น  1 , 16, 0
2

a b c= = − =  และ 9d =  

 

7.   1)       
1 1 1
2 3 4
1 3 3

 =   
1 1 1
2 3 4
2 0 0−

  

 

    =   ( ) ( )3 1 1 1
1 2

3 4
+− −  

    =   ( ) ( )( )2 1 4 1 3− −  
    =   2−  

(จากบทนิยาม 12 โดยการกระจาย
ตามแถวท่ี 3) 

(เนื่องจากเมทริกซใหมเกิดจากการคูณ
สมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 1 ดวย 3−  แลว
นําไปบวกกับสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 3) 



     
     
     

    
 

382 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 1 

 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 2)      
1 2 3
4 5 6
2 1 0

 =  
1 2 3
2 1 0
2 1 0

 

 
    =  0               (จากทฤษฎีบท 4 ขอ 5) 

 3)     
11 0 7
20 8 12
10 0 9
− − −  =  ( ) ( )2 2 11 7

1 8
10 9

+− −  

     =  ( ) ( ) ( )( )8 11 9 7 10− −  
     =  232−  

 4)  
2 1 4
5 1 3
5 0 0

− −
− −  =  ( ) ( )3 1 1 4

1 5
1 3

+ −
−

−
 

    =  ( ) ( )( )( )5 1 3 4 1− − −  
    =  5−  

 5)  
3 5 0
1 2 1
0 4 3
− −

−
 =  

0 11 3
1 2 1
0 4 3

−
− −

−
 

 

    =  ( ) ( )2 1 11 3
1 1

4 3
+ −

− −
−

 

    =  ( ) ( )( )( )1 11 3 3 4− − −  
    =   21 

 6)  
3 2 5
2 3 1
2 1 6

−
− −

−
 =  

3 2 5
2 3 1
0 2 5

−
− −  

    =  ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 33 5 3 2
1 2 1 5

2 1 2 3
+ + −

− + −
− − −

 

 
 
 
    =   ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )2 3 1 5 2 5 3 3 2 2− − − − + − − −  
    =   11 
 

(เนื่องจากเมทริกซใหมเกิดจากการคูณ
สมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 1 ดวย 2−  
แลวนําไปบวกกับสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 2 

(จากบทนิยาม 12 โดยการกระจาย
ตามหลักท่ี 2) 

(จากบทนิยาม 12 โดยการกระจาย
ตามแถวท่ี 3) 

(เนื่องจากเมทริกซใหมเกิดจากการคูณ
สมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 2 ดวย 3  

แลวนําไปบวกกับสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 1) 

(จากบทนิยาม 10 โดยการกระจาย
ตามหลักท่ี 1) 

(เนื่องจากเมทริกซใหมเกิดจากการคูณ
สมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 2 ดวย 1 แลว
นําไปบวกกับสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 3 

(จากบทนิยาม 10 โดยการกระจาย
ตามแถวท่ี 3) 
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8.   จาก ( )det A  =  
1 1 2
4 0 4
0 5 3

−

−
 

   =  
1 1 2
0 4 4
0 5 3

−
−

−
 

 

   =  ( ) ( )1 1 4 4
1 1

5 3
+ −

−
−

 

   =   ( )( ) ( )( )( )1 4 3 4 5− − −  
   =   8−  

      ( )det B  =  
2 3 2
1 4 1
1 0 0

−
−  

   =  ( ) ( )3 1 3 2
1 1

4 1
+ −

−
−

 

   =  ( ) ( )( )( )1 3 1 2 4− − −  
   =   5 

      ( )det C  =  
3 1 2
2 4 1
1 3 0

− −
−   

   =  
1 7 0
2 4 1
1 3 0

−  

 

   =  ( ) ( )2 3 1 7
1 1

1 3
+− −  

   =  ( ) ( )( )1 1 3 7 1−  
   =  4−  
 1)  ( ) ( ) ( )det det dett tA B C+ −  =  ( ) ( ) ( )det det detA B C+ −   

       =  ( )8 5 4− + − −  
       =   1 
  

(เนื่องจากเมทริกซใหมเกิดจากการคูณ 
สมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 1 ดวย 4−  แลว
นําไปบวกกับสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 2) 

(จากบทนิยาม 10 โดยการกระจาย
ตามหลักท่ี 1) 

(จากบทนิยาม 10 โดยการกระจาย
ตามแถวท่ี 3) 

(เนื่องจากเมทริกซใหมเกิดจากการคูณ 
สมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 2 ดวย 2 แลว 
นําไปบวกกับสมาชิกแตละตัวในแถวท่ี 1) 

(จากบทนิยาม 10 โดยการกระจาย
ตามหลักท่ี 3) 
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 2)                             ( )det ABC  =  ( ) ( ) ( )det det detA B C  
   =  ( )( )( )8 5 4− −  
   =  160 
 3)  ( ) ( )3 2 2 3 5det detA B C AB C−   

    =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3 5det det det det det detA B C A B C−  

  =  ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 2 2 3 5
det det det det det detA B C A B C−  

  =  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )3 2 2 3 58 5 4 8 5 4− − − − −  

  =   ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 38 5 4 8 5 4− − − − −  

  =   1,228,800−  

9.  จาก      

11 11 22
1 11 2
2 4

 −   −          

 = 
( )

( )

1 1 1 1 11 1 1
2 2 2 2 4

1 1 11 1 2 1 2
2 2 4

         − − + − +                  
      − + +      

      

 

   =   
1 0
0 1
 
 
 

 

 และ    

1 11 12 2
1 1 1 2
2 4

 −    −         

 = 
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 11 1 1 1 2
2 2 2

1 1 1 1 11 1 2
2 2 4 2 4

  − − + − +    
  − + +  

  

 

   =   
1 0
0 1
 
 
 

 

       ดังนั้น  
1 1
2
1 2

 − 
 
 

 และ 

11
2

1 1
2 4

 − 
 
 
  

 เปนเมทริกซผกผันซ่ึงกันและกัน 

       จาก    

1 1
2 2 4 2

1 11 1
4 2

 − − 
  

   
  

 =   
( ) ( )1 1 1 12 2 2 2

4 4 2 2
1 1 1 11 1 1 1
4 4 2 2

        − − + − +                
        − + +        

        

 

   =   
1 0
0 1
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     และ    

1 1
2 24 2

1 1 1 1
4 2

 −  − 
   

  
  

 =   
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 12 1 2 1
4 2 4 2
1 1 1 12 1 2 1
4 2 4 2

    − − + − +        
 

− + +  

 

   =   
1 0
0 1
 
 
 

 

      ดังนั้น  
2 2
1 1

− 
 
 

 และ 

1 1
4 2
1 1
4 2

 − 
 
 
  

  เปนเมทริกซผกผันซ่ึงกันและกัน 

10. 1)  เนื่องจากดีเทอรมิแนนตของเมทริกซนี้เทากับ ( ) ( )1 2 4 2 10− − = −  ซ่ึงไมเทากับ 0 

        ดังนั้น เมทริกซนี้มีเมทริกซผกผัน คือ  

1 2
2 41 5 5

1 12 110
5 10

 
 − − 

=   −−    −  

 

 2)   เนื่องจากดีเทอรมิแนนตของเมทริกซนี้เทากับ ( ) ( )4 3 5 2 22− − =  ซ่ึงไมเทากับ 0  

        ดังนั้น เมทริกซนี้มีเมทริกซผกผัน คือ  

3 5
3 51 22 22

1 22 422
11 11

 − − 
=   

   
  

 

 3)   เนื่องจากดีเทอรมิแนนตของเมทริกซนี้เทากับ ( )( ) ( )( )6 2 3 4 0− − − =   

  ดังนั้น เมทริกซนี้ไมมีเมทริกซผกผัน 
 4)   เนื่องจากดีเทอรมิแนนตของเมทริกซนี้เทากับ 2 2tan sec 1θ θ− = −  ซ่ึงไมเทากับ 0 

  ดังนั้น เมทริกซนี้มีเมทริกซผกผัน คือ 
tan sec tan sec1
sec tan sec tan1

θ θ θ θ
θ θ θ θ

− −   
=   − −−    

 

11.   1)    A B+  =  
2 1 1 1
2 1 0 2

   
+   − − −   

 

   =  
3 2
2 3

 
 − − 

 

        เนื่องจากดีเทอรมิแนนตของเมทริกซนี้เทากับ ( ) ( )3 3 2 2 5− − − = −  ซ่ึงไมเทากับ 0  
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        ดังนั้น A B+  มีเมทริกซผกผัน คือ 

3 2
3 21 5 5

2 32 35
5 5

 
 − − 

=   −    − −  

 

 2)       AB  =  
2 1 1 1
2 1 0 2

   
   − − −   

 

   =  
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
2 1 1 0 2 1 1 2

2 1 1 0 2 1 1 2

 + + −
 
− + − − + − −  

 

   =  
2 0
2 0

 
 − 

 

       เนื่องจากดีเทอรมิแนนตของเมทริกซนี้เทากับ ( ) ( )2 0 0 2 0− − =   

       ดังนั้น  AB  ไมมีเมทริกซผกผัน  

12.   1)   ให 
2 1

,
5 3

x
A X

y
   

= =   
   

 และ 
20
17

B  
=  
 

   

    เขียนระบบสมการในรูปสมการเมทริกซ AX B=  ไดดังนี้ 
2 1
5 3

x
y

   
   
   

  =  
20
17
 
 
 

 

  หาเมทริกซผกผันของ A   จะได  

                         
( ) ( )

1 3 1 3 11
5 2 5 22 3 1 5

A− − −   
= =   − −−    

  

     เนื่องจาก  1X A B−=    

  ดังนั้น    
x
y
 
 
 

 =   
3 1 20
5 2 17

−   
   −   

 

   =
  

( ) ( )
( ) ( )

3 20 1 17
5 20 2 17

 − 
 − + 

 

   =   
43
66


−


 
 

 

     นั่นคือ  43x =  และ 66y = −  

             ดังนั้น  ( )43, 66−  เปนคําตอบของระบบสมการ 
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 2)   ให 
4 3

,
7 5

x
A X

y
−   

= =   −   
 และ 

13
13

B  
=  
 

   

     เขียนระบบสมการในรูปสมการเมทริกซ AX B=  ไดดังนี้ 
4 3
7 5

x
y

−   
   −   

 =  
13
13
 
 
 

 

      หาเมทริกซผกผันของ A   จะได   

                                  
( ) ( )

1 5 3 5 31
7 4 7 44 5 3 7

A− − −   
= =   − −− +    

  

       เนื่องจาก  1X A B−=    

       ดังนั้น         
x
y
 
 
 

 =
 

5 3 13
7 4 13

−   
   −   

 

     =
 

( ) ( )
( ) ( )

5 13 3 13
7 13 4 13

 − + 
 − + 

 

     =  
26
39

−
−


 
 

 

    นั่นคือ  26x = −  และ 39y = −  

       ดังนั้น  ( )26, 39− −  เปนคําตอบของระบบสมการ 

13. 1)   เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 2 5
3 4 11
 
 
 

 

      ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้ 

                                          
1 2 5
3 4 11
 
 
 

 



 
1 2

1 2 5
30 2 4 R R

 
  − +− − 

 

  

 
2

1 2 5
10 1 2
2

R
 
  − 

 

     

 

2 11 0 1 2
0 1 2

R R− + 
 
 

 

  เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
                                   x  =  1    
                                   y  =  2    

  ดังนั้น  ( )1, 2  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 
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 2)   เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 3 2
3 9 6

− − 
 − 

 

     ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้ 

                                 
1 3 2
3 9 6

− − 
 − 

 



 
1 2

1 3 2
30 0 0 R R

− − 
  + 

 

      เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
                           3x y−  =  2−  ------- ( )1      

                                  0  =  0  ------- ( )2   

      เนื่องจากสมการ ( )2  เปนจริงเสมอ  จึงหาเฉพาะคาของ x  และ y  ท่ีสอดคลอง 

   กับสมการ ( )1  ก็เพียงพอ 

      จากสมการ ( )1  จะได  3 2x y= −  

      จะเห็นวา x  ข้ึนอยูกับ y   นั่นคือ  สามารถเลือก y  ใหเปนจํานวนจริงใดก็ได     

      ในท่ีนี้ให y t=  เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ  จะได 3 2x t= −  

       ดังนั้น  คําตอบของระบบสมการ คือ ( )3 2,t t−  เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

 3)   เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 2 4 7
1 2 3 6
1 1 2 4

 
 
 
  

 

     ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้ 

                                    
1 2 4 7
1 2 3 6
1 1 2 4

 
 
 
    



 

1 2

1 3

1 2 4 7
0 0 1 1
0 1 2 3

R R
R R

 
  − +− − 
 − − − − + 

 

  

 

2

3

1 2 4 7
0 0 1 1
0 1 2 3

R
R

 
  − 
  − 

 

     

 

2 3

1 2 4 7
0 1 2 3
0 0 1 1

R R
 
  ↔ 
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2 11 0 0 1 2
0 1 2 3
0 0 1 1

R R− + 
 
 
  

 

    



 

3 2

1 0 0 1
0 1 0 1 2
0 0 1 1

R R
 
  − + 
  

 

 เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
                        x  =  1    
                   y  =  1   

                   z  =  1   
    ดังนั้น  ( )1, 1, 1  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

 4)   เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 1 5 15
2 3 4 29
3 1 2 5

− 
 − 
 − − 

 

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้ 

                 
1 1 5 15
2 3 4 29
3 1 2 5

− 
 − 
 − −   



 

11 1 5 15
2 3 4 29
3 1 2 5

R− − − − 
 − 
 − − 

 

  

 

1 2

1 3

1 1 5 15
0 1 14 59 2
0 4 13 40 3

R R
R R

− − − 
 − − + 
  − + 

 

     

 

2

1 1 5 15
0 1 14 59
0 4 13 40

R
− − − 

 − − − 
     

   

 

 

2 1

2 3

1 0 19 74
0 1 14 59
0 0 69 276 4

R R

R R

− − + 
 − − 
  − + 

 

      

3

1 0 19 74
0 1 14 59

10 0 1 4
69

R

− − 
 − − 
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3 1

3 2

1 0 0 2 19
0 1 0 3 14
0 0 1 4

R R
R R

+ 
 − + 
  

 

 เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
                        x  =   2     
                   y  =  3−    

                   z  =   4    
     ดังนั้น  ( )2, 3, 4−  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

 5)   เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 2 5 16
2 2 6 20
1 2 6 18

 
 
 
  

 

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้ 

                       
1 2 5 16
2 2 6 20
1 2 6 18

 
 
 
    



 

1 2

1 3

1 2 5 16
0 2 4 12 2
0 0 1 2

R R
R R

 
 − − − − + 
  − + 

 

  

 

2

1 2 5 16
10 1 2 6
2

0 0 1 2
R

 
  − 
  

 

     

 

2 11 0 1 4 2
0 1 2 6
0 0 1 2

R R− + 
 
 
  

 

     



 

3 1

3 2

1 0 0 2
0 1 0 2 2
0 0 1 2

R R
R R

− + 
  − + 
  

 

 เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
                        x  =  2     
                   y  =  2    

                   z  =  2    
       ดังนั้น  ( )2, 2, 2  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

 6)   เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
2 0 2 2
1 1 2 1
3 1 2 1

 
 
 
 − 
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 ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้ 

                       
2 0 2 2
1 1 2 1
3 1 2 1

 
 
 
 −   



 

1
11 0 1 1
2

1 1 2 1
3 1 2 1

R 
 
 
 − 

 

  

 

1 2

1 3

1 0 1 1
0 1 1 0
0 1 1 2 3

R R
R R

 
  − + 
 − − − − + 

 

     

 2 3

1 0 1 1
0 1 1 0
0 0 0 2 R R

 
 
 
 − + 

 

เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
                   x z+  =    1 ------- ( )1    

             y z+  =   0  ------- ( )2   

                  0  =  2−  ------- ( )3   

      จะเห็นวาสมการ ( )3  เปนไปไมได แสดงวาระบบสมการตั้งตนนําไปสูระบบ 

      สมการซ่ึงไมสอดคลองกัน  นั่นคือ  ระบบสมการนี้ไมมีคําตอบ 

 7) เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
2 4 8 0
1 2 3 0
1 1 2 0

 
 
 
  

 

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้ 

                         
2 4 8 0
1 2 3 0
1 1 2 0

 
 
 
    



 

1
11 2 4 0
2

1 2 3 0
1 1 2 0

R 
 
 
  

 

  

 

1 2

1 3

1 2 4 0
0 0 1 0
0 1 2 0

R R
R R

 
  − +− 
 − − − + 

 

     

 

2

3

1 2 4 0
0 0 1 0
0 1 2 0

R
R

 
  − 
  − 
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2 3

1 2 4 0
0 1 2 0
0 0 1 0

R R
 
  ↔ 
  

 

     



 

2 11 0 0 0 2
0 1 2 0
0 0 1 0

R R− + 
 
 
  

 

    



 

3 2

1 0 0 0
0 1 0 0 2
0 0 1 0

R R
 
  − + 
  

 

เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
                        x  =  0     
                   y  =  0    

                   z  =  0    
 ดังนั้น  ( )0, 0, 0  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

 8) เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 1 2 0
1 0 1 0
3 1 2 0

 
 
 
 − 

 

  ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้ 

                        
1 1 2 0
1 0 1 0
3 1 2 0

 
 
 
 −   



 

1 2

1 3

1 1 2 0
0 1 1 0
0 4 4 0 3

R R
R R

 
 − − − + 
 − − − + 

 

  

 

2

1 1 2 0
0 1 1 0
0 4 4 0

R
 
  − 
 − − 

 

     

 

2 1

2 3

1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0 4

R R

R R

− + 
 
 
  + 

 

    เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
                 x z+  =   0  ------- ( )1    

             y z+  =   0  ------- ( )2    

                  0  =   0  ------- ( )3   
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     เนื่องจากสมการ ( )3  เปนจริงเสมอ  จึงหาเฉพาะคาของ ,x y  และ z  ท่ี     

      สอดคลองกับสมการ ( )1  และ ( )2  ก็เพียงพอจากสมการ ( )1  และ ( )2    

  จะได  x z= −  และ y z= −    

     จะเห็นวาท้ัง x  และ y  ข้ึนอยูกับ z   นั่นคือ  สามารถเลือก z  ใหเปนจํานวนจริง 

  ใดก็ได  ในท่ีนี้ให z t=  เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

      ดังนั้น  คําตอบของระบบสมการ คือ ( ), ,t t t− −  เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

14. 1)   ให A เปนเมทริกซแสดงขอมูลจากตารางแสดงยอดขายหนังสือในป 2561 ของ 
      สํานักพิมพแหงหนึ่ง (หนวยเปนเลม) 

      นั่นคือ  
100 200 500
200 300 400

A  
=  
 

 

       ให  [ ]150 200B =  เปนเมทริกซแสดงราคาของหนังสือสารคดีและหนังสือจิตวิทยา 

      ดังนั้น     BA   =  [ ] 100 200 500
150 200

200 300 400
 
 
 

 

    =  [ ]55,000 90,000 155,000  

       ดังนั้น บริษัทมีรายไดจากการขายหนังสือท้ังหมด  
  55,000 90,000 155,000 300,000+ + =  บาท 

 2)   ให  30
100

A  เปนเมทริกซแสดงยอดขายท่ีเพ่ิมข้ึน 30% ในปถัดไป 

         จะได  30 13
100 10

A A A+ =  เปนเมทริกซแสดงยอดขายหนังสือท่ีตองการ 

      ดังนั้น  
100 200 500 130 260 65013 13
200 300 400 260 390 52010 10

A    
= =   

   
 

       นั่นคือ ถาบริษัทตองการใหยอดขายหนังสือเพ่ิมข้ึน 30% ในปถัดไป บริษัจะตอง 

  ขายหนังสือสารคดีเลมท่ี 1 เลมท่ี 2 และเลมท่ี 3 จํานวน 130, 260  และ 650 เลม  
  ตามลําดับ และขายหนังสือจิตวิทยาเลมท่ี 1 เลมท่ี 2 และเลมท่ี 3 จํานวน 260,  
  390 และ 520 เลม ตามลําดับ 
15.   ให A เปนเมทริกซแสดงขอมูลจากตารางแสดงจํานวนโจทยท่ีเยาวมาลยและการเวก 
 ทําไดถูกตองในรอบแรก 

 นั่นคือ  
3 1 6
3 5 2

A  
=  
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        ให 
6
4
1

B
 
 =  
  

 เปนเมทริกซแสดงคะแนนสําหรับโจทยแตละระดับในรอบแรก 

       ดังนั้น  AB  =  
6

3 1 6 28
4

3 5 2 40
1

 
     =         

  

       นั่นคือ ในรอบแรก เยาวมาลยและการเวกไดคะแนน 28 และ 40 คะแนน ตามลําดับ 
       ให C  เปนเมทริกซแสดงขอมูลจากตารางแสดงจํานวนโจทยท่ีเยาวมาลยและการเวก 
        ทําไดถูกตองในรอบท่ีสอง 

        นั่นคือ  
2 5 3
5 4 7

C  
=  
 

  

        ให 
8
5
2

D
 
 =  
  

 เปนเมทริกซแสดงคะแนนสําหรับโจทยแตละระดับในรอบท่ีสอง 

       ดังนั้น  CD  =  
8

2 5 3 47
5

5 4 7 74
2

 
     =         

  

       นั่นคือ ในรอบท่ีสอง เยาวมาลยและการเวกไดคะแนน 47 และ 74 คะแนน ตามลําดับ 
       จะได AB CD+  เปนเมทริกซแสดงคะแนนรวมจากการสอบท้ังสองรอบ 

     นั่นคือ  
28 47 75
40 74 114

AB CD      
+ = + =     

     
 

       ดังนั้น เยาวมาลยและการเวกไดคะแนนรวมจากการสอบท้ังสองรอบเปน 75 และ  
 114 คะแนน ตามลําดับ  
16.   ให x  แทนจํานวนเงินท่ีรัตนาจะตองลงทุนในกองทุนรวม A 
  y  แทนจํานวนเงินท่ีรัตนาจะตองลงทุนในกองทุนรวม B 
  z  แทนจํานวนเงินท่ีรัตนาจะตองลงทุนในกองทุนรวม C 
       จากโจทย สามารถเขียนเปนระบบสมการเชิงเสน ไดดังนี้  
              x y z+ +  =  50,000    
                        3y z−  =  0   

           0.06 0.04 0.10x y z+ +  =  2,900    

     เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
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1 1 1 50,000
0 1 3 0

0.06 0.04 0.10 2,900

 
 − 
  

 

       ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้ 

 

1 1 1 50,000
0 1 3 0

0.06 0.04 0.10 2,900

 
 − 
     

   
1 3

1 1 1 50,000
0 1 3 0
0 0.02 0.04 100 0.06R R

 
 − 
 − − − + 

 

       
2 1

2 3

1 0 4 50,000
0 1 3 0
0 0 0.02 100 0.02

R R

R R

− + 
 − 
 − − + 

  

       
3

1 0 4 50,000
0 1 3 0
0 0 1 5,000 50R

 
 − 
  − 

  

       
3 1

3 2

1 0 0 30,000 4
0 1 0 15,000 3
0 0 1 5,000

R R
R R

− + 
  + 
  

 

     เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
                       x  =  30,000     
                  y  =  15,000    

                  z  =  5,000    
      นั่นคือ  ( )30000, 15000, 5000  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

       ดังนั้น  รัตนาจะตองลงทุนในกองทุนรวม A กองทุนรวม B และกองทุนรวม C เปน 
      จํานวนเงิน 30000, 15000 และ 5000 บาท ตามลําดับ 
17. 1) จากขอมูลในตารางจะได 
                 ( )1f  =  10    
                       ( )2f  =  9   

                                   ( )3f  =  4    

 ซ่ึงสามารถเขียนเปนระบบสมการเชิงเสน ไดดังนี้   
             a b c+ +  =  10    
               4 2a b c+ +  =  9   

                           9 3a b c+ +  =  4    
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เมทริกซแตงเติมของระบบสมการนี้ คือ 
1 1 1 10
4 2 1 9
9 3 1 4

 
 
 
  

 

ใชการดําเนินการตามแถวเพ่ือแปลงเมทริกซแตงเติมไดดังนี้ 

                       

1 1 1 10
4 2 1 9
9 3 1 4

 
 
 
    

  1 2

1 3

1 1 1 10
0 2 3 31 4
0 6 8 86 9

R R
R R

 
 − − − − + 
 − − − − + 

 

     2

1 1 1 10
3 31 10 1
2 2 2

0 6 8 86

R

 
 
 − − −
 
 − − − 

 

     

2 1

2 3

1 111 0
2 2
3 310 1
2 2

0 0 1 7 6

R R

R R

 − −  − +
 
 
 
 

+ 
  

  

     

3 1

3 2

1 0 0 2
0 1 0 5
0 0 1 7

1
2
3
2

R R

R R

− 
 
 
  

+

− +
 

เม่ือแปลงเมทริกซนี้ใหอยูในรูประบบสมการจะได  
                       a  =  2−     
                  b  =  5    
                  c  =  7    

นั่นคือ  ( )2, 5, 7−  เปนคําตอบของระบบสมการเพียงคําตอบเดียว 

ดังนั้น ฟงกชันแสดงรายไดรวมของบริษัทในแตละปคือ ( ) 22 5 7f x x x= − + +  

2)   รายไดรวมของบริษัทในปท่ี 7 คือ ( ) ( ) ( )27 7 5 7 2 7 56f = + − = −  ลานบาท 

ดังนั้น ในปท่ี 7 บริษัทขาดทุน 56 ลานบาท 
      
 
       



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1     397 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

บทท่ี 3 เวกเตอร 

 

แบบฝกหัด 3.1ก  

1.   ตัวอยางปริมาณสเกลาร 
  แปลงผักหลังโรงเรียนมีพ้ืนท่ี 100 ตารางวา 
  เสาไฟฟาตนหนึ่งสูง 12 เมตร 
  ฤดูหนาวในปนี้ จะมีอุณหภูมิลดลงต่ําสุด 12 องศาเซลเซียส 
     ตัวอยางปริมาณเวกเตอร 
  รถยนตคันหนึ่งขับไปทางทิศใตเปนระยะทาง 200 กิโลเมตร 
  นักกอลฟตีลูกกอลฟไปขางหนาดวยความเร็ว 120 กิโลเมตรตอชั่วโมง  
  รถไฟแลนเขาสูสถานีดวยอัตราเร็วท่ีลดลง 3  เมตรตอวินาที2 
2.  1)   เขียนเวกเตอรแสดงการเคลื่อนท่ี 120 เมตร ไปทางทิศเหนือ ไดดังรูป 
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 2)   เขียนเวกเตอรแสดงการเคลื่อนท่ี 30 เมตร ไปทางทิศ 060 องศา ไดดังรูป 

 
 3)   เขียนเวกเตอรแสดงการเคลื่อนท่ี 80 กิโลเมตร ไปทางทิศ 300 องศา ไดดังรูป 

 
 4)   เขียนเวกเตอรแสดงการเคลื่อนท่ี 10 กิโลเมตร ไปทางทิศตะวันออกเฉียงเหนือ 
  ไดดังรูป 
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3.   ตัวอยางเวกเตอรท่ีเทากับเวกเตอรท่ีกําหนดให  
 1)   DC



 
 2)   BE



 
 3)   AD−



 
 4)   AD



 
 5)   CE−



 
 6)   CE



 
4.   u−   แทนการเดินทางในทิศ 255 องศา เปนระยะ 300 กิโลเมตร 
5.   เขียนเวกเตอรแสดงการเดินทางของชายคนนี้ โดยมีจุด O  เปนจุดเริ่มตนและจุด P เปน 
 จุดสิ้นสุดของการเดินทาง ดังรูป 

 
     จากรูป ชายคนนี้อยูหางจุดเริ่มตน 2 23 3 3 2+ =  กิโลเมตร และอยูทางทิศเหนือ 
 ของจุดเริ่มตน  
 

แบบฝกหัด 3.1ข  

1.    ตัวอยางคําตอบ 
 CE



 =   CD DE+
 

 
  =   c c+   
  =   2c  
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 CA


 =   CD DA+
 

 
  =   ( )CD AD+ −

 

 

  =   c f−


  

 BD


 =  BC CD+
 

 
  =  b c+



  
 DB



 =  DA AB+
 

 
  =  AD AB− +

 

 
  =  f a− +



  

 AF


 =  AD DF+
 

 
  =  AD FD−

 

 
  =  f e−



  

 FA


 =  FD DA+
 

 
  =  FD AD−

 

 
  =  e f−



  

 AE


 =  AD DE+
 

 
  =  f c+



  

 EA


 =  ED DA+
 

 
  =  DE AD− −

 

 
  =  c f− −



  

2.   1)      ( )PQ QS SP+ +
  

 =  PQ QP+
 

 

     =  0


 
 2)     ( )OR RO RS− +

  

 =   ( )OR OR RS+ +
  

 

     =   ( )PO OR RS+ +
  

 

     =   PR RS+
 

 
     =   PS



 
 3)     ( )SO RQ OR+ +

  

 =  ( )RQ SO OR+ +
  

 

     =  ( )RQ SO OR+ +
  

 

     =   RQ SR+
 

 

     =   SR RQ+
 

 
     =   SQ
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แบบฝกหัด 3.1ค  

1.   1)   จาก  3 2u v−   =  v  
     3u  =  3v  
       นั่นคือ    u  =  v  
      ดังนั้น u  และ v  มีขนาดเทากันและทิศทางเดียวกัน 
 2)   จาก    2u w+   =  2 5w u+   
    3u−   =  w  

       นั่นคือ        u  =  1
3

w−   

      ดังนั้น u  มีทิศทางตรงขามกับ w  มีขนาดเปนหนึ่งในสามของขนาดของ w   
2.   จาก                         3w  =  2s  

      จะได      ( ) ( )( )3 4 2 1a b u a b v+ + + +   =  ( ) ( )( )2 2 2 2 3 1b a u a b v− + + − −   

               ( ) ( )3 4 3 2 1a b u a b v+ + + +   =  ( ) ( )2 2 2 2 2 3 1b a u a b v− + + − −   

               ( ) ( )( )3 4 2 2 2a b b a u+ − − +    =  ( ) ( )( )2 2 3 1 3 2 1a b a b v− − − + +   

      เนื่องจาก u  และ v  เปนเวกเตอรท่ีไมขนานกันและไมเปนเวกเตอรศูนย 
      ดังนั้น          ( ) ( )3 4 2 2 2a b b a+ − − +  =   0  

     และ            ( ) ( )2 2 3 1 3 2 1a b a b− − − + +  =   0  

     จะได         7 10 4a b+ −  =    0   --------- ( )1  

     และ                  2 9 5a b− − −  =    0   --------- ( )2  

      จาก ( )1   จะได                   14 20 8a b+ −  =    0   --------- ( )3  

      จาก ( )2  จะได          14 63 35a b+ +  =    0   --------- ( )4  

      จาก ( )3  และ ( )4  จะได         43 43b +  =    0 

      นั่นคือ    1b = −  และ 2a =  
3.   1)   เนื่องจาก AB CD= −

 

 จะได  v w= −   
       ดังนั้น  v w=   เปนเท็จ  
 2)   เนื่องจาก DB DA AB u v= + = − +

  

    
       ดังนั้น  DB u v= +



   เปนเท็จ 
 3)   2s u−   =  BD DA+

 

 
   =  BA



 
   =  v−  
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       ดังนั้น  2s u v− =    เปนเท็จ 

 4)     2AE


  =  ( )2 AB BE+
 

 

   =  2 2AB BE+
 

 
   =  2AB BD+

 

 
   =  2AB BA AD+ +

  

 
   =  2AB AB AD− +

  

 
   =  AB AD+

 

 
   =  v u+   
   =  u v+   
       ดังนั้น  2AE u v= +



   เปนจริง 
 5)        AE



 =  AB BE+
 

 
   =  CD BE− +

 

 
   =  w s− +    
       ดังนั้น   AE w s= +



   เปนเท็จ 
 6)       AE



 =  AB BE+
 

 
   =  CD BE− +

 

 

   =  1
2

CD BD− +
 

 

   =  ( )1
2

CD BC CD− + +
  

 

   =  ( )1
2

CD AD CD− + +
  

 

   =  1 1
2 2

AD CD−
 

 

   =   
2 2
u w
−
 

 

       ดังนั้น  
2 2
u wAE = −
 



 เปนจริง 

4.        OP


 =  OB BP+
 

 

  =  1
2

OB BA+
 

 

  =  ( )1
2

OB BO OA+ +
  

 

  =  ( )1
2

OB OB OA+ − +
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 OP


 =   1 1
2 2

OB OA+
 

 

  =   ( )1
2

OB OA+
 

 

 
5.   

 
     จากรูป จะได  OC



 =   OB BC+
 

 

    =  ( )nOB BA
m n

+
+

 

 

    =  ( )nOB OA OB
m n

+ −
+

  

 

    =  n nOB OA OB
m n m n

+ −
+ +

  

 

    =   m nOB OA
m n m n

+
+ +

 

 

    =  ( )1 mOB nOA
m n

+
+

 

 

    =  ( )1 mu nv
m n

+
+

   

 
6.   ให ABCD เปนรูปสี่เหลี่ยมท่ีมีเสนทแยงมุม AC และ BD แบงครึ่งซ่ึงกันและกัน และ 
      ตัดกันท่ีจุด E ดังรูป    
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      จะแสดงวา AB



 ขนานกับ CD


 และ AD


 ขนานกับ BC


 
      จากรูป  จะได  AB AE EB= +

  

 และ CD CE ED= +
  

 
      เนื่องจาก AE CE= −



 และ EB ED= −


  

      ดังนั้น   ( )AB CE ED CE ED CD= − − = − + = −
     

 

      นั่นคือ  AB


 ขนานกับ CD


 แตมีทิศทางตรงขามกัน 
     จากรูป AD AE ED= +

  

 และ BC BE EC= +
  

 
      ดังนั้น  AD AE ED EC BE BE EC BC= + = + = + =

       

 
      นั่นคือ AD



 ขนานกับ BC


 และมีทิศทางเดียวกัน 
     จะไดวา รูปสี่เหลี่ยม ABCD เปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 
     ดังนั้น รูปสี่เหลี่ยมท่ีเสนทแยงมุมแบงครึ่งซ่ึงกันและกันเปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 
 

แบบฝกหัด 3.2  

1.   1)   ภาพฉายของจุด ( )3, 3, 1  บนแกน X  คือ จุด ( )3, 0, 0  

 2)   ภาพฉายของจุด ( )3, 3, 1  บนแกน Y  คือ จุด ( )0, 3, 0  

 3)   ภาพฉายของจุด ( )3, 3, 1  บนแกน Z  คือ จุด ( )0, 0, 1  

 4)   ภาพฉายของจุด ( )3, 3, 1  บนระนาบ XY  คือ จุด ( )3, 3, 0  

 5)   ภาพฉายของจุด ( )3, 3, 1  บนระนาบ YZ  คือ จุด ( )0, 3, 1  

 6)   ภาพฉายของจุด ( )3, 3, 1  บนระนาบ XZ  คือ จุด ( )3, 0, 1  

2.   1)   รูปท่ัวไปของพิกัดของจุดบนแกน X  คือ ( ), 0, 0x  

 2)   รูปท่ัวไปของพิกัดของจุดบนแกน Y  คือ ( )0, , 0y  

 3)   รูปท่ัวไปของพิกัดของจุดบนแกน Z  คือ ( )0, 0, z  

 4)   รูปท่ัวไปของพิกัดของจุดในระนาบ XY  คือ ( ), , 0x y  
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 5)   รูปท่ัวไปของพิกัดของจุดในระนาบ YZ  คือ ( )0, , y z  

 6)   รูปท่ัวไปของพิกัดของจุดในระนาบ XZ  คือ ( ), 0, x z  

3.   จากรูป  จุด B มีพิกัดเปน ( )3, 5, 0  

    จุด C มีพิกัดเปน ( )1, 5, 0  

    จุด D มีพิกัดเปน ( )1, 2, 0  

    จุด G มีพิกัดเปน ( )3, 5, 3  

    จุด E มีพิกัดเปน ( )1, 2, 3  

   จุด F มีพิกัดเปน ( )3, 2, 3  

4.    AF =  ( ) ( ) ( )2 2 23 1 2 5 0 3− + − + −  

  =  ( ) ( )2 222 3 3+ − + −  

  =  4 9 9+ +  
  =  22   หนวย 
      ซ่ึงมีความยาวเทากับ  DG, OB และ EC 

5.   ภาพฉายของจุด ( )3, 4, 8P −  ในระนาบ XY, YZ และ XZ คือ ( )3, 4, 0− , ( )0, 4, 8−   

     และ ( )3, 0, 8  ตามลําดับ 

     ภาพฉายของจุด ( )7, 2, 8Q −  ในระนาบ XY, YZ และ XZ คือ ( )7, 2, 0− , ( )0, 2, 8−   

     และ ( )7, 0, 8  ตามลําดับ 

      และระยะทางระหวางจุด P และ Q คือ  

     ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 23 7 4 2 8 8 4 2 20 2 5− + − − − + − = − + − = =    

 เนื่องจากระยะทางของจุดท่ีเปนภาพฉายในระนาบ XY, YZ และ XZ  เปน 2 5, 2  และ 4  

 ตามลําดับ  
      ดังนั้น ระยะทางระหวางจุด P และ Q เทากับระยะทางของภาพฉายในระนาบ XY  

6.         AB =  ( )( ) ( ) ( )2 2 21 1 2 7 1 9− − + − + −  

  =  ( ) ( )2 222 5 8+ − + −  

  =   4 25 64+ +  
  =  93  
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   AC  =  ( ) ( ) ( )2 2 21 11 2 4 1 2− + − + −  

  =  ( ) ( ) ( )2 2 210 2 1− + − + −  

  =  100 4 1+ +  
  =   105  

   BC =  ( ) ( ) ( )2 2 21 11 7 4 9 2− − + − + −  

  =  ( )2 2 212 3 7− + +  

  =  144 9 49+ +  
  =  202  
      ดังนั้น รูปสามเหลี่ยม ABC เปนรูปสามเหลี่ยมดานไมเทา 
 

แบบฝกหัด 3.3ก  

1.   ให จุด B มีพิกัดเปน ( ),a b   

      จาก               AB


 =   
3
4

a
b
− 

 − 
 

      จะได            
2
5
 
 
 

 =   
3
4

a
b
− 

 − 
 

      นั่นคือ          3a −   = 2   และ   4b −    =  5 
     จะได                 a =  5  และ        b  =  9 

      ดังนั้น  พิกัดของจุด B คือ ( )5,9  

2.   จาก 
1
3

u  
=  
 

  และ 
4
1

v  
=  − 

   จะได 

     
( )
1 41 4 5

3 13 1 2
u v

+      
+ = + = =      + −−      

   

  
( )
1 41 4 3

3 13 1 4
u v

−  −     
− = − = =      − −−      

   

 
( )
( )

2 11 2
2 2

3 62 3
u

    
= = =    

     

  

 
4 4
1 1

v
−   

− = − =   −   

  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1     407 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

      และ 
( )

( )

1 1111 1 3 3
3 13 3 13

3

u

 −    −   − = − = =       −−     

    

     แสดงเวกเตอร , , , , 2 ,u v u v u v u v+ − −         และ 1
3

u−   ไดดังรูป 

 
 

3.   1)         AB


 =      
1 0
4 0
− − 
 − 

 =   
1
4
− 
 
 

 

  BA


 =     
( )0 1
0 4

 − −
 

− 
 =   

1
4

 
 − 

 

 2)   AB


 =    
( )3 2
2 1

 − −
 

− 
 =   

5
1
 
 
 

 

  BA


 =     
2 3
1 2

− − 
 − 

 =   
5
1

− 
 − 

 

 3)        AB


 =   
( )
( )

1 2

2 8

 − − −
 

− −  
 =   

1
10
 
 
 

 

  BA


 =   
( )2 1
8 2

 − − −
 

− − 
 =   

1
10
− 

 − 
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 4)        AB


 =    
( )

0 1
0 1

0 1

 −
 

− 
 − − 

 =   
1
1
1

− 
 − 
  

 

  BA


 =      
1 0
1 0
1 0

− 
 − 
 − − 

 =   
1
1
1

 
 
 
 − 

 

 5)         AB


 =     
1 7
8 3
3 1

− − 
 − 
 − 

 =   
8
5
2

− 
 
 
  

 

  BA


 =     
( )7 1
3 8
1 3

 − − 
 

− 
 − 

 =   
8
5
2

 
 − 
 − 

 

 6)         AB


 =     ( )
2 1

1 1
0 2

− 
 − − − 
 − 

 =   
1
0
2

 
 
 
 − 

 

  BA


 =     ( )
1 2

1 1
2 0

− 
 − − − 
 − 

 =   
1
0
2

− 
 
 
  

 

4.  1)    5t u−


  =   
1 3

5
3 4
−   

−   
   

 

   =   
1 15
3 20
−   

−   
   

 

   =   
1 15
3 20
− − 
 − 

 

   =   
16
17
− 
 − 

 

 2)   นิเสธของ 5t u−


  คือ 
16 16
17 17
−   

− =   −   
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 3)   2v w−   =   
1 1

2 2 0
3 7

−   
   −   
   −   

 

   =   
2 1
4 0
6 7

−   
   −   
   −   

 

   =   
( )

( )

2 1
4 0

6 7

 − − 
 

− 
 − − 

 

   =   
3
4

13

 
 
 
  

 

 4)   นิเสธของ 2v w−   คือ 
3 3
4 4

13 13

−   
   − = −   
   −   

 

5.   1)   u v+   =  1 1

2 2

a b
a b
   

+   
   

 

   =  1 1

2 2

a b
a b

+ 
 + 

 

   =  1 1

2 2

b a
b a

+ 
 + 

 

   =  1 1

2 2

b a
b a
   

+   
   

 

   =  v u+   

 2)  ( )u vα +   =  1 1

2 2

a b
a b

α
    

+         
 

     =  1 1

2 2

a b
a b

α
+ 

 + 
 

     =  
( )
( )

1 1

2 2

a b

a b

α

α

 +
 

+  
 

     =  1 1

2 2

a b
a b
α α
α α

+ 
 + 
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 ( )u vα +   =  1 1

2 2

a b
a b

α α
α α
   

+   
   

 

   =  1 1

2 2

a b
a b

α α
   

+   
   

 

   =  u vα α+   

 3)   ( )vα β   =  1

2

b
b

α β
  
     

 

   =  1

2

b
b
β

α
β
 
 
 

 

   =   
( )
( )

1

2

b

b

α β

α β

 
 
  

 

   =   
( )
( )

1

2

b

b

αβ

αβ

 
 
  

 

   =   ( ) 1

2

b
b

αβ
 
 
 

 

   =   ( )vαβ   

 4)     ( )uα β+   =  ( ) 1

2

a
a

α β
 

+  
 

 

    =   
( )
( )

1

2

a

a

α β

α β

 +
 

+  
 

    =   1 1

2 2

a a
a a
α β
α β

+ 
 + 

  

    =   1 1

2 2

a a
a a

α β
α β
   

+   
   

 

    =   1 1

2 2

a a
a a

α β
   

+   
   

 

    =   u uα β+   
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 5)     ( )u v w+ +    =   1 1 1

2 2 2

a b c
a b c

      
+ +             

 

    =   1 1 1

2 2 2

a b c
a b c

+   
+   +   

 

    =   
( )
( )

1 1 1

2 2 2

a b c

a b c

 + +
 

+ +  
 

    =   
( )
( )

1 1 1

2 2 2

a b c

a b c

 + +
 

+ +  
 

    =   1 1 1

2 2 2

a b c
a b c

+   
+   +   

 

    =   1 1 1

2 2 2

a b c
a b c

      
+ +             

 

    =   ( )u v w+ +    

6.   1)   เนื่องจาก  
2 1

2
4 2
   

=   
   

  จะได  
2
4
 
 
 

 และ 
1
2
 
 
 

 ขนานกัน 

      เนื่องจาก  ( )
8 2

4
4 1
−   

= −   −   
 และ 

6 2
3

3 1
   

=   
   

  

       ดังนั้น  
2
1
 
 
 

, 
8
4
− 
 − 

 และ 
6
3
 
 
 

 ตางเปนเวกเตอรท่ีขนานกัน 

      เนื่องจาก  
7 87
0 08
    =         

  จะได  
7
0
 
 
 

 และ 
8
0
 
 
 

 ขนานกัน 

 2)   เนื่องจาก ( )
2 1
4 2 2
2 1

−   
   − = −   
   −   

  จะได  
2
4
2

− 
 − 
 − 

 และ 
1
2
1

 
 
 
  

 ขนานกัน 

7.   1)   
1 1 2
8 2 6

11 3 8
PQ

− − −   
   = − =   
   −   



 

 2)   
3
9

12
u

− 
 =  
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 3)   
1 0 1
3 0 3
4 0 4

OR
−   

   = − − = −   
   − − −   



 

 จะเห็นวา  3
2

u PQ=


  และ 1
2

OR PQ= −
 

 

 ดังนั้น , PQ u


  และ OR


 เปนเวกเตอรท่ีขนานกันท้ังหมด โดยท่ี PQ


 และ u   

 มีทิศทางเดียวกัน แตมีทิศทางตรงขามกับ OR


 
 

แบบฝกหัด 3.3ข  

1.   1)   
1

4
4

OA i j 
= = + 
 



 

 

 2)   
1
3 3 4
4

OS i j k
 
 = = + − 
 − 

 

 

 

 3)   
4 3 7

7
1 2 1

AB i j
− − −   

= = = − −   − −   



 

 

 4)   
( )1 3 4

4 6
62 4

CD i j
 − −  

= = = −   −− −   



 

 

 5)   ( )
3 1 2

2 1 3 2 3 4
46 2

PQ i j k
−   

   = − − = = + +   
   −   

 

 

 

 6)   
1 0 1
1 1 2 2
2 1 1

MN i j k
− − −   
   = − − = − = − − +   
   −   

 

 

 

2.   1)   ขนาดของเวกเตอร 
1
2
 
 
 

 คือ 2 21 2 1 4 5+ = + =  

       ขนาดของเวกเตอร  
3
4

 
 − 

 คือ ( )223 4 9 16 5+ − = + =  

       ขนาดของเวกเตอร  
1
4
− 
 − 

 คือ ( ) ( )2 21 4 1 16 17− + − = + =  

       ขนาดของเวกเตอร  
3
2
 
 
 

 คือ 2 23 2 9 4 13+ = + =  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1     413 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 2)   ขนาดของเวกเตอร 
1
1
3

 
 
 
  

 คือ 2 2 21 1 3 1 1 9 11+ + = + + =  

       ขนาดของเวกเตอร 
3
1
2

 
 − 
  

 คือ ( )22 23 1 2 9 1 4 14+ − + = + + =  

       ขนาดของเวกเตอร 
4
0
1

− 
 
 
 − 

 คือ ( ) ( )2 224 0 1 16 0 1 17− + + − = + + =  

 3)   
5 1 4
7 2 5

AB
−   

= =   −   



 

       จะได  2 24 5 16 25 41AB = + = + =


 

 4)   
1 7 8
3 4 1
5 1 4

RS
− − −   
   = − = −   
   −   



 

        จะได  ( ) ( )2 2 28 1 4 64 1 16 9RS = − + − + = + + =


 

3.   1)   u  =  2 22 1+  = 5  

       จะได เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ u  คือ 

      
21
15
 
 
 

 =   

2
5

1
5

 
 
 
 
  

 

    =   2 1
5 5

i j+
 

 

    =   2 5 5
5 5

i j+
 

 

       ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ u  คือ 2 5 5
5 5

i j+
 

 

 2)   v  =  ( ) ( )2 221 3 1+ − + −  = 11  

       จะได เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ v  คือ 
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1

1 3
11 1

 
 − 
 − 

 =   

1
11
3
11
1
11

 
 
 
 − 
 
 −  

 

    =   1 3 1
11 11 11

i j k− −


 

 

    =   11 3 11 11
11 11 11

i j k− −


 

 

       ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ v  คือ 11 3 11 11
11 11 11

i j k− −


 

 

 3)   AB


 =  
( )
4 1

5 3
− − 

 − − 
  =  

5
8
− 
 
 

 

         AB


 = ( )2 25 8 25 64 89− + = + =  

        จะได เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ AB


 คือ 

  
51
889
− 
 
 

 =  

5
89
8
89

 − 
 
 
  

 

    =  5 8
89 89

i j− +
 

 

    =  5 89 8 89
89 89

i j− +
 

 

       ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ AB


 คือ 5 89 8 89
89 89

i j− +
 

 

 4)   CD


  =  
0 1
3 5
1 8

− 
 − − 
 − 

  =  
1
8
7

− 
 − 
 − 

 

       CD


 =  ( ) ( ) ( )2 2 21 8 7 1 64 49 114− + − + − = + + =  
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      จะได เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ CD


 คือ 

        
1

1 8
114 7

− 
 − 
 − 

 =   

1
114
8
114
7
114

 − 
 
 − 
 
 −  

 

    =   1 8 7
114 114 114

i j k− − −


 

 

    =   114 8 114 7 114
114 114 114

i j k− − −


 

 

    =   114 4 114 7 114
114 57 114

i j k− − −


 

 

       ดังนั้น เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ CD


 คือ 114 4 114 7 114
114 57 114

i j k− − −


 

 

4.   1)   เวกเตอรท่ีมีขนาด 4 หนวย และขนานกับ u  คือ 2 5 5 8 5 4 54
5 5 5 5

i j i j
 

+ = +  
 

   

  

  และ 2 5 5 8 5 4 54
5 5 5 5

i j i j
 

− + = − −  
 

   

 

 2)   เวกเตอรท่ีมีขนาด 4 หนวย และขนานกับ v  คือ  

  11 3 11 11 4 11 12 11 4 114
11 11 11 11 11 11

i j k i j k
 

− − = − −  
 

 

   

 และ 

  11 3 11 11 4 11 12 11 4 114
11 11 11 11 11 11

i j k i j k
 

− − − = − + +  
 

 

   

 

 3)   เวกเตอรท่ีมีขนาด 4 หนวย และขนานกับ AB


 คือ 

      5 89 8 89 20 89 32 894
89 89 89 89

i j i j
 
− + = − +  
 

   

  และ  

       5 89 8 89 20 89 32 894
89 89 89 89

i j i j
 

− − + = −  
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 4)   เวกเตอรท่ีมีขนาด 4 หนวย และขนานกับ CD


 คือ 

       114 8 114 7 114 4 114 32 114 28 1144
114 114 114 114 114 114

i j k i j k
 
− − − = − − −  
 

 

   

 และ 

      114 8 114 7 114 4 114 32 114 28 1144
114 114 114 114 114 114

i j k i j k
 

− − − − = + +  
 

 

   

 

 

แบบฝกหัด 3.4  

1. 1)        u v⋅   =   ( ) ( )3 4 2i j i j+ ⋅ +
   

 

   =   ( )( ) ( )( )3 2 4 1+  
   =   10  
 2)        u v⋅   =   ( ) ( )2 5i j j+ ⋅

  

 

   =   ( )( ) ( )( )2 0 5 1+  
   =   5  
 3)        u v⋅   =   ( ) ( )3 3 4i j k i k− + + ⋅ +

 

  

 

   =   ( )( ) ( )( ) ( )( )1 3 3 0 1 4− + +  
   =   1 
 4)        u v⋅   =   ( ) ( )3i k i j− − ⋅ +



  

 

   =   ( )( ) ( )( ) ( )( )1 3 0 1 1 0− + + −  
   =   3−  
2.   ให  θ  เปนมุมระหวาง u  และ v  ซ่ึง 0 180θ° ≤ ≤ °   

      จากทฤษฎีบท 3  จะไดวา  cosu v u v θ⋅ =     

      ดังนั้น    cos u v
u v

θ ⋅
=
 

 

 

 1)   เนื่องจาก u v⋅   =  ( ) ( )3 2 9 6i j i j+ ⋅ +
   

 =  ( )( ) ( )( )3 9 2 6+  =   39 

        และ         u  =  2 23 2+   =  9 4+  =  13  

     v  =  2 29 6+   =  81 36+  =  117  

        จะได   cosθ  =   39
13 117

  =  1 

        ดังนั้น   0θ = °  
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 2)   เนื่องจาก u v⋅   =  ( ) ( )3 2i j i j+ ⋅ − +
   

 =  ( )( ) ( )( )3 2 1 1− +  =  5−  

        และ         u  =  2 23 1+   =  9 1+  =  10  

     v  =  ( )2 22 1− +   =  4 1+  =  5  

        จะได   cosθ  =   5
10 5
−   =  1

2
−  

        ดังนั้น   135θ = °  

 3)   เนื่องจาก u v⋅   =  ( ) ( )2 2 4i j k i j k+ − ⋅ + +
 

   

  

    =  ( )( ) ( )( ) ( )( )2 1 1 2 1 4+ + −   
    =  0  
        จะไดวา u  ตั้งฉากกับ v  
        ดังนั้น   90θ = °  

 4)   เนื่องจาก u v⋅   =  ( ) ( )2i j k i j− − ⋅ −


   

  

    =  ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 1 1 0+ − − + −   
    =   3  

       และ         u  =  ( ) ( )2 221 2 1+ − + −   =  1 4 1+ +  =  6  

     v  =  ( )22 21 1 0+ − +   =  1 1 0+ +  =  2  

       จะได   cosθ  =   3
6 2

  = 3
2

 

       ดังนั้น   30θ = °  

3.   1)                u v u w⋅ + ⋅     =  
2 4 2 1
3 1 3 1

          
⋅ + ⋅          − − −          

 

     =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )2 4 3 1 2 1 3 1+ − + + − −  
     =   5 5+  
     =   10  

 2)         ( ) ( )u v u v+ ⋅ +     =   
2 4 2 4
3 1 3 1

          
+ ⋅ +          − −          

 

      =   
6 6
2 2

   
⋅   − −   

 

     =   ( )( ) ( )( )6 6 2 2+ − −  
     =    40 
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 3)                  ( )v u v⋅ +    =   
4 2 4
1 3 1

      
⋅ +      −      

 

     =   
4 6
1 2
   

⋅   −   
 

     =   ( )( ) ( )( )4 6 1 2+ −  
     =   22 

 4)         ( ) ( )u v u v+ ⋅ −     =   
2 4 2 4
3 1 3 1

          
+ ⋅ −          − −          

 

     =   
6 2
2 4

−   
⋅   − −   

 

     =   ( )( ) ( )( )6 2 2 4− + − −  
     =    4−  

4.   1)    u v u w⋅ + ⋅     =  
4 2 4 6
2 7 2 3
4 7 4 0

   − −       
          ⋅ + ⋅ −          
          −          

 

       =  ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )4 2 2 7 4 7 4 6 2 3 4 0− + + − + − + − +  
    = 22 30− −  
    = 52−  

 2)        ( ) ( )u v u v+ ⋅ +     =   
4 2 4 2
2 7 2 7
4 7 4 7

   − −       
          + ⋅ +          
          − −          

 

      =   
2 2
9 9
3 3

− −   
   ⋅   
   − −   

 

     =   ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 9 9 3 3− − + + − −  
     =    94 

 3)                ( )v u v⋅ +    =   
2 4 2
7 2 7
7 4 7

 −     
      ⋅ +      
      − −      

 

     =   
2 2
7 9
7 3

−   
   ⋅   
   − −   

 

     =   ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 7 9 7 3− + + − −  
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   ( )v u v⋅ +    =    80 

 4)       ( ) ( )u v u v+ ⋅ −     =   
4 2 4 2
2 7 2 7
4 7 4 7

   − −       
          + ⋅ −          
          − −          

 

     =   
2 6
9 5
3 11

− −   
   ⋅ −   
   −   

 

     =   ( )( ) ( )( ) ( )( )2 6 9 5 3 11− − + − + −  
     =    66−  
5.   จาก  cosu v u v θ⋅ =     และ 0, 0u v> >   

      จะไดวา u v⋅   มีเครื่องหมายเดียวกับ cosθ  
 1)   ถา 0u v⋅ >    จะได cos 0θ >  
       นั่นคือ  0 90θ° < < °  
       ดังนั้น θ  เปนมุมแหลม 
 2)   ถา 0u v⋅ =    จะได cos 0θ =  
       นั่นคือ  90θ = °  
       ดังนั้น θ  เปนมุมฉาก 
 3)   ถา 0u v⋅ <    จะได cos 0θ <  
       นั่นคือ  90 180θ° < < °  
       ดังนั้น θ  เปนมุมปาน 

6.   1)   เนื่องจาก 
2 3
3 2
   

⋅   −   
 =  ( )( ) ( )( )2 3 3 2+ −  =  0 

        ดังนั้น  
2
3
 
 
 

 และ 
3
2

 
 − 

 ตั้งฉากกัน 

 2)   เนื่องจาก 
2 1
6 3

−   
⋅   

   
 =  ( )( ) ( )( )2 1 6 3− +  =  16 

        ดังนั้น  
2
6
 
 
 

 และ 
1
3
− 
 
 

 ไมตั้งฉากกัน 
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 3)   เนื่องจาก 
2 1
2 2
1 2

   
   − ⋅   
      

 =  ( )( ) ( )( ) ( )( )2 1 2 2 1 2+ − +  =  0 

        ดังนั้น  
2
2
1

 
 − 
  

 และ 
1
2
2

 
 
 
  

 ตั้งฉากกัน 

 4)   เนื่องจาก 
2 2
1 2
2 1

   
   ⋅ −   
      

 =  ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 1 2 2 1+ − +  =  4 

        ดังนั้น  
2
1
2

 
 
 
  

 และ 
2
2
1

 
 − 
  

 ไมตั้งฉากกัน 

7.   1)   ถา u  ตั้งฉากกับ v  จะได  0u v⋅ =   

       เนื่องจาก   u v⋅   =  ( )( ) ( )( )1 2 2m m m− + +  

      =  2 2 4m m m− + +  
      =  2 3 4m m− + +  
       จะได      2 3 4m m− + +  =  0 
                      2 3 4m m− −  =  0 
              ( )( )4 1m m− +  =  0 

          นั่นคือ   4m =  หรือ 1m = −  
       ดังนั้น u  ตั้งฉากกับ v  เม่ือ 4m =  หรือ 1m = −  

 2)   ( ) ( )2 2 2 21 2 1 2 4 2 5u m m m m m= − + = − + + = − +  

          และ ( ) ( )22 2 2 22 4 4 2 4 4v m m m m m m m= + + = + + + = + +  

        ถา  u  มีขนาดเทากับ v  จะได  

          2 2 5m m− +  =  22 4 4m m+ +  
         2 2 5m m− +  =   22 4 4m m+ +  
         2 6 1m m+ −  =    0 

       จะได  
( )( )

( )

26 6 4 1 1
3 10

2 1
m

− ± − −
= = − ±  

       ดังนั้น u  มีขนาดเทากับ v  เม่ือ 3 10m = − +   หรือ 3 10m = − −  
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8.   เนื่องจาก u  ตั้งฉากกับ v  จะได  0u v⋅ =   

 1)    2u v+   =   ( ) ( )u v u v+ ⋅ +     
   =   ( ) ( )u v u u v v+ ⋅ + + ⋅       
   =   ( ) ( )u u v v u v⋅ + + ⋅ +       
   =   u u u v v u v v⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅         
   =   2 2u u v u v v+ ⋅ + ⋅ +       

   =   ( )2 22u u v v+ ⋅ +     

   =  ( )2 22 0u v+ +   

   =  2 2u v+   

      ดังนั้น  2u v+   = 2 2u v+   

 2)   2u v−   =   ( ) ( )u v u v− ⋅ −     
   =   ( ) ( )u v u u v v− ⋅ − − ⋅       
   =   ( ) ( )u u v v u v⋅ − − ⋅ −       
   =   u u u v v u v v⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅         
   =   2 2u u v u v v− ⋅ − ⋅ +       

   =   ( )2 22u u v v− ⋅ +     

       =  ( )2 22 0u v− +   

   =  2 2u v+   

      ดังนั้น  2u v−   = 2 2u v+   

9.   จาก            2u v+   =  ( )2 22u u v v+ ⋅ +     

      จะได                 24  =  ( )2 25 2 3u v+ ⋅ +   

                  ( )2 u v⋅   =   18−  

      และจาก     2u v−   =  ( )2 22u u v v− ⋅ +     

      จะได        2u v−   =  ( )2 25 18 3− − +  
    =  52 
      นั่นคือ    52u v− =   หรือ 52u v− = −   

      เนื่องจาก  0u v− ≥     

     ดังนั้น  52u v− =   
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10.   

 
        เนื่องจาก OC



 ขนานกับ OB


 จะไดวา มีจํานวนจริง k ท่ี 0k ≠  ซ่ึง OC kOB=
 

 

        ดังนั้น    OC


 =   
4
1

k  
 
 

  =  
4k

k
 
 
 

 

       และ      AC


 =   AO OC+
 

 

   =   
1 4
3

k
k

−   
+   −   

 

   =   
4 1

3
k
k
− 

 − 
 

      เนื่องจาก AC


 ตั้งฉากกับ OB


  
     จะได             AC OB⋅

 

 =   0  

                     
4 1 4

3 1
k
k
−   

⋅   −   
 =   0 

         ( )( ) ( )( )4 1 4 3 1k k− + −  =   0 
         17 7k −  =   0 

                     k  =   7
17

 

      จะได  28 7
17 17

OC i j= +


 

 

        และ    AC


 =  ( ) 28 7 11 443
17 17 17 17

AO OC i j i j i j + = − − + + = − 
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        จะได   
2 228 7 784 49 833 7 17

17 17 289 17 17
OC +   = + = = =   

   



 

        และ   
2 211 44 121 1936 2057 121 11 17

17 17 289 289 17 17
AC +   = + − = = = =   

   



 

        ดังนั้น พ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยม OAC เทากับ 

 1 1 7 17 11 17 77
2 2 17 17 34

OC AC
  

= =    
  

 

 ตารางหนวย 

11.   จาก  
5 7 2
9 8 1

AB
− −   

= =   −   



 และ 
13 7 6
10 8 2

AD
−   

= =   −   



 

        จะได  ( )2 22 1 4 1 5AB = − + = + =


  

        และ   2 26 2 36 4 40AD = + = + =


 

        ให θ  เปนขนาดของมุมระหวาง AB


 และ AD


  
        จะได    cosAB AD AB AD θ⋅ =

   

 

       เนื่องจาก  ( )( ) ( )( )
2 6

2 6 1 2 10
1 2

AB AD
−   

⋅ = ⋅ = − + = −   
   

 

 

        จะได    10−  =  ( )( )5 40 cosθ  

            cosθ  =   
( )( )

10
5 40
−  

   =     1
2

−  

        นั่นคือ      θ  =    135°  
        จะไดวา  ˆ 135BAD = °  
        เนื่องจาก รูปสี่เหลี่ยม ABCD เปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน  
      จะไดวา  ˆ ˆ 45B D= = °  และ ˆ ˆ 135A C= = °  
12.   จาก                  u v w+ +    =  0



 
        จะได                       w−   =   u v+   
                   2w−   =   2u v+   

              2w  =   ( )2 22u u v v+ ⋅ +     

        จาก          u v−   =   3  
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                        2u v−   =     3 

                ( )2 22u u v v− ⋅ +     =    3 

             ( )2 21 2 1u v− ⋅ +   =    3 
   ( )2 u v− ⋅   =    1 
     ( )2 u v⋅   =  1−  

       จะได      2w  =    ( )2 21 1 1+ − +  

    2w  =   1 

      นั่นคือ         w  =   1 

       ดังนั้น ขนาดของ w  เทากับ 1 
13. ให ABC เปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก โดยมี AC เปนดานตรงขามมุมฉาก ดังรูป 

 
       จาก                                  AB BC+

 

 =  AC


 

        จะได                               
2

AB BC+
 

 =   
2

AC


 

                   ( )2 2
2AB AB BC BC+ ⋅ +

   

 =   
2

AC


 

        เนื่องจาก AB


 ตั้งฉากกับ BC


 จะได  AB BC⋅
 

 = 0 

       นั่นคือ   
2 2

AB BC+
 

  =  
2

AC


 

       ดังนั้น   2 2 2AB BC AC+ =  
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14.   ให ABCD เปนรูปสี่เหลี่ยมขนมเปยกปูน และ เสนทแยงมุม AC และ BD ตัดกัน ดังรูป  

 
      จะแสดงวา AC



 ตั้งฉากกับ BD


 
        จากรูป จะได  AC AB BC= +

  

  และ BD AD AB= −
  

 
        เนื่องจาก  AD BC=

 

  ดังนั้น  BD BC AB= −
  

 

        จะได      AC BD⋅
 

 =  ( ) ( )AB BC BC AB+ ⋅ −
   

 

    =   ( ) ( )BC AB BC AB+ ⋅ −
   

  

    =   BC BC BC AB AB BC AB AB⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅
       

  
    =   BC BC AB AB⋅ − ⋅

   

 

    =  
2 2

BC AB−
 

 
    =   0 
       นั่นคือ AC



 ตั้งฉากกับ BD


 
      ดังนั้น เสนทแยงมุมของรูปสี่เหลี่ยมขนมเปยกปูนตัดกันเปนมุมฉาก 
 

แบบฝกหัด 3.5  

1.   1)     j k×




 =  i


 
 2)     k i×





 =  j


 
 3)     k j×





 =  i−


 
 4)     i k×





 =  j−


 
 5)     j j×

 

 =   0


 
 6)     k k×

 

 =   0
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2.   1)     u v×   =  2 0 3
1 2 1

i j k

−



 

 

   =  
0 3 2 3 2 0
2 1 1 1 1 2

i j k− +
− −



 

 

   =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )0 1 3 2 2 1 3 1 2 2 0 1i j k− − − − + −


 

 

   =  6 5 4i j k− + +


 

 

  v u×   =  1 2 1
2 0 3

i j k
−



 

 

   =  
2 1 1 1 1 2
0 3 2 3 2 0

i j k
− −

− +


 

 

   = ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )2 3 1 0 1 3 1 2 1 0 2 2i j k− − − − − + −


 

 

   =  6 5 4i j k− −


 

 

 2)     u v×   =  1 1 1
0 1 0

i j k
−



 

 

   =  
1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1

i j k
− −

− +


 

 

   =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0i j k− − − − − + −


 

 

   =  i k+




 

         v u×   =  0 1 0
1 1 1

i j k

−



 

 

   =  
1 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1

i j k− +
− −



 

 

   =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1i j k− − − − − + −


 

 

   =  i k− −
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 3)   u v×     =  2 7 0
5 4 3

i j k

−



 

 

          =  
7 0 2 0 2 7
4 3 5 3 5 4

i j k− +
− −



 

 

          =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )7 3 0 4 2 3 0 5 2 4 7 5i j k− − − − − + −


 

 

         =  21 6 27i j k− + −


 

 

      v u×     =  5 4 3
2 7 0

i j k
−



 

 

          =  
4 3 5 3 5 4
7 0 2 0 2 7

i j k
− −

− +


 

 

          =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )4 0 3 7 5 0 3 2 5 7 4 2i j k− − − − − + −


 

 

         =  21 6 27i j k− +


 

 

3.   1)   u v×   =  5 3 4
0 1 1

i j k
−

−



 

 

        =  
3 4 5 4 5 3
1 1 0 1 0 1

i j k
− −

− +
− −



 

 

        =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )3 1 4 1 5 1 4 0 5 1 3 0i j k− − − − − − + − −


 

 

        =  5 5i j k− + +


 

 

 2)    u v×   =  ( )2 2 21 5 5− + +  

   =   1 25 25+ +  
   =   51  

 3)    เนื่องจาก  u  =  ( )22 25 3 4+ − +  

    =  25 9 16+ +  
    =  50  
    =   5 2  

        และ        v  =   ( )22 20 1 1+ + −  

    =   0 1 1+ +  
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   v  =   2  

       จาก    u v×   =  sinu v θ   

      จะได    sinθ  =   
u v
u v
× 

 

 

      นั่นคือ   sinθ  =  
( )( )

51
5 2 2

 

    =   51
10

 

      ดังนั้น ไซนของมุมระหวาง u  และ v  คือ 51
10

 

4.   ให 
1 1

2 2

3 3

,  
a b

u a v b
a b

   
   = =   
      

   และ 
1

2

3

c
w c

c

 
 =  
  

  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

     จะได           v w×   =   1 2 3

1 2 3

i j k
b b b
c c c



 

 

    =   ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1b c b c i b c b c j b c b c k− − − + −


 

 

            ( )u v w⋅ ×    =   ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 3 3 2 2 1 3 3 1 3 1 2 2 1a b c b c a b c b c a b c b c− − − + −  
    =   1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c− − + + −  

       และ            u v×   =   1 2 3

1 2 3

i j k
a a a
b b b



 

 

    =   ( ) ( ) ( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1a b a b i a b a b j a b a b k− − − + −


 

 

                    ( )u v w× ⋅    =  ( )( ) ( )( ) ( )( )2 3 3 2 1 1 3 3 1 2 1 2 2 1 3a b a b c a b a b c a b a b c− − − + −  
    =   2 3 1 3 2 1 1 3 2 3 1 2 1 2 3 2 1 3a b c a b c a b c a b c a b c a b c− − + + −  
    =   1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1a b c a b c a b c a b c a b c a b c− − + + −  

       ดังนั้น     ( )u v w⋅ ×     =  ( )u v w× ⋅    
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5.   วิธีท่ี 1 ให 
1

2

3

a
u a

a

 
 =  
  

  และ 
1

2

3

b
v b

b

 
 =  
  

  เปนเวกเตอรในระบบพิกัดฉากสามมิติ จะได 

    ( ) ( )u v u v− × +     =  
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a b a b
a b a b
a b a b

− +   
   − × +   
   − +   

 

    =   1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

i j k
a b a b a b
a b a b a b
− − −
+ + +



 

 

    =   ( )( ) ( )( )( )2 2 3 3 3 3 2 2a b a b a b a b i− + − − +


 

        ( )( ) ( )( )( )1 1 3 3 3 3 1 1a b a b a b a b j− − + − − +


 

        ( )( ) ( )( )( )1 1 2 2 2 2 1 1a b a b a b a b k+ − + − − +


 

    =   ( )2 3 2 3 2 3 2 3 3 2 3 2 3 2 3 2a a a b b a b b a a a b b a b b i+ − − − − + +


 
        ( )1 3 1 3 1 3 1 3 3 1 3 1 3 1 3 1a a a b b a b b a a a b b a b b j− + − − − − + +



 
         ( )1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1a a a b b a b b a a a b b a b b k+ + − − − − + +



 
    =   ( ) ( ) ( )2 3 2 3 1 3 1 3 1 2 1 22 2 2 2 2 2a b b a i a b b a j a b b a k− − − + −



 

 

    =   ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 12 2 2 2 2 2a b a b i a b a b j a b a b k− − − + −


 

 

    =    1 2 3

1 2 3

2 2 2
i j k
a a a
b b b



 

 

    =    ( )2u v×   

      วิธีท่ี 2  ให u  และ v  เปนเวกเตอรใดๆ ในระบบพิกัดฉากสามมิติ จะไดวา 
 ( ) ( )u v u v− × +     =  ( )( ) ( )( )u v u u v v− × + − ×       

    =  ( )( )( ) ( )( )( )u v u u v v+ − × + + − ×       

    =   ( ) ( )( ) ( ) ( )( )u u v u u v v v× + − × + × + − ×         

    =   ( ) ( ) ( ) ( )u u v u u v v v× − × + × − ×         
    =   ( ) ( )0 0u v u v+ × + × −

 

     
    =   ( )2 u v×   

    =   ( )2u v×   
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6. 1)   ไมสามารถดําเนินการได 
 2)   สามารถดําเนินการได และมีผลลัพธเปนปริมาณเวกเตอร 
 3)   สามารถดําเนินการได และมีผลลัพธเปนปริมาณเวกเตอร 
 4)   ไมสามารถดําเนินการได 
 5)   สามารถดําเนินการได และมีผลลัพธเปนปริมาณสเกลาร 
7.   เวกเตอรท่ีมีทิศทางตั้งฉากกับระนาบท่ีกําหนดดวย u  และ v  คือ u v×   และ v u×   

     จาก      u v×   =  2 1 1
1 1 2

i j k
−

− −



 

 

   =  
1 1 2 1 2 1
1 2 1 2 1 1

i j k
− −

− +
− − − −



 

 

   =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1 1i j k− − − − − − − + − − −


 

 

   =  3i j k+ +


 

 

       และ    v u×   =   ( )u v− ×   
   =   3i j k− − −



 

 

       เนื่องจาก  ( )( ) ( )( ) ( )( )2 1 1 1 1 2 2 1 2 5 5u v⋅ = − + − + − = − − − = − =   

       และ 2 2 21 3 1 11u v× = + + =   

       จะได เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ u v×   คือ ( )1 3
11

i j k+ +


 

 

      และเวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมิศทางเดียวกับ v u×   คือ ( )1 3
11

i j k− + +


 

 

       ดังนั้น เวกเตอรสองเวกเตอรท่ีมีขนาดเทากับ u v⋅  และมีทิศทางตั้งฉากกับระนาบท่ี 

       กําหนดดวย u  และ v  คือ ( )5 5 11 15 11 5 113
11 11 1111

i j k i j k+ + = + +
 

   

  และ  

      ( )5 5 11 15 11 5 113
11 11 1111

i j k i j k− + + = − − −
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8.   พ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน PQRS เทากับ PQ PS×
 

 

      เนื่องจาก   PQ PS×
 

 =  3 2 0
0 3 4

i j k
−



 

 

     =  
2 0 3 0 3 2
3 4 0 4 0 3

i j k
− −

− +


 

 

     =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )2 4 0 3 3 4 0 0 3 3 2 0i j k− − − − + − −


 

 

     =   8 12 9i j k− − +


 

 

       จะได  PQ PS×
 

 =  ( ) ( )2 2 28 12 9 64 144 81 289 17− + − + = + + = =  

       ดังนั้น รูปสี่เหลี่ยมดานขนาน PQRS มีพ้ืนท่ี 17 ตารางหนวย  

9.   พ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยม ABC เทากับ 1
2

AB AC×
 

 

      เนื่องจาก   
8 0 8
8 2 6 8 6 4
2 2 4

AB i j k
−   

   = − = = + −   
   − − −   

 

 

 

      และ    
9 0 9

12 2 10 9 10 4
6 2 4

AC i j k
−   

   = − = = + +   
   −   

 

 

 

      ดังนั้น     AB AC×
 

 =  8 6 4
9 10 4

i j k
−



 

 

    =  
6 4 8 4 8 6

10 4 9 4 9 10
i j k

− −
− +



 

 

    =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )6 4 4 10 8 4 4 9i j− − − − −
 

 

            ( )( ) ( )( )( )8 10 6 9 k+ −


 

    =   64 68 26i j k− +


 

 

     จะได  AB AC×
 

 = ( )22 264 68 26 9,396 18 29+ − + = =  

     ดังนั้น รูปสามเหลี่ยม ABC มีพ้ืนท่ี ( )1 18 29 9 29
2

=  ตารางหนวย 
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10.  1) เนื่องจากปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมดานขนานเทากับ ( )u v w⋅ ×    

       v w×   =  1 1 0
0 1 1

i j k


 

 

   =  
1 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 1

i j k− +


 

 

   =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0i j k− − − + −


 

 

   =   i j k− +


 

 

       จะได      ( )u v w⋅ ×    =  ( ) ( )i k i j k+ ⋅ − +
 

  

 

     =  ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 0 1 1 1+ − +  

     =  2  
     =   2 
       ดังนั้น ทรงสี่เหลี่ยมดานขนานมีปริมาตร 2 ลูกบาศกหนวย 
 2)   เนื่องจากปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมดานขนานเทากับ ( )u v w⋅ ×    

       v w×   =  1 1 1
1 1 2

i j k
−



 

 

   =  
1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 1 1

i j k
− −

− +


 

 

   =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1i j k− − − − + − −


 

 

   =   3 2i j k− − +


 

 

       จะได      ( )u v w⋅ ×    =  ( ) ( )2 3 4 3 2i j k i j k+ − ⋅ − − +
 

   

 

     =  ( )( ) ( )( ) ( )( )2 3 3 1 4 2− + − + −  

     =  17−  
     =   17 
       ดังนั้น ทรงสี่เหลี่ยมดานขนานมีปริมาตร 17 ลูกบาศกหนวย 
 

 



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 1     433 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

แบบฝกหัดทายบท  

1.   1)   ตัวอยางเวกเตอรท่ีขนานกัน 
      //AB DC

 

 โดยท่ี AB


 และ DC


 มีทิศทางเดียวกัน 
      //AD CB

 

 โดยท่ี AD


 และ CB


 มีทิศทางตรงขามกัน 
      //AE EC

 

 โดยท่ี AE


 และ EC


 มีทิศทางเดียวกัน 
 2)   ตัวอยางเวกเตอรท่ีเทากัน 

      AB DC=
 

 
       AE EC=

 

 
 3)    ตัวอยางเวกเตอรท่ีเปนนิเสธกัน 
       AD



 และ CB


 เปนนิเสธกัน 
2.   ใหจุด O เปนจุดเริ่มตน และให ทศพรและปุณณเดินมายังจุด A และจุด B ตามลําดับ 
     ให C เปนจุดท่ีทําให AC  ตั้งฉากกับ OB  ดังรูป  

 
      เนื่องจาก  OA  = OB  
      จะไดวา รูปสามเหลี่ยม OAB เปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว  
     ดังนั้น  ˆOAB  = ˆOBA  

      จะได  ˆOBA  =  ( )1 180 45
2

° − °  =  67.5°  

      ดังนั้น ทศพรอยูทางทิศ 292.5°  ของปุณณ โดยวัดจากทิศเหนือไปตามเข็มนาฬิกา 
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3.   1)                   BC


 =  BD DC+
 

 
      =  v w+   
 2)          BC CD+

 

 =   BD


 
      =    v  
 3)                    BE



 =   BD DE+
 

 
      =   ( )BD ED+ −

 

 

      =   v u−   
 4)                ( )AB DB DE− +

  

 =  ( )( )AB BD DE− − +
  

 

      =  ( )AB BD DE+ +
  

 

      =   AE


 
      =   t



 
 5)           CA



 =   CD DE EA+ +
  

 
      =   DC ED AE− − −

  

 
      =   w u t− − −



   
 6)    ( ) ( )BA AE DC CE+ − +

   

 =  BE DE−
 

 

      =  BE ED+
 

 
      =  BD



 
      =   v  
4.   

 

     จากรูป จะได  AB AC CB= +
  

, 
1
2

EC AC=
 

 และ 1
2

CD CB=
 

 

     เนื่องจาก  ( )1 1 1 1
2 2 2 2

ED EC CD AC CB AC CB AB= + = + = + =
       

 

     สังเกตวา  / /AG GD
 

 และ / /BG GE
 

 จะไดวา  
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      มีจํานวนจริง k ซ่ึง 0k ≠  ท่ี AG


 = kGD


 และมีจํานวนจริง m  ซ่ึง 0m ≠  ท่ี BG


 = mGE


 

      จาก   ED


  =  1
2

AB


 

      จะไดวา           GD GE−
 

 =  ( )1
2

AG BG−
 

 

     =  ( )1
2

kGD mGE−
 

 

      ดังนั้น          1
2
k GD − 

 



 =   1
2
m GE − 

 



 

      เนื่องจาก GD


 และ GE


 ไมขนานกันและไมใชเวกเตอรศูนยท้ังคู 

     จะไดวา 1
2
k

−  = 0  และ 1
2
m

−  =  0 

      นั่นคือ  2k =  และ 2m =  
      ดังนั้น  AG



 =  2GD


 
5.   

 
     1)        BF



 =  BA AF+
 

 
   =  AB AF− +

 

 
   =  u v− +   
 2)   ใหจุด O เปนจุดตัดของเสนทแยงมุม AD, BE และ CF 
          จะไดวา รูปสามเหลี่ยม AOB เปนรูปสามเหลี่ยมดานเทา และ CF



 ขนานกับ AB


   

       ดังนั้น  CO OF AB u= = − = −
  

  

       จะไดวา  2CF CO OF u= + = −
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 3)   ในทํานองเดียวกับขอ 2) จะไดวา  EO AF v= − = −
 

   
        ดังนั้น     EF



 =   EO OF+
 

 
    =   ( )v u− + −   
    =   v u− −   

6.   จาก w  เปนเวกเตอรท่ีมีทิศทางตรงขามกับ v  และมีขนาดเปน 1
2

 เทาของขนาดของ v  

      จะได  1
2

w v= −    หรือ  2v w= −   

      และจาก 3u v=    จะได  ( )3 2 6u w w= − = −    

      ดังนั้น u  เปนเวกเตอรท่ีมีทิศทางตรงขามกับ w  และมีขนาดเปน 6 เทาของขนาดของ w  

7.   จาก ( ) ( )2 7 3 3a b u b a v+ − = − −   

      เนื่องจาก u  และ v  เปนเวกเตอรท่ีไมขนานกันและไมใชเวกเตอรศูนยท้ังคู 
      จะได               2 7a b+ −  =   0    --------- ( )1  

      และ        3 3b a− −  =   0    --------- ( )2  

      จาก ( )1  และ ( )2  จะได  b = 2  และ a = 3 
8.   

 
     จากรูป จะได   PQ



 =  PC CQ+
 

 

    =  
1 3
3 4

BC CD+
 

 

    =  ( )1 3
3 4

AD AB+ −
 

 

    =  
3 1
4 3

AB AD− +
 

 

      ดังนั้น  3
4

a = −  และ 1
3

b =  
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9.   

 

      จากรูป จะได  1
2

u AB BM AB BC= + = +
   

   

        และ  1 1
2 2

v AD DN AD DC BC AB= + = + = +
     

  

        ดังนั้น     4 2
3 3

u v−   =  
4 1 2 1
3 2 3 2

AB BC BC AB   + − +   
   

   

 

    =  
4 2 2 1
3 3 3 3

AB BC BC AB   + − +   
   

   

 

    =   
4 2 2 1
3 3 3 3

AB BC BC AB+ − −
   

 

    =   AB


 
10.   ให  ( ), , x y z  เปนจุดท่ีอยูหางจากจุด ( )0, 0, 0  และ ( )1, 2, 3  เปนระยะทางเทากัน จะได 

       ( ) ( ) ( )2 2 20 0 0x y z− + − + −  =  ( ) ( ) ( )2 2 21 2 3x y z− + − + −  

           2 2 2x y z+ +  =   2 2 22 1 4 4 6 9x x y y z z− + + − + + − +  

       2 2 2x y z+ +  =    2 2 22 1 4 4 6 9x x y y z z− + + − + + − +  
          2 4 6x y z+ +  =    14 
        2 3x y z+ +  =     7 

        นั่นคือ  2, 3a b= =  และ 7c =    
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11.   1)   จาก  A  เปนภาพฉายของจุด  P  บนแกน X 

          จะได  A  มีพิกัดเปน ( )1, 0, 0  

          จาก  B  เปนภาพฉายของจุด  P  ในระนาบ XY 

          จะได  B  มีพิกัดเปน ( )1, 2, 0−  

       จาก  C  เปนภาพฉายของจุด  P  บนในระนาย XZ 

          จะได  C  มีพิกัดเปน ( )1, 0, 2  

       จะได  
1 1 0
2 0 2
0 0 0

AB
−   

   = − − = −   
   −   



 

        
1 1 0
0 0 0
2 0 2

AC
−   

   = − =   
   −   



 

              ( )
1 1 0

0 2 2
22 0

BC
−   

   = − − =   
   −   



 

         และ  ( )22 20 2 0 2AB = + − + =


  

       2 2 20 0 2 2AC = + + =


 

         2 2 20 2 2 2 2BC = + + =


 

       จะเห็นวา AB


 = AC


 

       ดังนั้น รูปสามเหลี่ยม ABC เปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว  
      และเนื่องจาก  ( )( ) ( )( ) ( )( )0 0 2 0 0 2 0AB AC⋅ = + − + =

 

 

       จะไดวา AB


 ตั้งฉากกับ AC


 
        นั่นคือ รูปสามเหลี่ยม ABC เปนรูปสามเหลี่ยมมุมฉากดวย 
 2)   ความยาวรอบรูปของรูปสามเหลี่ยม ABC เทากับ 2 2 2 2 4 2 2+ + = +  หนวย  

 3)   พ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยม ABC เทากับ ( )( )1 2 2 2
2

=  ตารางหนวย 
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12.   1)              
12
2

t u−


  =   
1 212
2 42

−   
−   − −   

 

     =   
2 1
4 2

   
+   −   

 

     =   
2 1
4 2
+ 

 − + 
 

     =   
3
2

 
 − 

 

 2)   จาก           3u t−


  =   
2 1

3
4 2
−   

−   − −   
 

     =   
2 3
4 6
− −   

+   −   
 

     =   
( )2 3
4 6

 − + −
 

− + 
 

     =   
5
2
− 
 
 

 

       ดังนั้น นิเสธของ 3u t−


  คือ 
5 5
2 2
−   

− =   −   
 

 3)         ( )2 2v w+   =   
0 2

2 2 2 4
1 5

 −   
    − +    
    −    

 

     =   
0 4

2 2 8
1 10

 −   
    − +    
    −    

 

     =   
( )

( )

0 4
2 2 8

1 10

 + − 
 

− + 
 + − 

 

     =   
4

2 6
9

− 
 
 
 − 
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   ( )2 2v w+   =   
8

12
18

− 
 
 
 − 

 

 4)   จาก     ( )1 3
2

v w−   =   
0 2

1 3 2 4
2

1 5

 −   
    − −    
    −    

 

     =   
0 2

1 6 4
2

3 5

 −   
    − −    
    −    

 

     =   
( )

( )

0 2
1 6 4
2

3 5

 − − 
 

− − 
 − − 

 

     =   
2

1 10
2

8

 
 − 
  

 

     =   
1
5
4

 
 − 
  

 

       ดังนั้น นิเสธของ ( )1 3
2

v w−   คือ  
1 1
5 5
4 4

−   
   − − =   
   −   

 

13.   

 
     จากรูป  DE



 =  DA AE+
 

 
   =  ( )AD AE− +
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  DE


 =   
2 1
3 2

AB AC− +
 

 

   =   ( )2 1
3 2

AB AB BC− + +
  

 

   =   
2 1 1
3 2 2

AB AB BC− + +
  

 

   =   
1 1
6 2

AB BC− +
 

 

      จะได  1
6

m = −  และ 1
2

n =  

      ดังนั้น  1 1 2
6 2 3

m n− = − − = −  

14.   

 
      จากรูป   EF



 =   EA AD DF+ +
  

 

   =   
1 1
2 2

BA AD DC+ +
  

 

   =   
1 1
2 2

BA DC AD+ +
  

 

   =   ( )1 1
2 2

BA AD DC AD+ + +
   

 

   =   
1 1
2 2

BC AD+
 

 

   =   ( )1
2

BC AD+
 

 

      นั่นคือ  EF


 =   
1
2

BC AD+
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15.  

 
      ตองแสดงวา มีจํานวนจริง k ท่ี HG k EF=

 

 และมีจํานวนจริง m ท่ี HE mGF=
 

 
       จากรูป    HG



 =  HD DG+
 

 

     =  
1 1
2 2

AD DC+
 

 

          =  ( )1
2

AD DC+
 

 

     =   
1
2

AC


 

              =   ( )1
2

AB BC+
 

 

     =   
1 1
2 2

AB BC+
 

 

     =   EB BF+
 

 
     =   EF



 
        นั่นคือ  HG



 ขนานกับ EF


 
        และจากรูป จะได    HE



 =  HA AE+
 

 

     =  
1 1
2 2

DA AB+
 

 

          =  ( )1
2

DA AB+
 

 

     =   
1
2

DB


 

              =   ( )1
2

DC CB+
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    HE


 =   
1 1
2 2

DC CB+
 

 

     =   GC CF+
 

 
     =   GF



 
       นั่นคือ  HE



 ขนานกับ GF


 
       ดังนั้น รูปสี่เหลี่ยม EFGH เปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 
16.   เนื่องจาก ABCD  เปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส จะได C  มีพิกัดเปน ( )3, 3   

        ดังนั้น  
3 1 2
3 1 2

AC
−   

= =   −   



 

17.   ให Q มีพิกัดเปน ( ),x y  

        จาก     PQ


 =   
( )1

3
x

y
 − −
 

− 
 

        จะได   
2
2

 
 − 

 =   
1
3

x
y
+ 

 − 
 

        นั่นคือ  1x +  =  2   จะได   1x =  

        และ    3y −  =  2−  จะได  1y =  

        ดังนั้น  พิกัดของจุด Q คือ ( )1, 1  

18.   จาก        
3 1
2 1

a b
−   

+   −   
 =  

1
1
 
 
 

 

        จะได        
3
2

a b
a b

−   
+   −   

 =  
1
1
 
 
 

 

            
3
2

a b
a b
− 

 − + 
 =  

1
1
 
 
 

 

        ดังนั้น                  3a b−  =   1     --------- ( )1  

        และ      2a b− +  =   1     --------- ( )2  

        จาก ( )1  และ ( )2  จะได 
        a =   2 
        และ      b =   5 
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19.   เนื่องจาก 
6
k
 
 
 

 ขนานกับ 3
2

 
 − 

  

        แสดงวา มีจํานวน m ท่ี 0m ≠  ซ่ึงทําให  
6
k
 
 
 

 =  
3
2

m  
 − 

 

        นั่นคือ    
6
k
 
 
 

  =   
3
2

m
m

 
 − 

 

        จะได    6 3m=   และ  2k m= −  
        จาก  6 3m=   จะได  2m =  

        นั่นคือ  ( )2 2 4k = − = −  

        ดังนั้น      u  =  
6
4

 
 − 

 

        จะได    
2
1

u
− 

+  
 

  =  
6 2
4 1

−   
+   −   

 

    =   
( )6 2
4 1

 + −
 

− + 
 

    =   
4
3

 
 − 

 

        ขนาดของ 
4
3

 
 − 

 คือ ( )224 3 16 9 5+ − = + =  

        ดังนั้น ขนาดของ 
2
1

u
− 

+  
 

  เทากับ 5 หนวย 

20.  จาก                           u  =   ( )2 2 22 a b− + +  

     =   2 24 a b+ +  

       จะได        2 24 a b+ +  =  3 
                      2 24 a b+ +  =  9 
        ดังนั้น    2 2a b+  = 5 
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21.   1)     u v+   =  
4 1
3 2
2 1

−   
   − +   
      

  =  
( )4 1
3 2
2 1

 + − 
 

− + 
 + 

 =  
3
1
3

 
 − 
  

 

               u v+    =  ( )22 23 1 3+ − +   =  9 1 9+ +  =  19  

            จะได เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ u v+   คือ  

   
3

1 1
19 3

 
 − 
  

 =  

3
19
1

19
3
19

 
 
 
− 

 
 
 
 
 

 

     =  3 1 3
19 19 19

i j k− +


 

 

     =   3 19 19 3 19
19 19 19

i j k− +


 

 

 2)    2u v−   =  
4 1

2 3 2
2 1

−   
   − −   
      

  = 
8 1
6 2
4 1

−   
   − −   
      

 =  
( )8 1
6 2
4 1

 − − 
 
− − 

 − 

 =  
9
8
3

 
 − 
  

 

               2u v−   =  ( )22 29 8 3+ − +   =  81 64 9+ +  =  154  

            จะได เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางตรงขามกับ 2u v−   คือ  

        
9

1 8
154 3

 
 − − 
  

 =  

9
154
8
154
3

154

 
− 
 
 
 
 
 
− 
 

 

     =  9 8 3
154 154 154

i j k− + −


 

 

     =   9 154 8 154 3 154
154 154 154

i j k− + −
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22.   1)   PQ


  =  

( )

3 1
1 3

2 2

 − −
 

− 
 − − 

  =  
4
2
4

− 
 − 
  

 

 2)   เนื่องจาก ขนาดของ 
2
1
2

 
 
 
 − 

 คือ ( )22 22 1 2 4 1 4 9 3+ + − = + + = =  

        จะได  

2
32

1 11
3 3

2 2
3

RS

 
 

   
   = =   
 −   

 −
  



 

 3)   เนื่องจาก  
4 2 4 2 6
2 1 2 1 3

11 5 11 5 6

− − − −       
       − − = − − = −       
       −       

 

       และขนาดของ 
6
3
6

− 
 − 
  

 คือ ( ) ( )2 2 26 3 6 36 9 36 81 9− + − + = + + = =  

           จะได เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ 
6
3
6

− 
 − 
  

 คือ 
6

1 3
9

6

− 
 − 
  

 

       จะได  

8
36

4 43
9 3

6 8
3

AC

 
 

−   
   = − − =   
    

 −
  



 

       จะไดวา  1 2,
6 3

RS PQ AC PQ= − =−
   

 และ 4AC RS=
 

 

       นั่นคือ ,PQ RS
 

 และ AC


 ขนานกัน  

       โดยท่ี PQ


 และ RS


 มีทิศทางตรงขามกัน และ RS


 มีขนาดเปน 1
6

 เทาของขนาดของ PQ


 

      PQ


 และ AC


 มีทิศทางตรงขามกัน และ AC


 มีขนาดเปน 2
3

 เทาของขนาดของ PQ
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          และ RS


 และ AC


 มีทิศทางเดียวกัน และ AC


 มีขนาดเปน 4 เทาของขนาดของ RS


 

23.   1)   PQ


 =  
2 1 3
0 4 4
1 3 2

− − −   
   − = −   
   − −   

 

 2)   
3
4
2

u
 
 =  
  

  

 3)   
5 0 5
0 0 0
2 0 2

OR
−   

   = − =   
   −   



 

        เนื่องจาก  PQ u= −


  

        จะไดวา  PQ


 และ u  ขนานกัน 
24.   1)      u v⋅    =  ( ) ( )3 3i j⋅

 

 

   =  ( )( ) ( )( )3 0 0 3+  
   =   0 
       จะไดวา u  ตั้งฉากกับ v  
       ดังนั้น  0u v⋅ =    และขนาดของมุมระหวาง u และ v  เทากับ 90°  
 2)       u v⋅    =  ( ) ( )6 8 7i j i j+ ⋅ − +

   

 

   =  ( )( ) ( )( )6 1 8 7− +  
   =   50  
       ให θ  เปนมุมระหวาง u และ v  ซ่ึง 0 180θ° ≤ ≤ °  

       จาก        u v⋅   =  cosu v θ   

       จะได   cosθ  =   u v
u v
⋅ 
 

 

       จาก   u  =  2 26 8+  = 36 64+  =  10 

       และ   v  =  ( )2 21 7− +  = 1 49+  =  50  = 5 2  

       จะได    cosθ  =  
( )( )

50
10 5 2

 

    =    1
2

 

       นั่นคือ       θ  =   45°  
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       ดังนั้น  50u v⋅ =   และขนาดของมุมระหวาง u และ v  เทากับ 45°  
 3)       u v⋅    =  ( ) ( )3 2 5i j k i j k− + ⋅ + −

 

   

 

   =  ( )( ) ( )( ) ( )( )1 5 3 1 2 1+ − + −  
   =   0 
       จะไดวา u  ตั้งฉากกับ v  
       ดังนั้น  0u v⋅ =    และขนาดของมุมระหวาง u และ v  เทากับ 90°  
 4)       u v⋅    =  ( ) ( )7 3 4 5i j i j k− ⋅ + −



   

 

   =  ( )( ) ( )( ) ( )( )1 3 7 4 0 5+ − + −  
   =  25−  
       ให θ  เปนมุมระหวาง u และ v  ซ่ึง 0 180θ° ≤ ≤ °  

       จาก        u v⋅   =  cosu v θ   

       จะได   cosθ  =   u v
u v
⋅ 
 

 

       จาก   u  =  ( )22 21 7 0+ − +  = 1 49 0+ +  = 50  =  5 2  

       และ   v  =  ( )22 23 4 5+ + −  = 9 16 25+ +   = 50  =  5 2  

       จะได    cosθ  =  
( )( )

25
5 2 5 2

−   =  
1
2

−  

       นั่นคือ       θ  =   120°  
       ดังนั้น 25u v⋅ = −   และขนาดของมุมระหวาง u และ v  เทากับ 120°  
25.   1)   u v u w⋅ + ⋅      
   =  ( ) ( ) ( ) ( )2 3 5 2 2 3 3 5i j k i j k i j k j k− − + ⋅ − + + − − + ⋅ − +

   

      

 

   =  ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )2 5 1 2 3 1 2 0 1 3 3 5− + − − + + − + − − +  

   =  ( ) ( )10 2 3 0 3 15− + + + + +  
   =   13 
 2)  ( ) ( )3 2u v v w⋅ − ⋅     

  =  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 2 3 5 2 5 2 2 3 5i j k i j k i j k j k− − + ⋅ − + − − + ⋅ − +
   

      

 

  =  ( ) ( ) ( ) ( )6 3 9 5 2 5 2 6 10i j k i j k i j k j k− − + ⋅ − + − − + ⋅ − +
   

      

 

  =  ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )6 5 3 2 9 1 5 0 2 6 1 10− + − − + − + − − +  

  =  ( ) ( )30 6 9 0 12 10− + + − + +  
  =   37−  
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 3)  ( )u w v⋅    =  ( ) ( )( )( )2 3 3 5 5 2i j k j k i j k− − + ⋅ − + − +
  

    

 

   =  ( )( ) ( )( ) ( )( )( )( )2 0 1 3 3 5 5 2i j k− + − − + − +


 

 

   =  ( )( )0 3 15 5 2i j k+ + − +


 

 

   =   ( )18 5 2i j k− +


 

 

   =   90 36 18i j k− +


 

 

 4)   จาก      v w⋅     =  ( ) ( )5 2 3 5i j k j k− + ⋅ − +
 

  

 

    =  ( ) ( )( ) ( )5 0 2 3 1 5+ − − +  
    =  0 6 5+ +  
    =   11  

         จาก    v w×   =   5 2 1
0 3 5

i j k
−
−



 

 

    =  
2 1 5 1 5 2
3 5 0 5 0 3

i j k
− −

− +
− −



 

 

    =  ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )2 5 1 3 5 5 1 0 5 3 2 0i j k− − − − − + − − −


 

 

    =  7 25 15i j k− − −


 

 

        จะได  ( ) ( ) ( )2 227 25 15 49 625 225 899v w× = − + − + − = + + =   

                       v   =  ( )22 25 2 1+ − +  = 25 4 1+ +  = 30  

         และ      w  = ( )22 20 3 5+ − +  = 0 9 25+ +  = 34  

         ให  θ  เปนมุมระหวาง v  และ w  

        จะได    cosθ  =  v w
v w
⋅ 
 

 = 
( )( )

11
30 34

 

       และ     sinθ  =  
v w
v w
× 

 

 = 
( )( )

899
30 34

 

       ดังนั้น    tanθ  =  
sin
cos

θ
θ

 = 
( )( )

( )( )

899
30 34

11
30 34

 = 899
11
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26.   ให  v ai bj= +
 

  

        จาก  ( ) ( )u v i j ai bj a b⋅ = + ⋅ + = +
   

   และ  2u v⋅ =   

        จะได                              a b+  =   2    --------- ( )1  

        จาก  ( ) ( ) ( ) ( )1 1u v i j ai bj a i b j+ = + + + = + + +
     

    

        จะได  u v+   =  ( ) ( )2 21 1a b+ + +  

        จาก   26u v+ =    

        จะได                 ( ) ( )2 21 1a b+ + +  =  26    --------- ( )2  

       จาก ( )1  และ ( )2  จะได 

                 ( ) ( )( )221 1 2a a+ + + −  =  26  

                    ( ) ( )2 21 3a a+ + −  =   26 

                   2 21 2 9 6a a a a+ + + − +  =   26 
              210 4 2a a− +  =   26 
        22 4 16a a− −  =   0 
            2 2 8a a− −  =   0 
       ( )( )4 2a a− +  =   0 

       นั่นคือ    4a −   =  0   หรือ 2a +  =  0 
        จะได           4a =     หรือ     2a = −  

        ถา  4a =   จะได  2b = −   นั่นคือ  4 2v i j= −
 

  

        ถา  2a = −  จะได  4b =    นั่นคือ  2 4v i j= − +
 

  

        ดังนั้น  v  ท่ีเปนไปไดคือ  4 2i j−
 

 หรือ 2 4i j− +
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27.   ให ABCD เปนรูปสี่เหลีย่มจัตุรัส และ เสนทแยงมุม AC และ BD ตัดกัน ดังรูป  

 
 

      จะแสดงวา AC


 ตั้งฉากกับ BD


 
        จากรูป จะได  AC AB BC= +

  

  และ BD AD AB= −
  

 
        เนื่องจาก  AD BC=

 

  ดังนั้น  BD BC AB= −
  

 

        จะได      AC BD⋅
 

 =  ( ) ( )AB BC BC AB+ ⋅ −
   

 

    =   ( ) ( )BC AB BC AB+ ⋅ −
   

  

    =   BC BC BC AB AB BC AB AB⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅
       

  
    =   BC BC AB AB⋅ − ⋅

   

 

    =  
2 2

BC AB−
 

 
    =   0 
        นั่นคือ AC



 ตั้งฉากกับ BD


 
       ดังนั้น เสนทแยงมุมท้ังสองเสนของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสตัดกันเปนมุมฉาก 
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28.   จาก             
u v
u v
+
−

 

 

 =  31
21

 

        จะได       
2

2

u v

u v

+

−

 

 

 =   
31
21

 

        ( )
( )

2 2

2 2

2

2

u u v v

u u v v

+ ⋅ +

− ⋅ +

   

   

 =   
31
21

 

        จาก  1u =   จะได 

           ( )
( )

2

2

1 2

1 2

u v v

u v v

+ ⋅ +

− ⋅ +

  

  

 =   
31
21

 

        จาก u  ทํามุม 60°  กับ v   จะได  cos60
2
v

u v u v⋅ = ° =


     

        นั่นคือ    

2

2

1 2
2

1 2
2

v
v

v
v

 
+ + 

 
 

− + 
 









 =   
31
21

 

            
2

2

1

1

v v

v v

+ +

− +

 

 

 =   
31
21

 

           221 21 21v v+ +   =   231 31 31v v− +   

           210 52 10v v− +   =    0 

      25 26 5v v− +   =    0 

    ( )( )5 1 5v v− −   =    0 

        นั่นคือ    5 1v −  =  0   หรือ  5v −  =  0 

        จะได           v  =  
1
5

  หรือ      v  =  5 

        ดังนั้น    1
5

v =   หรือ 5v =  

29.   เนื่องจาก  u v+   ตั้งฉากกับ 2u v−     

        จะได          ( ) ( )2u v u v+ ⋅ −     =   0 
        ( ) ( )2 2u u v u u v v v⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅         =   0 

                    2 22u u v v− ⋅ −     =   0 
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        เนื่องจาก  u v=    จะได 

          2u u v− − ⋅    =   0 

              2u  =  ( )u v− ⋅   

        จาก   cosθ  =  u v
u v
⋅ 
 

 

       จะได  cosθ  =  2
u v
u
⋅ 



 =  
( )
u v
u v
⋅

− ⋅

 

 

 =  1−  

        นั่นคือ      θ  =   180°  
        ดังนั้น ขนาดของมุมระหวาง u และ v  เทากับ 180°  

30.   จาก      u v⋅   =  cosu v θ   

       จะได          ( )2u v⋅   =   ( )2
cosu v θ   

      =   2 2 2cosu v θ   

    =   ( )( ) 2cosu u v v θ⋅ ⋅     

       เนื่องจาก  20 cos 1θ≤ ≤   จะได  ( )( ) ( )( )2cosu u v v u u v vθ⋅ ⋅ ≤ ⋅ ⋅         

      นั่นคือ  ( ) ( )( )2u v u u v v⋅ ≤ ⋅ ⋅        

      จาก ( )1  จะไดวา ( )2u v⋅   = ( )( )u u v v⋅ ⋅     ก็ตอเม่ือ  2cos 1θ =   

      นั่นคือ  ( ) ( )( )2u v u u v v⋅ = ⋅ ⋅       ก็ตอเม่ือ 0θ = °  หรือ 180θ = °  

31.   เนื่องจาก  AB


 =  ( )
3 7

2 5
6 6

− 
 − − − 
 − − 

 =  
4
3

12

− 
 
 
 − 

 

      BC


 =  ( )
( )

6 3
14 2

10 6

 −
 
− − − 
 − − − 

  =  
3

12
4

 
 − 
 − 

 

      CD


 =  ( )
( )

10 6
17 14

2 10

 −
 
− − − 
 − − 

  =  
4
3

12

 
 − 
  

 

        และ        DA


 =  ( )
7 10

5 17
6 2

− 
 − − − 
 − 

  =  
3

12
4

− 
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       จะไดวา   AB BC CD DA= = =
   

 

       และ ( )( ) ( )( ) ( )( )4 3 3 12 12 4 0AB BC⋅ = − + − + − − =
 

 

       นั่นคือ  AB


 ตั้งฉากกับ BC


  
      ในทํานองเดียวกัน จะไดวา  BC



 ตั้งฉากกับ CD


  
      CD



 ตั้งฉากกับ DA


 
    และ   DA



 ตั้งฉากกับ AB


 
        ดังนั้น รูปสี่เหลี่ยมท่ีมีจุดยอดดังกลาว เปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

32.   จาก                u   = w  

        จะได               2u  =  2w  

        จาก                    u v−   =  v w+   

        จะได                 2u v−   =  2v w+   

                 ( )2 22u u v v− ⋅ +     =   ( )2 22v v w w+ ⋅ +     
            ( )u v− ⋅   =   v w⋅   

              cos
5

u v π
−    =   cosv w θ    เม่ือ θ  เปนมุมระหวาง v  และ w  

           cos
5
π

−  =    cosθ  

              cos
5
ππ − 

 
 =   cosθ  

            θ  =   
5
ππ −  

           θ  =   
4
5
π

 

        ดังนั้น ขนาดของมุมระหวาง vและ w  มีขนาด 4
5
π  เรเดียน 

33.   ให ABC เปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว ท่ีมี A เปนจุดยอด จะไดวา AB AC=  
        ให  AD  เปนเสนมัธยฐานท่ีแบงครึ่งดาน BC ท่ีจุด D  ดังรูป  
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      จะแสดงวา DA



 ตั้งฉากกับ BC


 
       จากรูป จะได  BC BA AC= +

  

  

                ( )1 1
2 2

DC BC BA AC= = +
   

  

        และ    DA


 =   DC CA+
 

 

    =   ( )1
2

BA AC CA+ +
  

 

    =   ( )1
2

BA AC AC+ −
  

 

    =   ( )1
2

BA AC−
 

 

       จะไดวา  DA DC⋅
 

 =   ( ) ( )1 1
2 2

BA AC BA AC− ⋅ +
   

 

    =   ( ) ( )( )1
4

BA AC BA AC− ⋅ +
   

 

    =   ( )1
4

BA BA BA AC AC BA AC AC⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅
       

 

    =   ( )2 21
4

BA BA AC BA AC AC+ ⋅ − ⋅ −
     

 

    =   ( )2 21
4

BA AC−
 

 

    =    0 
       จะได  DA



 ตั้งฉากกับ DC
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       เนื่องจาก DC


 ขนานกับ BC


 จะได DA


 ตั้งฉากกับ BC


 
      ดังนั้น เสนมัธยฐานท่ีลากจากจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วตั้งฉากกับฐาน 

34.   1)     u v×   =   2 1 4
3 0 2

i j k
−

− −



 

 

   =   
1 4 2 4 2 1
0 2 3 2 3 0

i j k
− −

− +
− − − −



 

 

   =   ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 2 4 0 2 2 4 3 2 0 1 3i j k− − − − − − − − + − −


 

 

   =   2 16 3i j k− + +


 

 

 2)   วิธีท่ี 1    

    v u×    =   3 0 2
2 1 4

i j k
− −

−



 

 

   =   
0 2 3 2 3 0
1 4 2 4 2 1

i j k
− − − −

− +
− −



 

 

   =   ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )0 4 2 1 3 4 2 2 3 1 0 2i j k− − − − − − − − + − −


 

 

   =   2 16 3i j k− −


 

 

       วิธีท่ี 2  

  เนื่องจาก       v u×   =   ( )u v− ×   

     =   ( )2 16 3i j k− − + +


 

 

     =   2 16 3i j k− −


 

 

 3)   จาก u w×   =  2 1 4
2 3 1

i j k
−

− −



 

 

   =  
1 4 2 4 2 1
3 1 2 1 2 3

i j k
− −

− +
− − − −



 

 

    =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1 4 3 2 1 4 2 2 3 1 2i j k− − − − − − − − + − −


 

 

   =  11 10 8i j k+ +


 

 

       จะได  u w×   = 2 2 211 10 8+ +  = 121 100 64+ +  = 285  
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 4)    v w×    =  3 0 2
2 3 1

i j k
− −
− −



 

  =  
0 2 3 2 3 0
3 1 2 1 2 3

i j k
− − − −

− +
− − − −



 

 

        =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )0 1 2 3 3 1 2 2 3 3 0 2i j k− − − − − − − − − + − − −


 

 

        =   6 9i j k+ −


 

 
      w v×     =  ( )v w− ×   =  6 9i j k− − +



 

 

       จะได  ( ) ( )v w w v× − ×      =  ( )6 9 6 9i j k i j k+ − − − − +
 

   

  =  12 2 18i j k+ −


 

 

 5)   จาก u w×   = 11 10 8i j k+ +


 

 

       จะได       ( )v u w⋅ ×     =  ( ) ( )3 2 11 10 8i k i j k− − ⋅ + +
 

  

 

     =  ( )( ) ( )( ) ( )( )3 11 0 10 2 8− + + −  
     =   49−  
       และจาก        w u×   =  ( )u w− ×   
     =  11 10 8i j k− − −



 

 

       จะได     ( )v w u⋅ ×     =  ( ) ( )3 2 11 10 8i k i j k− − ⋅ − − −
 

  

 

     =  ( )( ) ( )( ) ( )( )3 11 0 10 2 8− − + − + − −  
     =   49  
       ดังนั้น  ( ) ( )v u w v w u⋅ × − ⋅ ×       =  49 49− −  = 98−  

 6)   จาก 2w  =  4 6 2i j k− + −


 

 

       จะได  2v w×   =  3 0 2
4 6 2

i j k
− −
− −



 

  =  
0 2 3 2 3 0
6 2 4 2 4 6

i j k
− − − −

− +
− − − −



 

 

        = ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )0 2 2 6 3 2 2 4 3 6 0 4i j k− − − − − − − − − + − − −


 

 

        =  12 2 18i j k+ −


 

 

       และจาก ( )2u v w× ×     =  2 1 4
12 2 18

i j k
−
−



 

   

          =  
1 4 2 4 2 1
2 18 12 18 12 2

i j k
− −

− +
− −



 

 

        = ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 18 4 2 2 18 4 12 2 2 1 12i j k− − − − − − − + −


 

 

        =  10 12 8i j k− − −
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       จะได     ( )2 3u v w w× × +      =  ( ) ( )10 12 8 3 2 3i j k i j k− − − + − + −
 

   

 

      =  ( ) ( )10 12 8 6 9 3i j k i j k− − − + − + −
 

   

 

      =  16 3 11i j k− − −


 

 

 7)   ให θ  เปนมุมระหวาง v  และ w  

       จาก  v w×   =  6 9i j k+ −


 

 

       จะได  v w×    =  ( )22 26 1 9+ + −  = 36 1 81+ +  = 118  

                v    = ( ) ( )2 223 0 2− + + −  = 9 0 4+ +  = 13  

       และ        w   =  ( ) ( )2 222 3 1− + + −  =  4 9 1+ +  = 14  

       จาก    v w×   =  sinv w θ   

       จะได     sinθ  =  
v w
v w
× 

 

  =  
( )( )

118
13 14

  =   59
91

 

 8)   ให θ  เปนมุมระหวาง u  และ w  

       จาก     u w×   =  285  

         u  =  ( )22 22 1 4+ + −  = 4 1 16+ +  = 21  

       และ          w  =  ( ) ( )2 222 3 1− + + −  =  4 9 1+ +  = 14  

       จาก    u w×   =  sinu w θ   

       จะได     sinθ  =  
u w
u w
× 

 

 =  
( )( )

285
21 14

 =   285
7 6

 

        จาก      u w⋅    =  ( ) ( )2 4 2 3i j k i j k+ − ⋅ − + −
 

   

 

    =  ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 1 3 4 1− + + − −  
    =   3 
        และ     u w⋅   =  cosu w θ   

        จะได   cosθ  =   u w
u w
⋅ 
 

  =   
( )( )

3
21 14

  =  3
7 6

 

        ดังนั้น  cotθ  =  
cos
sin

θ
θ

  =   

3
7 6
285

7 6

  =   3
285

  =   285
95
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35.   จาก  
1 2
1 1

4m

−   
   ×   
      

  =  1 1
2 1 4

i j k
m

−



 

   

   =  
1 1 1 1
1 4 2 4 2 1

m m
i j k− +

− −



 

 

   =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 4 1 1 4 2 1 1 1 2m i m j k− − − − + − −


 

 

   =  ( ) ( )4 4 2 3m i m j k− − + +


 

 

        จะได   4 9m− =   และ 4 2 6m− − =  นั่นคือ 5m = −  

36.   เนื่องจาก 
1 2
1 1
1 3

−   
   − ×   
      

 และ 
2 1
1 1
3 1

−   
   × −   
      

 ตั้งฉากกับ 
1
1
1

 
 − 
  

 และ 
2
1
3

− 
 
 
  

 

      จาก 
1 2
1 1
1 3

−   
   − ×   
      

 =  1 1 1
2 1 3

i j k
−

−



 

   

  =  
1 1 1 1 1 1
1 3 2 3 2 1

i j k
− −

− +
− −



 

 

  =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 3 1 1 1 3 1 2 1 1 1 2i j k− − − − − + − − −


 

 

  =  4 5i j k− − −


 

 

        ขนาดของ 4 5i j k− − −


 

 คือ ( ) ( ) ( )2 2 24 5 1− + − + −  =  16 25 1+ +  = 42  

       นั่นคือ เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ 4 5i j k− − −


 

คือ ( )1 4 5
42

i j k− − −


 

   

        จะได เวกเตอรท่ีมีขนาด 5 หนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ 4 5i j k− − −


 

 คือ 

 ( )5 4 5
42

i j k− − −


 

 =  10 42 25 42 5 42
21 42 42

i j k− − −


 

 

        และจาก  
2 1
1 1
3 1

−   
   × −   
      

 =  
1 2
1 1
1 3

 −   
    − − ×    
        

 =  4 5i j k+ +


 

 

        ขนาดของ 4 5i j k+ +


 

 คือ 2 2 24 5 1+ +  =  16 25 1+ +  = 42  

        นั่นคือ เวกเตอรหนึ่งหนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ 4 5i j k+ +


 

คือ ( )1 4 5
42

i j k+ +


 

   

        จะได เวกเตอรท่ีมีขนาด 5 หนวยท่ีมีทิศทางเดียวกับ 4 5i j k+ +


 

 คือ 
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      ( )5 4 5
42

i j k+ +


 

 =  10 42 25 42 5 42
21 42 42

i j k+ +


 

 

        ดังนั้น เวกเตอรท่ีมีขนาด 5 หนวยท้ังหมด ซ่ึงตั้งฉากกับท้ัง 
1
1
1

 
 − 
  

 และ 
2
1
3

− 
 
 
  

 คือ 

      10 42 25 42 5 42
21 42 42

i j k− − −


 

 และ 10 42 25 42 5 42
21 42 42

i j k+ +


 

 

37.   จาก     u v⋅    =  cosu v θ   

        จะได    1
2

−  =  ( )( )1 1 cosθ  

                  cosθ  =   
1
2

−  

        จะได      θ  =   120°  

        จาก   u v×    =  sinu v θ   
   =  ( )( )1 1 sin120°  

   =   3
2

 

38.   จาก       AB


 =  

( )

0 5
5 7

12 5

 −
 

− 
 − − − 

  =  
5
2
7

− 
 − 
 − 

 

   BC


 =  

( )

3 0
1 5

1 12

 − −
 

− 
 − − − 

  =  
3
4

11

− 
 − 
  

 

   CD


 =  
( )

( )

2 3
3 1

6 1

 − − 
 

− 
 − − 

  =  
5
2
7

 
 
 
  

 

   DA


 =  
5 2
7 3
5 6

− 
 − 
 − − 

  =  
3
4

11

 
 
 
 − 

 

      จะไดวา  AB


 และ CD


 ขนานกัน และ BC


 และ DA


 ขนานกัน 
     ดังนั้น รูปสี่เหลี่ยมนี้เปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 
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     พ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน ABCD เทากับ AB AD×
 

 

     เนื่องจาก  AB AD×
 

 =  5 2 7
3 4 11

i j k
− − −
− −



 

 

       =  
2 7 5 7 5 2
4 11 3 11 3 4

i j k
− − − − − −

− +
− − − −



 

 

       =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )2 11 7 4 5 11 7 3 5 4 2 3i j k− − − − − − − − − + − − − − −


 

 

       =  50 76 14i j k− + +


 

 

       จะได  AB AD×
 

 =  ( )2 2 250 76 14− + +  = 8472  = 2 2118  

       ดังนั้น รูปสี่เหลี่ยมดานขนาน ABCD มีพ้ืนท่ี 2 2118  ตารางหนวย 

39.   พ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยม ABC เทากับ 1
2

AB AC×
 

 

        จาก       AB


 =  ( )
( )

4 2
1 3

5 1

 − −
 
− − 

 − − 

 =  
6
4
6

− 
 
 
  

 

        และ     AC


 =  ( )
( )

7 2
2 3

6 1

 −
 
− − − 
 − − 

  =  
5
1
7

 
 
 
  

 

        ดังนั้น    AB AC×
 

   =  6 4 6
5 1 7

i j k
−



 

 

          =  
4 6 6 6 6 4
1 7 5 7 5 1

i j k
− −

− +


 

 

          =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )4 7 6 1 6 7 6 5 6 1 4 5i j k− − − − + − −


 

 

          =  22 72 26i j k+ −


 

 

      จะได AB AC×
 

 =  ( )22 222 72 26+ + −  = 6344  =  2 1586  

      ดังนั้น รูปสามเหลี่ยม ABC มีพ้ืนท่ี  ( )1 2 1586 1586
2

=  ตารางหนวย 
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40.   เนื่องจากปริมาตรของทรงสี่เหลี่ยมดานขนานเทากับ ( )u v w⋅ ×    

        v w×   =  1 1 1
3 2 1

i j k
− −

−



 

 

  =  
1 1 1 1 1 1
2 1 3 1 3 2

i j k
− − − −

− +
− −



 

 

  =  ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1 1 2 1 1 1 3 1 2 1 3i j k− − − − − − − + − − −


 

 

  =  2i j k− + +


 

 

        จะได   ( )u v w⋅ ×    =  ( ) ( )2 5 3 2i j k i j k− + + ⋅ − + +
 

   

 

    =  ( )( ) ( )( ) ( )( )2 1 5 2 3 1− − + +  

    =  2 10 3+ +  
    =  15  
    =   15 
        ดังนั้น ทรงสี่เหลี่ยมดานขนานมีปริมาตร 15 ลูกบาศกหนวย 
41.   ให จุด B, C และ D แทนตําแหนงของหลุม ดังรูป  

 
     จากรูป จะไดวา ลูกสนุกเกอรจะลงหลุม D  เม่ือ ˆ ˆBA A CA D′ ′=  

       กําหนดให  จุด A มีพิกัดเปน ( )0, 0   จะได 
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     จุด B มีพิกัดเปน ( )0, 3   

      จุด A′  มีพิกัดเปน ( )2, 3   

      จุด C  มีพิกัดเปน ( )6, 3  

        และ        จุด D มีพิกัดเปน ( )6, 3−  

        จะได   
0 2 2
3 3 0

A B
− −   ′ = =   −   



  และ  
0 2 2
0 3 3

A A
− −   ′ = =   − −   



 

           ( )2 22 0 2A B′ = − + =


  และ ( ) ( )2 22 3 13A A′ = − + − =


 

           ( )( ) ( )2 2 0 3 4A B A A′ ′⋅ = − − + − =
 

 

      จาก    A B A A′ ′⋅
 

  =  ˆcosA B A A BA A′ ′ ′
 

 

       จะได    ˆcos BA A′  =  A B A A
A B A A
′ ′⋅
′ ′

 

 
  =   4

2 13
  =   2

13
 

       จะได   
6 2 4
3 3 0

A C
−   ′ = =   −   



  และ  
6 2 4
3 3 6

A D
−   ′ = =   − − −   



 

           2 24 0 4A C′ = + =


  และ ( )224 6 52 2 13A D′ = + − = =


 

           ( )( ) ( )4 4 0 6 16A C A D′ ′⋅ = + − =
 

 

      จาก    A C A D′ ′⋅
 

  =  ˆcosA C A D CA D′ ′ ′
 

 

     จะได   ˆcosCA D′  =  A C A D
A C A D
′ ′⋅
′ ′

 

 
  =   

( )( )
16

4 2 13
  =   2

13
 

      นั่นคือ  ˆcos BA A′  =  ˆcosCA D′   
      เนื่องจาก  ˆ0 90BA A′° < < °  และ ˆ0 90CA D′° < < °  
       จะได  ˆ ˆBA A CA D′ ′=  
       ดังนั้น ลูกสนุกเกอรสีแดงนี้จะลงหลุม และจะลงหลุม D เพราะขนาดของมุมท่ีลูกสนุกเกอร 
 เคลื่อนไปในแนว AA′  กระทบขอบโตะท่ีตําแหนง A′  เทากับขนาดของมุมท่ีสะทอนในแนว  
 A D′  ทํากับขอบโตะ  
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42.   1)   จากรูป มุมระหวาง v  และ w  เทากับ 45°  

         จะได  v w×   =  sin 45v w °   

    =  ( )( ) 2225 450
2

 
  
 

 

    =  50,625 2  
     จากรูป v w×   มีทิศทางเดียวกับ u   
    นั่นคือ มุมระหวาง v w×   และ u  เทากับ 0°  
      จะได       ( )u v w⋅ ×    =  cos0u v w× °    

     =  ( )( )( )180 50,625 2 1  

     =   9,112,500 2  
 2)   จากขอ 1)  จะไดความจุของตูปลานี้ คือ 9,112,500 2 1,000 9,112.5 2÷ =  ลิตร  
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แหล่งเรียนรู้เพิ่มเติม 
 

 forvo.com เป็นเว็บไซต์ที่รวบรวมการออกเสียงคําในภาษาต่าง ๆ ก่อต้ังขึ้นเมื่อ ค.ศ. 2008 
โดยมีจุดมุ่งหมายเพ่ือพัฒนาการสื่อสารทางการพูด ผ่านการแลกเปลี่ยนการออกเสียงคําในภาษา
ต่าง ๆ ทั้งจากบุคคลที่เป็นเจ้าของภาษาและบุคคลที่ไม่ใช่เจ้าของภาษา  forvo.com ได้รับคัดเลือก
จากนิตยสาร Times ให้เป็น 50 เว็บไซต์ที่ดีที่สุดใน ค.ศ. 2013 (50 best websites of 2013) ปัจจุบัน
เว็บไซต์น้ีเป็นฐานข้อมูลที่รวบรวมการออกเสียงที่ใหญ่ที่สุด มีคลิปเสียงที่แสดงการออกเสียง
คําศัพท์ประมาณสี่ล้านคําในภาษาต่าง ๆ มากกว่า 330 ภาษา 

 

 
 

 ครูอาจใช้เว็บไซต์ forvo.com เพ่ือศึกษาเพ่ิมเติมเก่ียวกับการออกเสียงคําศัพท์คณิตศาสตร์
หรือช่ือนักคณิตศาสตร์ในภาษาอังกฤษหรือภาษาอ่ืน ๆ ที่ปรากฏในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติม
คณิตศาสตร์ ช้ันมัธยมศึกษาปีที่ 5 เล่ม 1 ได้ เช่น periodic function ซึ่งเป็นคําศัพท์คณิตศาสตร์
ในภาษาอังกฤษ หรือ Gustave Eiffel วิศวกรและสถาปนิกชาวฝร่ังเศส  

 

http://forvo.com/
http://forvo.com/
http://forvo.com/
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