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ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑ 

  
 จัดท าโดย 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 



ค าน า 

 
 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.) มีหน้าท่ีในการพัฒนา

หลักสูตร วิธีการเรียนรู้ การประเมินผล การจัดท าหนังสือเรียน คู่มือครู แบบฝึกทักษะ 

กิจกรรม และสื่อการเรียนรู้เพื่อใช้ประกอบการเรียนรู้ในกลุ่มสาระการเรียนรู้วิทยาศาสตร์และ

คณิตศาสตร์ของการศึกษาขั้นพื้นฐาน 

 คู่มือครูรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปี ท่ี ๔ เล่ม ๒ นี้  จัดท า 

ตามผลการเรียนรู้กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลักสูตร

แกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑  โดยมีเนื้อหาสาระ ข้อเสนอแนะเกี่ยวกับ

การสอน แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน การวัดผลประเมินผลระหว่างเรียน  

การวิเคราะห์ความสอดคล้องของแบบฝึกหัดท้ายบทกับจุดมุ่งหมายประจ าบท ความรู้เพิ่มเติม

ส าหรับครูซึ่งเป็นความรู้ ท่ีครูควรทราบนอกเหนือจากเนื้อหาในหนังสือเรียน  ตัวอย่าง

แบบทดสอบประจ าบทพร้อมเฉลย รวมท้ังเฉลยแบบฝึกหัด ซึ่งสอดคล้องกับหนังสือเรียน

รายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี ๔ เล่ม ๒  ท่ีต้องใช้ควบคู่กัน 

  สสวท. หวังเป็นอย่างยิ่งว่า คู่มือครูเล่มนี้จะเป็นประโยชน์ต่อการจัดการเรียนรู้ และ

เป็นส่วนส าคัญในการพัฒนาคุณภาพและมาตรฐานการศึกษากลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ 

ขอขอบคุณผู้ทรงคุณวุฒิ บุคลากรทางการศึกษาและหน่วยงานต่าง ๆ ท่ีมีส่วนเกี่ยวข้อง 

ในการจัดท าไว้ ณ โอกาสนี้ 

 

                 
                            (นางพรพรรณ  ไวทยางกูร) 

   ผู้อ านวยการสถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
                                                         กระทรวงศึกษาธิการ 



ค าชี้แจง 

 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.) ได้จัดท าตัวชี้วัดและ 
สาระการเรียนรู้แกนกลาง  กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐)  
ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑  โดยมีจุดเน้นเพื่อต้องการ
พัฒนาผู้เรียนให้มีความรู้ความสามารถที่ทัดเทียมกับนานาชาติ  ได้เรียนรู้คณิตศาสตร์ที่เชื่อมโยง
ความรู้กับกระบวนการ  ใช้กระบวนการสืบเสาะหาความรู้และแก้ปัญหาที่หลากหลาย  มีการท า
กิจกรรมด้วยการลงมือปฏิบัติเพื่อให้ผู้ เรียนได้ใช้ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์  
และทักษะแห่งศตวรรษที่  ๒๑  สสวท. จึงได้จัดท าคู่มือครูประกอบการใช้หนังสือเรียน 
รายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ ๔ เล่ม ๒ ที่ เป็นไปตามมาตรฐานหลักสูตร 
เพื่อเป็นแนวทางให้โรงเรียนน าไปจัดการเรียนการสอนในชั้นเรียน   
 คู่มือครรูายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ ๔ เล่ม ๒ นี้ ประกอบด้วยเนื้อหา
สาระ ข้อเสนอแนะเกี่ยวกับการสอน แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน การวัดผลประเมินผล
ระหว่างเรียน การวิเคราะห์ความสอดคล้องของแบบฝึกหัดท้ายบทกับจุดมุ่งหมายประจ าบท 
ความรู้เพิ่มเติมส าหรับครูซึ่งเป็นความรู้ที่ครูควรทราบนอกเหนือจากเนื้อหาในหนั งสือเรียน 
ตัวอย่างแบบทดสอบประจ าบทพร้อมเฉลย รวมทั้งเฉลยแบบฝึกหัด  ซึ่งครูผู้สอนสามารถน าไปใช้
เป็นแนวทางในการวางแผนการจัดการเรียนรู้ให้บรรลุจุดประสงค์ที่ตั้งไว้ โดยสามารถน าไปจัด
กิจกรรมการเรียนรู้ได้ตามความเหมาะสมและความพร้อมของโรงเรียน  ในการจัดท าคู่มือครูเล่มนี้ 
ได้รับความร่วมมือเป็นอย่างดียิ่งจากผู้ทรงคุณวุฒิ คณาจารย์ นักวิชาการอิสระ รวมทั้งครูผู้สอน 
นักวิชาการ จากสถาบัน และสถานศึกษาทั้งภาครัฐและเอกชน จึงขอขอบคุณมา ณ ที่นี้  
 สสวท. หวังเป็นอย่างยิ่งว่าคู่มือครูรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์ เล่มนี้ จะเป็นประโยชน์
แก่ผู้สอน และผู้ที่ เกี่ยวข้องทุกฝ่าย ที่จะช่วยให้จัดการศึกษาด้านคณิตศาสตร์ ได้อย่างมี
ประสิทธิภาพ  หากมีข้อเสนอแนะใดที่จะท าให้คู่มือครูเล่มนี้มีความสมบูรณ์ยิ่งขึ้น  โปรดแจ้ง 
สสวท. ทราบด้วย  จะขอบคุณยิ่ง 
 
 

                                           สถาบนัส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
                                                              กระทรวงศึกษาธิการ 



แนะน าการใช้คู่มือครู 
 

ในหนังสือเล่มนี้แบ่งเป็น 3 บทตามหนังสือเรียนหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ 
ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2  โดยแต่ละบทจะมีส่วนประกอบ ดังนี้ 
 

 

ตัวช้ีวัด 

 

ตัวชี้วัดระบุสิ่งที่นักเรียนพึงรู้และปฏิบัติได้ รวมทั้งคุณลักษณะของผู้เรียนในแต่ละ

ระดับชั้น ซึ่งสะท้อนถึงมาตรฐานการเรียนรู้ มีความเฉพาะเจาะจงและมีความเป็น

รูปธรรม น าไปใช้ในการก าหนดเนื้อหา จัดท าหน่วยการเรียนรู้ จัดการเรียนการสอน 

และเป็นเกณฑ์ส าคัญส าหรับการวัดประเมินผลเพ่ือตรวจสอบคุณภาพผู้เรียน 

 

 

จุดมุ่งหมาย 

 

เป้าหมายที่นักเรียนควรไปถึงหลังจากเรียนจบบทนี้ 
 

 

ความรู้ก่อนหน้า 

 

ความรู้ที่นักเรียนจ าเป็นต้องมีก่อนที่จะเรียนบทนี ้

  



 

ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและสิ่งที่ควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

 

ประเด็นเกี่ยวกับเนื้อหาที่ครูควรเน้นย้ ากับนักเรียน ประเด็นเกี่ยวกับเนื้อหาที่ครูควร

ระมัดระวัง จุดประสงค์ของตัวอย่างที่น าเสนอในหนังสือเรียน  เนื้อหาที่ควรทบทวน

ก่อนสอนเนื้อหาใหม่ และประเด็นเกี่ยวกับการสอนที่ครูพึงระลึก 
 

 

ความเข้าใจคลาดเคลื่อน   

 

ประเด็นที่นักเรียนมักเข้าใจผิดเกี่ยวกับเนื้อหา  
 

 

ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับแบบฝึกหัด 

 

ประเด็นที่ครูควรทราบเกี่ยวกับแบบฝึกหัด เช่น จุดมุ่งหมายของแบบฝึกหัด 

ประเด็นที่ครูควรให้ความส าคัญในการท าแบบฝึกหัดของนักเรียน เนื้อหาที่ควร

ทบทวนก่อนท าแบบฝึกหัด  
 

 

กิจกรรมในคู่มือครู  

 

กิจกรรมที่คู่มือครูเล่มนี้เสนอแนะไว้ให้ครูน าไปใช้ในชั้นเรียน ซึ่งมีท้ังกิจกรรมน าเข้า

บทเรียน ที่ใช้เพ่ือตรวจสอบความรู้ก่อนหน้าที่จ าเป็นส าหรับเนื้อหาใหม่ที่ครูจะสอน  

และกิจกรรมที่ใช้ส าหรับสร้างความคิดรวบยอดในเนื้อหา โดยหลังจากท ากิจกรรม

แล้ว ครูควรเชื่อมโยงความคิดรวบยอดที่ต้องการเน้นกับผลที่ได้จากการท ากิจกรรม 

กิจกรรมเหล่านี้ครูควรส่งเสริมให้นักเรียนได้ลงมือปฏิบัติด้วยตนเอง  

 



 

กิจกรรมในหนังสือเรียน  

 

กิจกรรมที่นักเรียนสามารถศึกษาเพ่ิมเติมได้ด้วยตนเอง เพ่ือช่วยพัฒนาทักษะการ

เรียนรู้และนวัตกรรม (learning and innovation skills) ที่จ าเป็นส าหรับศตวรรษที่ 21 

อันได้แก่ การคิดสร้างสรรค์และนวัตกรรม  (creative and innovation) การคิด

แบบมีวิจารณญาณและการแก้ปัญหา (critical thinking and problem solving)  

การสื่อสาร (communication)  และการร่วมมือ (collaboration)   
 

 

เฉลยกิจกรรมในหนังสือเรียน  

 

เฉลยค าตอบหรือตัวอย่างค าตอบของกิจกรรมในหนังสือเรียน 
 

 

แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน  

 

ตัวอย่างการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน ที่มีขั้นตอนการด าเนินกิจกรรม 

ซึ่งเปิดโอกาสให้นักเรียนได้ใช้และพัฒนาทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์  
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 บทท่ี 1 | ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน  

 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4 เล่ม 2 1 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

บทที่ 1  

ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน 

 

ฟังก์ชันเป็นเรื่องส าคัญเรื่องหนึ่งในคณิตศาสตร์ เพราะฟังก์ชันมีบทบาทในการศึกษาคณิตศาสตร์

ในระดับสูง เช่น แคลคูลัส พีชคณิตนามธรรม นอกจากนี้ความรู้เกี่ยวกับฟังก์ชันยังเป็นประโยชน์

ในการแก้โจทย์ปัญหาต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับตัวแปร เนื้อหาเรื่องความสัมพันธ์และฟังก์ชัน 

ที่น าเสนอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 นี้  มีเป้าหมาย

เพ่ือให้นักเรียนเรียนรู้เกี่ยวกับฟังก์ชันเพื่อเป็นรากฐานส าหรับการเรียนคณิตศาสตร์ในหัวข้อต่อไป 

โดยเริ่มจากความสัมพันธ์ ฟังก์ชัน การใช้ฟังก์ชันในชีวิตจริง กราฟของฟังก์ชัน การด าเนินการ

ของฟังก์ชัน และฟังก์ชันผกผัน ในบทเรียนนี้มุ่งให้นักเรียนบรรลุตัวชี้วัด/ผลการเรียนรู้ตามสาระ

การเรียนรู้แกนกลาง/สาระการเรียนรู้เพิ่มเติม และบรรลุจุดมุ่งหมายดังต่อไปนี้ 

 
ตัวช้ีวัด /ผลการเรียนรู้  และสาระการเรียนรู้ 

ตัวช้ีวัด 

 ใช้ฟังก์ชันและกราฟของฟังก์ชัน 
อธิบายสถานการณ์ท่ีก าหนด 

สาระการเรียนรู้แกนกลาง 

 ฟังก์ชันและกราฟของฟังก์ชัน  
(ฟังก์ชันเชิงเส้น ฟังก์ชันก าลังสอง 
ฟังก์ชันขั้นบันได ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล) 

ผลการเรียนรู้ 
 หาผลลัพธ์ของการบวก การลบ การคูณ 

การหารฟังก์ชัน หาฟังก์ชันประกอบ
และฟังก์ชันผกผัน 

 ใช้สมบัติของฟังก์ชันในการแก้ปัญหา 

 

สาระการเรียนรู้เพิ่มเติม 
 การบวก การลบ การคูณ การหารฟังก์ชัน 

 ฟังก์ชันประกอบ 

 ฟังก์ชันผกผัน 
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จุดมุ่งหมาย 

1. หาโดเมน เรนจ์ และตัวผกผัน และเขียนกราฟของความสัมพันธ์ 

2. จ าแนกความสัมพันธ์ที่เป็นฟังก์ชันและไม่เป็นฟังก์ชัน  

3. หาโดเมนและเรนจ์ และเขียนกราฟของฟังก์ชัน  

4. ตรวจสอบฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ฟังก์ชันทั่วถึง ฟังก์ชันเพ่ิม และฟังก์ชันลด 

5. หาผลลัพธ์ของการบวก การลบ การคูณ และการหารของฟังก์ชัน 

6. หาฟังก์ชันประกอบ 

7. หาฟังก์ชันผกผัน 

8. ใช้ความรู้เกี่ยวกับความสัมพันธ์และฟังก์ชันในการแก้ปัญหา 

 

 
ความรู้ก่อนหน้า 

 ความรู้เกี่ยวกับสมการและกราฟในระดับมัธยมศึกษาตอนต้น 

 เซต 

 จ านวนจริง 

 

1.1 เนื้อหาสาระ 

1. ผลคูณคาร์ทีเซียนของเซต A  และเซต B  คือ เซตของคู่อันดับ  ,a b  ทั้งหมด   

โดยที่ a  เป็นสมาชิกของเซต A  และ b  เป็นสมาชิกของเซต B  เขียนแทนด้วย A B  

โดยที่   ,A B a b a A     และ b B  

2. r  เป็นความสัมพันธ์จาก A  ไป B  ก็ต่อเมื่อ r  เป็นสับเซตของ A B  

goo.gl/Hu9Stk 
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3. ให ้ r  เป็นสับเซตของ    กราฟของความสัมพันธ์ r  คือ เซตของจุดในระนาบที่แสดง

คู่อันดับที่เป็นสมาชิกของความสัมพันธ์ r   

4. ให ้ r  เป็นความสัมพันธ์จาก A  ไป B   

โดเมนของ r  คือ เซตของสมาชิกตัวหน้าของคู่อันดับทั้งหมดใน r  เขียนแทนด้วย 
r

D  

เรนจ์ของ r  คือ เซตของสมาชิกตัวหลังของคู่อันดับทั้งหมดใน r  เขียนแทนด้วย 
r

R   

เขียน 
r

D  และ 
r

R  ในรูปเซตแบบบอกเง่ือนไข ได้ดังนี้ 

r
D x A   มี y B  ซ่ึง   ,x y r  

r
R y B   มี x A  ซ่ึง   ,x y r  

5. ตัวผกผันของความสัมพันธ์ r  คือ ความสัมพันธ์ซึ่งเกิดจากการสลับที่ของสมาชิกตัวหน้า

และสมาชิกตัวหลังในแต่ละคู่อันดับที่เป็นสมาชิกของ r   เขียนแทนด้วย 1r  

6. ฟังก์ชัน คือ ความสัมพันธ์ซึ่งคู่อันดับสองคู่อันดับใด ๆ ของความสัมพันธ์นั้น ถ้ามีสมาชิก 

ตัวหน้าเหมือนกันแล้ว สมาชิกตัวหลังต้องเหมือนกัน 

หรือกล่าวได้ว่า ฟังก์ชัน f  คือ ความสัมพันธ์ ซึ่งส าหรับ ,x y  และ z  ใด ๆ  ถ้า  ,x y f  

และ  ,x z f  แล้ว y z  

ดังนั้น  ถ้ามี ,x y  และ z  โดยที่   ,x y f  และ  ,x z f  แต่ y z  จะได้ว่า f   

ไม่เป็นฟังก์ชัน  

7. ในกรณีที่ความสัมพันธ์ f  เป็นฟังก์ชัน จะเขียน  y f x  แทน  ,x y f  และเรียก 

 f x  ว่าเป็น ค่าของฟังก์ชัน f  ที ่ x  อ่านว่า เอฟของเอกซ์ หรือ เอฟเอกซ์ 

8. f  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไป B  ก็ต่อเมื่อ f  เป็นฟังก์ชันที่มีโดเมนเป็น A  และ เรนจ์เป็นสับ

เซตของ B   เขียนแทน  f  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไป B  ด้วย :f A B  

9. f  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไปทั่วถึง B   ก็ต่อเมื่อ  f   เป็นฟังก์ชันที่มีโดเมนเป็น A  และเรนจ์

เป็น B   เขียนแทน f  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไปทั่วถึง B  ด้วย :
onto

f A B  
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10. f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก A  ไป B  ก็ต่อเมื่อ f  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไป B   

ซึ่งส าหรับ 
1

x  และ 
2

x  ใด ๆ ใน A   ถ้า    1 2
f x f x  แล้ว 

1 2
x x    

เขียนแทน f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก A  ไป B  ด้วย 1 1:f A B  

11. f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก A  ไปทั่วถึง B   เขียนแทนด้วย 1 1:
onto

f A B  หมายถึง 

f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งและเป็นฟังก์ชันทั่วถึง   

12. ให้ f  เป็นฟังก์ชันซึ่งมีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของเซตของจ านวนจริง และ A  เป็น 

สับเซตของโดเมน 

 1) f  เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนเซต A  ก็ต่อเมื่อ ส าหรับ 
1

x  และ 
2

x  ใด ๆ ใน A   

  ถ้า 
1 2

x x  แล้ว    1 2
f x f x  

 2) f  เป็นฟังก์ชันลดบนเซต A  ก็ต่อเมื่อ ส าหรับ 
1

x  และ 
2

x  ใด ๆ ใน A  

  ถ้า 
1 2

x x  แล้ว    1 2
f x f x  

13. ฟังก์ชันเชิงเส้น คือ ฟังก์ชันที่อยู่ในรูป  f x ax b   เมื่อ a  และ b  เป็นจ านวนจริง 

ในกรณีที ่ 0a   จะได้ฟังก์ชันที่อยู่ในรูป  f x b  ซ่ึงเรียกว่าฟังก์ชันคงตัว 

14. ฟังก์ชันก าลังสอง คือ ฟังก์ชันที่อยู่ในรูป   2f x ax bx c    เมื่อ , ,a b c  เป็นจ านวน

จริงใด ๆ  และ 0a   เรียกกราฟของฟังก์ชันก าลังสองว่า “พาราโบลา” 

15. ฟังก์ชันพหุนาม คือ ฟังก์ชันที่อยู่ในรูป  

  1 2
1 2 1 0

n n n
n n nf x a x a x a x a x a 

          

เมื่อ n  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นจ านวนลบ  และ 1 2 1 0, , , , , n n na a a a a  เป็นจ านวนจริง 

16. กราฟของฟังก์ชัน คือ กราฟของความสัมพันธ์ที่ก าหนดโดยสมการ     ( )y f x  ในระบบ 

พิกัดฉาก ซึ่งประกอบด้วยจุดที่มีคู่อันดับเป็น ( , )x y  โดยที่สมาชิกตัวหน้าคือ x  เป็นสมาชิกใน

โดเมนของฟังก์ชัน และสมาชิกตัวหลังคือ y  หรือ
 

 f x  เป็นค่าของฟังก์ชันที่สอดคล้องกับ x  
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17. ให้ f และ g  เป็นฟังก์ชันที่มีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของ   ผลบวก  ผลต่าง  ผลคูณ  

และผลหารของ f  และ g  เขียนแทนด้วย , , ,
f

f g f g fg
g

    ตามล าดับ เป็นฟังก์ชัน 

ซึ่งก าหนดโดย 

      f g x   =    f x g x   

      f g x   =    f x g x   

          fg x   =    f x g x   

         
f

x
g

 
 
 

  = 
 

 

f x

g x
   เมื่อ   0g x    

18. โดเมนของ ,f g f g   และ fg  คือ f gD D  

โดเมนของ f

g
 คือ   0f g gD D x D g x     

19. ให ้ f  และ g  เป็นฟังก์ชัน และ  
f g

R D    

 ฟังก์ชันประกอบของ f  และ g  เขียนแทนด้วย g f  คือฟังก์ชันที่มีโดเมนเป็น 

      g f f g
D x D f x D     

 และก าหนด g f   โดย 

    g f x g f x   ส าหรับทุก x  ใน 
g f

D  

20. ให้  f  เป็นฟังก์ชัน 

f  มีฟังก์ชันผกผัน ก็ต่อเมื่อ f  เป็นฟังก์ชัน 1 1  
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1.2 ข้อเสนอแนะเกี่ยวกับการสอน 

ความสัมพันธ์ 

ครูอาจน าเข้าสู่บทเรียนเพ่ือให้นักเรียนเข้าใจแนวคิดเกี่ยวกับความสัมพันธ์  โดเมนและเรนจ์ของ

ความสัมพันธ์ โดยใช้กิจกรรมสัตว์เลี้ยงแสนรัก (1) ดังนี้ 

 กิจกรรม : สัตว์เลี้ยงแสนรัก (1) 

ขั้นตอนการปฏิบัติ 

1. ครูสุ่มเลือกนักเรียน 5 คน แล้วให้นักเรียนเลือกชนิดสัตว์เลี้ยงกี่ชนิดก็ได้จากที่ก าหนดให้ต่อไปนี้ 

สุนัข  แมว  กระต่าย  ปลา 

2. ครกู าหนดเซตขึ้นมาสองเซต คือ เซตของชื่อนักเรียน และเซตของชนิดสัตว์เลี้ยงที่นักเรียน

เลือก  จากนั้นเขียนแสดงชนิดสัตว์เลี้ยงที่นักเรียนเลือกโดยใช้แผนภาพ ตัวอย่างเช่น 

 

3. ครูให้นักเรียนเขียนคู่อันดับแสดงการจับคู่ชื่อนักเรียนกับชนิดสัตว์เลี้ยงที่นักเรียนเลือก โดยให้

สมาชิกตัวหน้าของคู่อันดับเป็นชื่อนักเรียน และสมาชิกตัวหลังของคู่อันดับเป็นชนิดสัตว์เลี้ยงที่

นักเรียนเลือก ซึ่งจากตัวอย่างในข้อ 2 จะได้คู่อันดับทั้งหมดคือ (ตะวัน, สุนัข) (ตะวัน, แมว) 

(ข้าวปั้น, กระต่าย)  (ภูผา, ปลา)  (ทิวา, สุนัข)  (ต้นกล้า, แมว)  

ตะวัน 
ข้าวปั้น 
ภูผา 
ทิวา 

ต้นกล้า 

สุนัข 

แมว 
กระต่าย 

ปลา 
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4. จากคู่อันดับทั้งหมดที่ได้ในข้อ 3 ครูชี้แนะให้นักเรียนเห็นว่า 

 สมาชิกตัวหน้าและสมาชิกตัวหลังในคู่อันดับดังกล่าวมีความเกี่ยวข้องกันบางประการ 

โดยในสถานการณ์นี้เมื่อก าหนดชื่อของนักเรียน จะทราบว่านักเรียนคนนั้นเลือกสัตว์เลี้ยง

ชนิดใด จะเรียกเซตของคู่อันดับที่สมาชิกตัวหน้าและสมาชิกตัวหลังมีความเกี่ยวข้องกัน

บางประการว่าความสัมพันธ์ 

 ส าหรับความสัมพันธ์ที่ได้ในกิจกรรมนี้ โดเมนของความสัมพันธ์ซึ่งเป็นเซตของสมาชิก

ตัวหน้าของคู่อันดับทั้งหมดในความสัมพันธ์ คือ {ตะวัน, ข้าวปั้น, ภูผา, ทิวา, ต้นกล้า} 

และเรนจ์ของความสัมพันธ์ซึ่งเป็นเซตของสมาชิกตัวหลังของคู่อันดับทั้งหมดใน

ความสัมพันธ์ คือ {สุนัข, แมว, กระต่าย, ปลา} 

 

 

 
ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและสิ่งที่ควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

 ในการหาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์อาจไม่จ าเป็นต้องเขียนแจกแจงสมาชิกของ 

ผลคูณคาร์ทีเซียน เช่น การเขียนสมาชิกใน A A  ในตัวอย่างที่ 2 อาจเกิดความยุ่งยาก 

เนื่องจากมีสมาชิกทั้งหมด 49 คู่อันดับ  แต่สามารถพิจารณาสมาชิกในความสัมพันธ์ r   

ได้จาก  ,x y  ที่ x  และ y   เป็นสมาชิกของ A  และสอดคล้องกับเงื่อนไขที่ก าหนด 

 ในการหาตัวผกผันของความสัมพันธ์ r  ใด ๆ จะต้องค านึงถึงโดเมนของ 1r  ซึ่งเป็นเรนจ์ของ

ความสัมพันธ์ r  เช่น ในตัวอย่างที่ 6  เงื่อนไข 0x   ของ 1r  มาจากเรนจ์ของความสัมพันธ์ r  

 เส้นประ y x  บนกราฟของ r  และ 1r  ที่แสดงในตัวอย่างที่ 5 และ 6 นั้น มีไว้เพ่ือแสดง 

ให้เห็นว่ากราฟของ r  และ 1r
 มีเส้นตรง y x  เป็นแกนสมมาตร โดยเส้นประดังกล่าวไม่ได้

เป็นส่วนหนี่งของกราฟ  
 

  



     

     

     

 บทท่ี 1 | ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน   
 

  8 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 
ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับแบบฝึกหัด 

แบบฝึกหัด 1.1 

  7. จงหาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ต่อไปนี้ 

  3)   , 2    n x y y x  

   6)    , 2    s x y y x  

ความสัมพันธ์ในแบบฝึกหัดทั้งสองข้อนี้เป็นความสัมพันธ์บนเซตที่ไม่ใช่เซตของจ านวนจริง แต่เป็น

ความสัมพันธ์บนเซตของจ านวนเต็ม จะได้ว่าโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ดังกล่าวต้องอยู่

บนเซตของจ านวนเต็มด้วย 

 

ฟังก์ชัน 

ครูอาจน าเข้าสู่บทเรียนเพ่ือให้นักเรียนเข้าใจแนวคิดเกี่ยวกับฟังก์ชัน โดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชัน 

โดยใช้กิจกรรมสัตว์เลี้ยงแสนรัก (2) ดังนี้ 

 กิจกรรม : สัตว์เลี้ยงแสนรัก (2) 

ขั้นตอนการปฏิบัติ 

1. ครูสุ่มเลือกนักเรียน 5 คน แล้วให้นักเรียนเลือกชนิดสัตว์เลี้ยง 1 ชนิดเท่านั้นจากที่ก าหนดให้

ต่อไปนี้ 

สุนัข  แมว  กระต่าย  ปลา  
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2. ครูก าหนดเซตขึ้นมาสองเซต คือ เซตของชื่อนักเรียน และเซตของชนิดสัตว์เลี้ยงที่นักเรียน
เลือก  จากนั้นเขียนแสดงชนิดสัตว์เลี้ยงที่นักเรียนเลือกโดยใช้แผนภาพ ตัวอย่างเช่น 

 

3. ครูให้นักเรียนเขียนคู่อันดับแสดงการจับคู่ชื่อนักเรียนกับชนิดสัตว์เลี้ยงที่นักเรียนเลือก โดยให้

สมาชิกตัวหน้าของคู่อันดับเป็นชื่อนักเรียน และสมาชิกตัวหลังของคู่อันดับเป็นชนิดสัตว์เลี้ยงที่

นักเรียนเลือก ซึ่งจากตัวอย่างในข้อ 2 จะได้คู่อันดับทั้งหมดคือ (ตะวัน, สุนัข) (ข้าวปั้น, 

กระต่าย) (ภูผา, ปลา) (ทิวา, สุนัข) (ต้นกล้า, แมว) 

4. จากคู่อันดับทั้งหมดที่ได้ในข้อ 3 ครูชี้แนะให้นักเรียนเห็นว่า 

 เซตของคู่อันดับทั้งหมดที่ได้ในข้อ 3 เป็นความสัมพันธ์ที่สมาชิกแต่ละตัวในโดเมนมี

ความสัมพันธ์กับสมาชิกในเรนจ์เพียงตัวเดียว หรือกล่าวได้ว่าเป็นความสัมพันธ์ซึ่งสอง

คู่อันดับใด ๆ ของความสัมพันธ์นั้น ถ้ามีสมาชิกตัวหน้าเหมือนกันแล้ว สมาชิกตัวหลัง

ต้องเหมือนกัน จะเรียกความสัมพันธ์ที่มีสมบัติดังกล่าวว่าฟังก์ชัน 

 ส าหรับฟังก์ชันที่ได้ในกิจกรรมนี้ โดเมนของฟังก์ชันซึ่งเป็นเซตของสมาชิกตัวหน้าของ

คู่อันดับทั้งหมดในฟังก์ชัน คือ {ตะวัน, ข้าวปั้น, ภูผา, ทิวา, ต้นกล้า} และเรนจ์ของ

ฟังก์ชันซึ่งเป็นเซตของสมาชิกตัวหลังของคู่อันดับทั้งหมดในฟังก์ชัน คือ {สุนัข, แมว, 

กระต่าย, ปลา} 

 

 

ตะวัน 
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ภูผา 
ทิวา 

ต้นกล้า 
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ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและสิ่งที่ควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

บทนิยามของฟังก์ชัน  

ในการสอนเกี่ยวกับฟังก์ชัน ครูควรยกตัวอย่างแผนภาพแสดงฟังก์ชันเพ่ิมเติมจาก 

ตัวอย่างที่ 7 และตัวอย่างที่ 8 ในหนังสือเรียน เช่น แผนภาพแสดงฟังก์ชันที่ไม่เป็นฟังก์ชัน

หนึ่งต่อหนึ่ง แผนภาพแสดงฟังก์ชันที่ไม่เป็นฟังก์ชันทั่วถึง เมื่อนักเรียนมีความเข้าใจเป็น

อย่างดีเกี่ยวกับฟังก์ชันแล้ว ครูอาจยกตัวอย่างกราฟของความสัมพันธ์ โดยให้นักเรียน

ร่วมกันพิจารณาจากกราฟว่าความสัมพันธ์ที่ก าหนดให้เป็นฟังก์ชันหรือไม่ พร้อมให้

เหตุผลประกอบ 

 

การพิจารณาการเป็นฟังก์ชันจากกราฟ 

 ตัวอย่างที่ 9   

  ให้   2,r x y y x    จงพิจารณาว่า r  เป็นฟังก์ชันหรือไม่ 

ตัวอย่างนี้มีไว้เพ่ือสร้างความเข้าใจเกี่ยวกับการพิจารณาการเป็นฟังก์ชันโดยลากเส้น

ขนานกับแกน Y  แล้วพิจารณาว่ามีเส้นขนานกับแกน Y  ตัดกับกราฟมากกว่าหนึ่งจุด 

หรือไม่ โดยในการสอนตัวอย่างนี้ ครูควรให้นักเรียนเชื่อมโยงกับบทนิยามของฟังก์ชัน

ด้วย ซึ่งในตัวอย่างนี้ เมื่อลากเส้นตรง 1x   จะตัดกราฟที่จุด  1, 1  และ  1, 1  ซึ่งจะ

เห็นว่ามีสมาชิกในโดเมนหนึ่งตัว คือ 1 ที่จับคู่กับสมาชิกในเรนจ์มากกว่าหนึ่งตัว ดังนั้น r  

ไม่เป็นฟังก์ชัน  
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ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

ในการพิจารณาการเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งของฟังก์ชันใด ๆ โดยลากเส้นขนานกับแกน X  

แล้วพิจารณาว่ามีเส้นขนานกับแกน X  ตัดกับกราฟมากกว่าหนึ่งจุดหรือไม่นั้น ควรให้

นักเรียนสามารถเชื่อมโยงกับบทนิยามของฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งได้ด้วย เช่น ในรูปที่ 8 ซึ่งเป็น

กราฟของฟังก์ชัน   2 2 1f x x x     เมื่อลากเส้นตรง 1y   จะตัดกราฟที่จุด  0, 1  

และ  2, 1  ซึ่งจะเห็นว่ามีสมาชิกในโดเมนที่ต่างกันที่จับคู่กับสมาชิกในเรนจ์ตัวเดียวกัน 

ดังนั้น  f x  ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

 

ฟังก์ชันทั่วถึง 

 ตัวอย่างที่ 16   

 ก าหนด   2 1f x x    จงพิจารณาว่า f  เป็นฟังก์ชันจาก  ไปทั่วถึง  หรือไม ่

การแสดงว่าฟังก์ชันจาก A  ไป B  ไม่เป็นฟังก์ชันทั่วถึง อาจท าได้โดยวิธียกตัวอย่างค้าน  

นั่นคือต้องหาสมาชิกของ B  ที่ไม่เป็นสมาชิกของเรนจ์ของฟังก์ชัน ซึ่งในตัวอย่างนี้จะเห็นว่า 

มี 0 ซึ่งเป็นสมาชิกของ  แต่ไม่เป็นสมาชิกของเรนจ์ของฟังก์ชัน เนื่องจาก 2 0x   จึง

ได้ว่า 2 1 1x    นั่นคือ   1f x    

 

การด าเนินการของฟังก์ชัน 

 

 
ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและสิ่งที่ควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

ในการยกตัวอย่างเรื่องการด าเนินการของฟังก์ชัน ครูต้องใช้ความสัมพันธ์ที่เป็นฟังก์ชันเท่านั้น 
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 ความเข้าใจคลาดเคลื่อน   

ในกรณีที่ก าหนดฟังก์ชัน f  และ g  ในรูปเซตแบบแจกแจงสมาชิก เช่น ตัวอย่างที่ 36 

นักเรียนอาจเข้าใจผิดว่าหา f g  ได้โดยน าสมาชิกตัวหน้ามาบวกกัน และน าสมาชิกตัวหลังมา

บวกกัน ครูควรเน้นย้ าบทนิยามของการด าเนินการของฟังก์ชัน โดยการยกตัวอย่างเพ่ิมเติม 

และตรวจสอบความเข้าใจอย่างต่อเนื่อง 

 

ฟังก์ชันประกอบ 

 

 
ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและสิ่งที่ควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

 ฟังก์ชันประกอบของ f   และ g   เขียนแทนด้วย g f  

 ตัวอย่างท่ี 38 

ก าหนด   2 1f x x    และ  g x x  จะมี g f  และ f g  หรือไม่ 

เพราะเหตุใด  ถ้ามี จงหา g f  และ f g  พร้อมทั้งโดเมน 

ตัวอย่างนี้มีไว้เพ่ือสร้างความเข้าใจว่าในการหา g f  จะต้องตรวจสอบว่า f gR D   

เสมอ  ซึ่งในกรณีที่ f gR D    จะไม่มี g f   
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ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับแบบฝึกหัด 

แบบฝึกหัด 1.5 

  7. จงหาฟังก์ชัน f  และ g  ซึ่ง  f g h  เมื่อก าหนดฟังก์ชัน h  ในแต่ละข้อต่อไปนี้ 

  1)  1, 3, 5, 7, 9  

   2)   ..., 2, 1, 0, 1, 2, ...   

  3)   1, 4, 9, 16, 25, 36, ...  

 4)   10, 20, 30, ...  

แบบฝึกหัดนี้มีค าตอบได้หลายแบบ เนื่องจากฟังก์ชัน f  และ g  ที่มี f g  ตามที่โจทย์ก าหนด

เป็นได้หลายแบบ  ครูควรให้นักเรียนมีอิสระในการเขียนฟังก์ชัน f  และ g  ซึ่งฟังก์ชัน f  

และ g  ของนักเรียนอาจไม่ตรงกับที่ครูคิดไว้  

 

ฟังก์ชันผกผัน 

 

 
ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและสิ่งที่ควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

 ในการหาฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชัน f  ที่ก าหนดให้  ครูควรเน้นย้ าให้นักเรียนตรวจสอบ

ว่า f  มีฟังก์ชันผกผันหรือไม่เสียก่อน โดยการตรวจสอบว่า f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง

หรือไม่ (ตามทฤษฎีบท 1) 

 ในการหาตัวผกผันของฟังก์ชัน f  ใด ๆ จะต้องค านึงถึงโดเมนของ 1f   ซึ่งเป็นเรนจ์ของ

ฟังก์ชัน f  เช่น ในตัวอย่างที่ 45  เงื่อนไข 0x   ของ 1f   มาจากเรนจ์ของฟังก์ชัน f  
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 ครูอาจให้นักเรียนใช้เทคโนโลยีช่วยในการเขียนกราฟของฟังก์ชัน f  และ 1f   แต่เมื่อได้

กราฟแล้ว ครูควรเน้นย้ าให้นักเรียนตรวจสอบความถูกต้องอีกครั้ง ซึ่งกราฟของ 1f   เกิด

จากการสะท้อนกราฟของ f  ข้ามเส้นตรง y x   
 

 

1.3 แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน 

 
กิจกรรม : ชั่งน้ าหนัก 

อุปกรณ์ 

1. เครื่องชั่งน้ าหนัก 

2. แผ่นไม้ท่ีมีความยาวไม่น้อยกว่า 4 ฟุต  และสามารถรับน้ าหนักคนที่ขึ้นไปยืนได้ 

3. ไม้บรรทัดและดินสอ 

4. กองกระดาษที่มีความสูงเท่าเครื่องชั่งน้ าหนัก  

ขั้นตอนการปฏิบัติ 

1. เตรียมแผ่นไม้โดยวัดระยะส าหรับยืนบนแผ่นไม้ ให้แต่ละต าแหน่งห่างกันครึ่งฟุต แล้วท า

สัญลักษณ์และก าหนดหมายเลขแต่ละต าแหน่งให้เห็นอย่างชัดเจน ดังรูป 

 

2. น าแผ่นไม้วางบนเครื่องชั่งน้ าหนัก โดยให้ต าแหน่งหมายเลข 0 บนแผ่นไม้อยู่กึ่งกลางของ 

เครื่องชั่งน้ าหนัก จัดให้แผ่นไม้อยู่ ในแนวขนานกับพ้ืนโดยใช้กองกระดาษรองที่ปลาย 

อีกด้านหนึ่งของแผ่นไม้ และให้ต าแหน่งหมายเลข 6 อยู่ที่กึ่งกลางของกองกระดาษ ดังรูป เมื่อ

วางแผ่นไม้ลงบนเครื่องชั่งน้ าหนักแล้วปรับเครื่องชั่งน้ าหนักให้เข็มอยู่ที่ต าแหน่ง 0 กิโลกรัม 
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3. ให้นักเรียนคนที่ 1 ชั่งน้ าหนัก โดยเริ่มยืนที่ต าแหน่งหมายเลข 0 อ่านตัวเลขแสดงน้ าหนัก

บนเครื่องชั่ง แล้วบันทึกน้ าหนักท่ีอ่านได้ในตาราง หลังจากนั้นเลื่อนต าแหน่งที่ยืนไปเรื่อย ๆ 

ตามที่ก าหนดจนถึงต าแหน่งหมายเลข 6 ซึ่งอยู่บนกองกระดาษ บันทึกน้ าหนักที่อ่านได้ใน

แต่ละต าแหน่ง ท าซ้ าแบบเดียวกันกับนักเรียนอีก 2 คน 

 

ต าแหน่งที่ยืน 0 1 2 3 4 5 6 

น้ าหนักของนักเรียนคนที่ 1        

น้ าหนักของนักเรียนคนที่ 2        

น้ าหนักของนักเรียนคนที่ 3        

4. น าข้อมูลที่บันทึกในข้อ 3 ไปเขียนกราฟ โดยให้แกน X  แสดงต าแหน่งที่ยืน และแกน Y  

แสดงน้ าหนัก  แล้วพิจารณาว่ากราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างต าแหน่งที่ยืนกับน้ าหนักท่ี

อ่านได้มีลักษณะอย่างไร 

5. จากกราฟที่ได้ในข้อ 4 

5.1 เพราะเหตุใดกราฟทุกเส้นจึงมีความชันเป็นจ านวนลบ 

5.2 เพราะเหตุใดจุด  6, 0  จึงอยู่บนกราฟทุกเส้น 

5.3 การเปลี่ยนแปลงความยาวของแผ่นไม้น่าจะมีผลต่อความชันของกราฟหรือไม่ อย่างไร 
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เฉลยกิจกรรม : ชั่งน้ าหนัก 

1. –  

2. –  
3. 

ต าแหน่งที่ยืน 0 1 2 3 4 5 6 

น้ าหนักของนักเรียนคนที่ 1 48 43.5 33.9 25 16 5 0 

น้ าหนักของนักเรียนคนที่ 2 54 44.6 36.4 27.5 16.6 5.8 0 

น้ าหนักของนักเรียนคนที่ 3 96 82 72 50 33 16 0 
 

 อันดับแสดงน้ าหนักที่วัดได้ ณ ต าแหน่งที่ยืนของนักเรียนแต่ละคนมีแนวโน้มเป็น

กราฟเส้นตรงที่มีความชันเป็นจ านวนลบ  

 คูอั่นดับแสดงน้ าหนักที่วัดได้ของนักเรียนที่มีน้ าหนักตัวมากที่สุดมีแนวโน้มเป็นกราฟ

เส้นตรงที่มีค่าสัมบูรณ์ของความชันมากที่สุด แต่คู่อันดับแสดงน้ าหนักที่วัดได้ของ

นักเรียนที่มีน้ าหนักตัวน้อยที่สุดจะมีแนวโน้มเป็นกราฟเส้นตรงที่มีค่าสัมบูรณ์ของ

ความชันน้อยที่สุด 

 จุดตัดแกน Y  ของกราฟแต่ละเส้นอยู่ที่คู่อันดับ  00, y  เมื่อ 0y  แทนน้ าหนักตัว 

ของนักเรียน 

 จุดตัดแกน X  ของกราฟทุกเส้นเป็น จุดเดียวกัน คือ จุด  6, 0  

5. 5.1 น้ าหนักที่อ่านได้ที่ต าแหน่งหมายเลข  0  เป็นน้ าหนักจริงของนักเรียน โดยอาศัยความรู้

เรื่องโมเมนต์ของแรงเมื่อวัตถุอยู่ในสภาพสมดุลต่อการหมุน โดยต าแหน่งหมายเลข 6  

ซึ่งอยู่บนกองกระดาษจะเป็นจุดหมุนของคาน (แผ่นไม้) น้ าหนักท่ีอ่านได้จากเครื่องชั่ง

น้ าหนักจะลดลงเมื่อนักเรียนเปลี่ยนต าแหน่งยืนออกห่างจากเครื่องชั่งน้ าหนัก เนื่องจาก
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ระยะห่างจากต าแหน่งที่ยืนถึงจุดหมุนลดลง 

 

5.2 ไม่ว่านักเรียนจะมีน้ าหนักเท่าใดก็ตาม เมื่อนักเรียนยืนที่ต าแหน่งหมายเลข 6   

ซึ่งอยู่บนกองกระดาษและเป็นจุดหมุนของคาน (แผ่นไม้) โมเมนต์จะเป็นศูนย์ 

ซึ่งท าให้น้ าหนักที่อ่านได้จากเครื่องชั่งน้ าหนักเป็น 0  กิโลกรัมด้วย 

 5.3 กราฟแสดงความสัมพันธ์ระหว่างน้ าหนักที่อ่านได้จากเครื่องชั่งน้ าหนักกับต าแหน่งที่

ยืนจะมีค่าสัมบูรณ์ของความชันลดลงเมื่อไม้กระดานยาวขึ้น และจะมีค่าสัมบูรณ์ของ

ความชันเพ่ิมข้ึนเมื่อไม้กระดานสั้นลง 

 

 
แนวทางการจัดกิจกรรม : ชั่งน้ าหนัก 

เวลาในการจัดกิจกรรม  50  นาท ี

กิจกรรมนี้เสนอไว้ให้นักเรียนเชื่อมโยงและใช้ความรู้ เรื่อง ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน  

เพ่ือแก้ปัญหาในสถานการณ์เกี่ยวกับโมเมนต์ของแรง  โดยกิจกรรมนี้มีสื่อ/แหล่งการเรียนรู้  

และข้ันตอนการด าเนินกิจกรรม ดังนี้ 

จุดหมุน 

แรงที่อ่านได้
จากเครื่องชั่ง
น้ าหนัก 

น้ าหนักจริง 
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ส่ือ/แหล่งการเรียนรู้ 

ใบกิจกรรม “ชั่งน้ าหนัก”  

ขั้นตอนการด าเนินกิจกรรม 

1. ก่อนเริ่มกิจกรรมครูควรจัดเตรียมอุปกรณ์ที่เกี่ยวข้องดังที่ระบุไว้ในใบกิจกรรม และทบทวน

ความรู้คณิตศาสตร์ เรื่อง ความชัน และความรู้วิทยาศาสตร์ เรื่อง โมเมนต์ของแรงเมื่อวัตถุ

อยู่ในสภาพสมดุลต่อการหมุน ที่นักเรียนได้เรียนมาแล้วในระดับมัธยมศึกษาตอนต้น  

2. ครูแบ่งกลุ่มนักเรียนเป็นกลุ่ม กลุ่มละ 3 คน แบบคละความสามารถ โดยให้นักเรียนทั้งสามคน

มีน้ าหนักแตกต่างกันอย่างชัดเจน จากนั้นแจกใบกิจกรรม “ชั่งน้ าหนัก” ให้กับนักเรียนทุกคน  

แล้วชี้แจงแนวทางการปฏิบัติกิจกรรมข้อ 1 – 3 ในใบกิจกรรมให้นักเรียนเข้าใจ 

3. ครูให้นักเรียนปฏิบัติกิจกรรมข้อ 1 – 3 ในใบกิจกรรม  โดยในระหว่างที่นักเรียนท ากิจกรรมครู

ควรเดินดูนักเรียนให้ทั่วถึงทุกกลุ่ม และคอยชี้แนะเมื่อนักเรียนพบปัญหา 

4. ในการตอบค าถามที่ปรากฏในขั้นตอนการปฏิบัติกิจกรรมข้อ 4  ในใบกิจกรรม  ครูควรแนะน า

ให้นักเรียนใช้เทคโนโลยีช่วยในการเขียนกราฟ  โดยครูอาจใช้การซักถามหรือชี้แนะให้

นักเรียนสังเกตในประเด็นต่อไปนี้ 

 คู่อันดับในกราฟแสดงอะไร  และแนวโน้มของคู่อันดับในกราฟของนักเรียนแต่ละคน

เป็นอย่างไร  

 กราฟท้ังสามมีลักษณะร่วมกันหรือต่างกันอย่างไร เช่น ความชัน จุดตัดแกน X หรือ

จุดตัดแกน  Y   โดยอาจให้นักเรียนเปรียบเทียบลักษณะเหล่านั้นที่ได้จากกราฟทั้งสาม 

5. ครูสรุปค าตอบพร้อมแนวทางที่ถูกต้องในการแก้ปัญหา  
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1.4 การวัดผลประเมินผลระหว่างเรียน 

การวัดผลระหว่างเรียนเป็นการวัดผลการเรียนรู้เพ่ือปรับปรุงและพัฒนาการเรียนการสอน และ

ตรวจสอบนักเรียนแต่ละคนว่ามีความรู้ความเข้าใจในเรื่องที่ครูสอนมากน้อยเพียงใด  การให้

นักเรียนท าแบบฝึกหัดเป็นแนวทางหนึ่งที่ครูอาจใช้เพ่ือประเมินผลด้านความรู้ระหว่างเรียนของ

นักเรียน  ซึ่งหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4 เล่ม 2 ได้น าเสนอ

แบบฝึกหัดที่ครอบคลุมเนื้อหาที่ส าคัญของแต่ละบทไว้  ส าหรับในบทที่ 1 ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน 

ครูอาจใช้แบบฝึกหัดเพื่อวัดผลประเมินผลความรู้ในแต่ละเนื้อหาได้ดังนี้ 

เนื้อหา แบบฝึกหัด 

ผลคูณคาร์ทีเซียน 1.1 ข้อ 1 – 3 

ความสัมพันธ์จาก A  ไป B  1.1 ข้อ 4 – 6 

โดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ 1.1 ข้อ 6, 7 

ตัวผกผันของความสัมพันธ์ และโดเมนและเรนจ์ของตัวผกผัน
ของความสัมพันธ์ 

1.1 ข้อ 8 

กราฟของความสัมพันธ์และกราฟของตัวผกผันของความสัมพันธ ์ 1.1 ข้อ 9 

ฟังก์ชัน และฟังก์ชันจาก A  ไป B  1.2ก ข้อ 1 – 4, 12 

ค่าของฟังก์ชัน 1.2ก ข้อ 5 – 8 

โดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชัน 1.2ก ข้อ 9 – 11 

ฟังก์ชันจาก A  ไปทั่วถึง B  ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง   
และฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก A  ไปทั่วถึง B  

1.2ก ข้อ 12, 13 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

เนื้อหา แบบฝึกหัด 

ฟังก์ชันเพ่ิมและฟังก์ชันลด 1.2ข ข้อ 1, 2 

ฟังก์ชันเชิงเส้นและกราฟของฟังก์ชันเชิงเส้น 1.3ก ข้อ 1, 2, 3 

ฟังก์ชันก าลังสองและกราฟของฟังก์ชันก าลังสอง 1.3ข ข้อ 1 – 6 

ฟังก์ชันอ่ืน ๆ และกราฟของฟังก์ชันอื่น ๆ 1.4ก ข้อ 1 – 3 

เทคนิคการเขียนกราฟโดยการเลื่อนกราฟ 1.4ข ข้อ 1, 2 

การด าเนินการของฟังก์ชันและฟังก์ชันประกอบ 1.3ข ข้อ 1 – 8 

ฟังก์ชันผกผัน ค่าของฟังก์ชันผกผัน และกราฟของฟังก์ชันผกผัน 1.6 ข้อ 1 – 6 

 

1.5 การวิเคราะห์แบบฝึกหัดท้ายบท 

หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4 เล่ม 2  มีจุดมุ่งหมายว่าเมื่อนักเรียน

ได้เรียนจบบทที่ 1 ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน แล้วนักเรียนสามารถ 

 1. หาโดเมน เรนจ์ และตัวผกผัน และเขียนกราฟของความสัมพันธ์ 

 2. จ าแนกความสัมพันธ์ที่เป็นฟังก์ชันและไม่เป็นฟังก์ชัน 

 3. หาโดเมนและเรนจ์ และเขียนกราฟของฟังก์ชัน 

 4. ตรวจสอบฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ฟังก์ชันทั่วถึง ฟังก์ชันเพิ่ม และฟังก์ชันลด 

 5. หาผลลัพธ์ของการบวก การลบ การคูณ และการหารของฟังก์ชัน 

 6. หาฟังก์ชันประกอบ 

 7. หาฟังก์ชันผกผัน 

 8. ใช้ความรู้เกี่ยวกับความสัมพันธ์และฟังก์ชันในการแก้ปัญหา 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

ซึ่งได้น าเสนอแบบฝึกหัดท้ายบทที่ประกอบด้วยโจทย์เ พ่ือตรวจสอบความรู้หลังเรียน โดยมี

วัตถุประสงค์เพ่ือวัดความรู้ความเข้าใจของนักเรียนตามจุดมุ่งหมาย ซึ่งประกอบด้วยโจทย์ฝึกทักษะ

ที่มีความน่าสนใจและโจทย์ท้าทาย  ครูอาจเลือกใช้แบบฝึกหัดท้ายบทวัดความรู้ความเข้าใจของ

นักเรียนตามจุดมุ่งหมายของบทเพ่ือตรวจสอบว่านักเรียนมีความสามารถตามจุดมุ่งหมายเมื่อ

เรียนจบบทเรียนหรือไม่ 

 

ทั้งนี้ แบบฝึกหัดท้ายบทแต่ละข้อในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4 

เล่ม 2 บทที่ 1 ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน สอดคล้องกับจุดมุ่งหมายของบทเรียน ดังนี้ 
 



ข้อ 
ข้อ
ย่อย 

จุดมุ่งหมาย 

หาโดเมน เรนจ์  
และตัวผกผัน  

และเขียนกราฟ 
ของความสัมพันธ์ 

จ าแนกความสัมพันธ์
ที่เป็นฟังก์ชันและ 
ไม่เป็นฟังก์ชัน 

หาโดเมนและเรนจ ์
และเขยีนกราฟ 
ของฟังก์ชัน 

ตรวจสอบ 
ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

ฟังก์ชันทั่วถึง 
ฟังก์ชันเพิ่ม  

และฟังก์ชันลด 

หาผลลัพธ์ของ 
การบวก การลบ 

การคูณ และการหาร
ของฟังก์ชัน 

หาฟังก์ชันประกอบ หาฟังก์ชันผกผัน 

ใช้ความรู้เกี่ยวกับ
ความสัมพันธ ์
และฟังก์ชัน 

ในการแก้ปัญหา 

1.  โจทย์ฝึกทักษะ 

2. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

 5)         

 6)         

 7)         

 8)         

3. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

4. 1)         

 2)         

 3)         

 



ข้อ 
ข้อ
ย่อย 

จุดมุ่งหมาย 

หาโดเมน เรนจ์  
และตัวผกผัน  

และเขียนกราฟ 
ของความสัมพันธ์ 

จ าแนกความสัมพันธ์
ที่เป็นฟังก์ชันและ 
ไม่เป็นฟังก์ชัน 

หาโดเมนและเรนจ ์
และเขยีนกราฟ 
ของฟังก์ชัน 

ตรวจสอบ 
ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

ฟังก์ชันทั่วถึง 
ฟังก์ชันเพิ่ม  

และฟังก์ชันลด 

หาผลลัพธ์ของ 
การบวก การลบ 

การคูณ และการหาร
ของฟังก์ชัน 

หาฟังก์ชันประกอบ หาฟังก์ชันผกผัน 

ใช้ความรู้เกี่ยวกับ
ความสัมพันธ ์
และฟังก์ชัน 

ในการแก้ปัญหา 

5.          

6. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

7. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

 5)         

8.          

9. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

 5)         

 



ข้อ 
ข้อ
ย่อย 

จุดมุ่งหมาย 

หาโดเมน เรนจ์  
และตัวผกผัน  

และเขียนกราฟ 
ของความสัมพันธ์ 

จ าแนกความสัมพันธ์
ที่เป็นฟังก์ชันและ 
ไม่เป็นฟังก์ชัน 

หาโดเมนและเรนจ ์
และเขยีนกราฟ 
ของฟังก์ชัน 

ตรวจสอบ 
ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

ฟังก์ชันทั่วถึง 
ฟังก์ชันเพิ่ม  

และฟังก์ชันลด 

หาผลลัพธ์ของ 
การบวก การลบ 

การคูณ และการหาร
ของฟังก์ชัน 

หาฟังก์ชันประกอบ หาฟังก์ชันผกผัน 

ใช้ความรู้เกี่ยวกับ
ความสัมพันธ ์
และฟังก์ชัน 

ในการแก้ปัญหา 

10. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

11. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

 5)         

 6)         

 7)         

 8)         

12. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

 



ข้อ 
ข้อ
ย่อย 

จุดมุ่งหมาย 

หาโดเมน เรนจ์  
และตัวผกผัน  

และเขียนกราฟ 
ของความสัมพันธ์ 

จ าแนกความสัมพันธ์
ที่เป็นฟังก์ชันและ 
ไม่เป็นฟังก์ชัน 

หาโดเมนและเรนจ ์
และเขยีนกราฟ 
ของฟังก์ชัน 

ตรวจสอบ 
ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

ฟังก์ชันทั่วถึง 
ฟังก์ชันเพิ่ม  

และฟังก์ชันลด 

หาผลลัพธ์ของ 
การบวก การลบ 

การคูณ และการหาร
ของฟังก์ชัน 

หาฟังก์ชันประกอบ หาฟังก์ชันผกผัน 

ใช้ความรู้เกี่ยวกับ
ความสัมพันธ ์
และฟังก์ชัน 

ในการแก้ปัญหา 

13. 1)         

 2)         

 3)         

14. 1)         

 2)         

15. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

16. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

17. 1) โจทย์ฝึกทักษะ 

 2) โจทย์ฝึกทักษะ 

 3) โจทย์ฝึกทักษะ 

 



ข้อ 
ข้อ
ย่อย 

จุดมุ่งหมาย 

หาโดเมน เรนจ์  
และตัวผกผัน  

และเขียนกราฟ 
ของความสัมพันธ์ 

จ าแนกความสัมพันธ์
ที่เป็นฟังก์ชันและ 
ไม่เป็นฟังก์ชัน 

หาโดเมนและเรนจ ์
และเขยีนกราฟ 
ของฟังก์ชัน 

ตรวจสอบ 
ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

ฟังก์ชันทั่วถึง 
ฟังก์ชันเพิ่ม  

และฟังก์ชันลด 

หาผลลัพธ์ของ 
การบวก การลบ 

การคูณ และการหาร
ของฟังก์ชัน 

หาฟังก์ชันประกอบ หาฟังก์ชันผกผัน 

ใช้ความรู้เกี่ยวกับ
ความสัมพันธ ์
และฟังก์ชัน 

ในการแก้ปัญหา 

 4) โจทย์ฝึกทักษะ 

 5) โจทย์ฝึกทักษะ 

 6) โจทย์ฝึกทักษะ 

18. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

19. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

 5)         

20. 1)         

 2)         

 3)         

 



ข้อ 
ข้อ
ย่อย 

จุดมุ่งหมาย 

หาโดเมน เรนจ์  
และตัวผกผัน  

และเขียนกราฟ 
ของความสัมพันธ์ 

จ าแนกความสัมพันธ์
ที่เป็นฟังก์ชันและ 
ไม่เป็นฟังก์ชัน 

หาโดเมนและเรนจ ์
และเขยีนกราฟ 
ของฟังก์ชัน 

ตรวจสอบ 
ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

ฟังก์ชันทั่วถึง 
ฟังก์ชันเพิ่ม  

และฟังก์ชันลด 

หาผลลัพธ์ของ 
การบวก การลบ 

การคูณ และการหาร
ของฟังก์ชัน 

หาฟังก์ชันประกอบ หาฟังก์ชันผกผัน 

ใช้ความรู้เกี่ยวกับ
ความสัมพันธ ์
และฟังก์ชัน 

ในการแก้ปัญหา 

 4)         

 5)         

 6)         

 7)         

 8)         

 9)         

21. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

 5)         

 6)         

22.          

23.          

24. 1)         

 2)         

 



ข้อ 
ข้อ
ย่อย 

จุดมุ่งหมาย 

หาโดเมน เรนจ์  
และตัวผกผัน  

และเขียนกราฟ 
ของความสัมพันธ์ 

จ าแนกความสัมพันธ์
ที่เป็นฟังก์ชันและ 
ไม่เป็นฟังก์ชัน 

หาโดเมนและเรนจ ์
และเขยีนกราฟ 
ของฟังก์ชัน 

ตรวจสอบ 
ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

ฟังก์ชันทั่วถึง 
ฟังก์ชันเพิ่ม  

และฟังก์ชันลด 

หาผลลัพธ์ของ 
การบวก การลบ 

การคูณ และการหาร
ของฟังก์ชัน 

หาฟังก์ชันประกอบ หาฟังก์ชันผกผัน 

ใช้ความรู้เกี่ยวกับ
ความสัมพันธ ์
และฟังก์ชัน 

ในการแก้ปัญหา 

 3)         

 4)         

 5)         

25. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

26. ก.         

 ข.         

 ค.         

 ง.         

27. 1)         

 2)         

28.          

29.          

 



ข้อ 
ข้อ
ย่อย 

จุดมุ่งหมาย 

หาโดเมน เรนจ์  
และตัวผกผัน  

และเขียนกราฟ 
ของความสัมพันธ์ 

จ าแนกความสัมพันธ์
ที่เป็นฟังก์ชันและ 
ไม่เป็นฟังก์ชัน 

หาโดเมนและเรนจ ์
และเขยีนกราฟ 
ของฟังก์ชัน 

ตรวจสอบ 
ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

ฟังก์ชันทั่วถึง 
ฟังก์ชันเพิ่ม  

และฟังก์ชันลด 

หาผลลัพธ์ของ 
การบวก การลบ 

การคูณ และการหาร
ของฟังก์ชัน 

หาฟังก์ชันประกอบ หาฟังก์ชันผกผัน 

ใช้ความรู้เกี่ยวกับ
ความสัมพันธ ์
และฟังก์ชัน 

ในการแก้ปัญหา 

30. 1)         

 2)         

 3)         

31.          

32. 1)         

 2)         

 3)         

33.          

34.          

35.          

36.          

37. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

 5)         

 



ข้อ 
ข้อ
ย่อย 

จุดมุ่งหมาย 

หาโดเมน เรนจ์  
และตัวผกผัน  

และเขียนกราฟ 
ของความสัมพันธ์ 

จ าแนกความสัมพันธ์
ที่เป็นฟังก์ชันและ 
ไม่เป็นฟังก์ชัน 

หาโดเมนและเรนจ ์
และเขยีนกราฟ 
ของฟังก์ชัน 

ตรวจสอบ 
ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

ฟังก์ชันทั่วถึง 
ฟังก์ชันเพิ่ม  

และฟังก์ชันลด 

หาผลลัพธ์ของ 
การบวก การลบ 

การคูณ และการหาร
ของฟังก์ชัน 

หาฟังก์ชันประกอบ หาฟังก์ชันผกผัน 

ใช้ความรู้เกี่ยวกับ
ความสัมพันธ ์
และฟังก์ชัน 

ในการแก้ปัญหา 

38. 1)         

 2)         

 3)         

 4)         

 5)         
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1.6 ตัวอย่างแบบทดสอบประจ าบทและเฉลยตัวอย่างแบบทดสอบประจ าบท 

ในส่วนนี้จะน าเสนอตัวอย่างแบบทดสอบประจ าบทที่ 1 ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน ส าหรับ

รายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2  ซึ่งครูสามารถเลือกน าไปใช้ได้ตาม

จุดประสงค์การเรียนรู้ที่ต้องการวัดผลประเมินผล 

 

ตัวอย่างแบบทดสอบประจ าบท 

1.  ก าหนดให้  2, 0, 2A    และ  0, 1, 2, 3B    พิจารณาความสัมพันธ์ r    

จาก A   ไป B   ก าหนดโดย  ,x y r  เมื่อ 0xy   

 1)  จงเขียน r   แบบแจกแจงสมาชิก 

 2)  จงหาโดเมนของ r  

 3)  จงหาเรนจ์ของ r   

 4)  จงพิจารณาว่า r  เป็นความสัมพันธ์บนเซต A  หรือไม่ 

 5)  จงพิจารณาว่า r  เป็นความสัมพันธ์บนเซต B  หรือไม่ 

 6)  จงพิจารณาว่า r  เป็นความสัมพันธ์บนเซต A B  หรือไม่ 

2. ก าหนดให้  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7S    พิจารณาความสัมพันธ์ต่อไปนี้ 

     1
, 6,r x y S S xy x y       

     2
, 3 9r x y S S x y       

 1)  จงเขียน 1
r  แบบแจกแจงสมาชิก 

 2) จงเขียน 2
r  แบบแจกแจงสมาชิก 

 3) จงพิจารณาว่า 2
r  เป็นตัวผกผันของ 1

r  หรือไม่ 

 4) จงพิจารณาว่า 1
r  เป็นตัวผกผันของ 2

r  หรอืไม่ 
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3. จงหาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ต่อไปนี้ 

 1)            1
5, 2 , 3, 0 , 0, 2 , 1, 1 , 3, 2r       

 2)   2
, 1r x y x y       

 3)   3
, 1r x y xy       

 4)      2 2

4
,r x y x y x y x y        

 5)   2

5
, 9r x y y x     

 6)   2

6
, 9r x y y x    

4. จงเขียนกราฟของ r  และ 1r  ในระบบพิกัดฉากเดียวกัน 

 1)   , 2r x y A A y x     เมื่อ  1, 2, 3, 4, 5, 6A    

 2)   2, 5r x y y x    

 3)   , 2 1r x y y x    

5. ความสัมพันธ์ที่ก าหนดให้ต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันหรือไม่เป็นฟังก์ชัน  พร้อมให้เหตุผลประกอบ 

 1)         1
0, 1 , 1, 1 , 2, 1 , 3, 0r    

 2)   2
, 1r x y xy   

 3)   3
, 0r x y xy    

 4)   2

4
,r x y y x   

 5)   5
,r x y y x   

6. ก าหนดให ้  2, 1, 0, 1, 2S      

 พิจารณาความสัมพันธ์   2 2, 5 5r x y S S x y       

 1) จงเขียน r  และ 1r  แบบแจกแจงสมาชิก 

 2) r  เป็นฟังก์ชันหรือไม่ 

 3) 
1r
 เป็นฟังก์ชันหรือไม่ 
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7. จงหาโดเมนและเรนจ์ ของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

 1)   2 3f x x    

 2)   1f x x      

 3)  
1

2
f x

x



  

8. ก าหนดฟังก์ชัน     4 8f x x x x    

 จงหาค่าของ                1 2 3 4 5 6 7 8f f f f f f f f        

9. ก าหนดฟังก์ชัน 

 

 1) จงเขียนกราฟของฟังก์ชัน f  

 2) จงหาเรนจ์ของฟังก์ชัน f  

 3) จงพิจารณาว่า f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งหรือไม่ 

10. ก าหนดฟังก์ชัน f  จาก  ไป  โดย   2 3f x x x   

 1) f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งหรือไม่ 

 2) f  เป็นฟังก์ชันทั่วถึงบน  หรือไม ่

11. ก าหนดให ้ f  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไป B  จงพิจารณาว่าข้อความต่อไปนี้เป็นจริงเสมอ

หรือไม่  พร้อมให้เหตุผลประกอบ 

 1) โดเมนของ f  คือ A   

 2) เรนจ์ของ f  คือ B  

 3) ถ้า  ,a b  และ  ,a b   เป็นสมาชิกของ f  แล้ว b b  

 4) ถ้า  ,a b  และ  ,a b   เป็นสมาชิกของ f  แล้ว a a  

 
2

, 01

, 0

xx
f x

xx

 
 


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12. จงพิจารณาว่าฟังก์ชันต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันเพ่ิมหรือเป็นฟังก์ชันลดบนเซตที่ก าหนดให้ 

 1)  f x x  บน  4, 2     

 2)   1f x x   บน  5, 2   

 3)   21 2f x x   บน  0,     

 4)  
1

2
f x

x



 บน  1, 3  

 5)   23 8 10f x x x    บน  1, 7  

13. พิจารณาฟังก์ชัน         1, 0 , 2, 1 , 3, 0 , 4, 1f   และ         2, 0 , 3, 1 , 4, 2 , 5, 3g    

 1) จงเขียน , , ,
f

f g f g fg
g

   และ g

f
 แบบแจกแจงสมาชิก 

 2) จงพิจารณาว่าฟังก์ชัน , , ,
f

f g f g fg
g

   และ g

f
 มีฟังก์ชันใดบ้างเป็น 

  ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

14. ก าหนดให้  f x x  และ   1g x x    จงหา 

 1) โดเมนของ f  และโดเมนของ g  

 2) โดเมนของ f g  และฟังก์ชัน f g  

 3) โดเมนของ f

g
 และฟังก์ชัน f

g
 

15. ก าหนดให้  

 

 และ   1g x x   

  

 
0 , 0

1, 0

x
f x

x x


 

 
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 1) จงหาโดเมนของ f

g
 

 2) จงหาโดเมนของ g

f
 

16. จงหาโดเมนของฟังก์ชันต่อไปนี้ 

 1)  
4

2f x
x

    

 2)  
1 1

1
f x

x x
 


 

 3)   
1

1
f x

x



  

 4)   5 7f x x x     

17. จงหาโดเมนของ f g  ต่อไปนี้ 

 1)    2f x x  และ   1g x x   

 2)   
1

1
f x

x



 และ   2g x x  

 3)   f x x  และ   21g x x   

 4)            1, 2 , 2, 3 , 3, 4 , 4, 5 , 5, 8f   และ g f f  

18. ก าหนดให ้   2 1f x x   และ   2g x x   จงหา 

 1)   3f g  และ   3g f    

 2)   1f g   และ   1g f    

 3)   1f f   และ   2g g    

 4)   1f g   และ  1
f

g

 
 

 
  

19.  ก าหนดให้   9f x x    จงหาโดเมนและเรนจ์ของ f f  
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20. จงหาฟังก์ชันผกผันของ f  

 1)  
1

1

x
f x

x





   

 2)   24 3f x x    เมื่อ 0x   

 3)   32 1f x x      

 4)  
3

1

1
f x

x



 

21. จงตอบค าถามต่อไปนี้ 

 1) ก าหนดให ้   1f x x    จงหา  1 0f   

 2) ก าหนดให ้   2 1f x x   เมื่อ 0x    จงหา  1 5f    

 3) ก าหนดให ้  
6

2 1
f x

x



  จงหา  1 2f   

 4) ก าหนดให ้   31 2f x x      จงหา  1 3f   

22. พิจารณาความสัมพันธ์ต่อไปนี้ 

     1
, | 2r x y xy x    2

, | 2r x y y   และ 0x   

     2

1
, | 1s x y x y    2 2

1
, |s x y y

x

 
  
 

 

 1) บุปผากล่าวว่า 1 2
r r  โดยให้เหตุผลว่า เมื่อ 2xy x  แล้วสามารถหารด้วย x   

ที ่ 0x   ทั้งสองข้างของสมการได้ จึงได้ว่า 2y   และ 0x   ในทางกลับกัน  

ถ้า 2y  และ 0x   แล้วคูณ x  ทั้งสองข้างของสมการ 2y   จะได้ 2xy x  

ดังนั้น  ความสัมพันธ์   , | 2x y xy x  จึงเป็นความสัมพันธ์เดียวกับความสัมพันธ์ 

  , | 2x y y   และ 0x   

  การให้เหตุผลและข้อสรุปของบุปผาถูกต้องหรือไม่  จงอภิปราย 

 2) ผกากล่าวว่า 1 2
s s  โดยให้เหตุผลวา่ เมื่อ 2 1x y   แล้วจะได้ว่า 2 0x    

ดังนั้น  สามารถหารด้วย 2x  ทั้งสองข้างของสมการได้ จึงได้ว่า 
2

1
y

x
   
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ในทางกลับกัน ถ้า 
2

1
y

x
  เมื่อ 2 0x   แล้วคูณ 2x  ทั้งสองข้างของสมการ  

จะได้ 2 1x y    ดังนั้น  ความสัมพันธ์   2, | 1x y x y   จึงเป็นความสัมพันธ์เดียวกับ 

ความสัมพันธ์  
2

1
, |x y y

x

 
 

 
 

  การให้เหตุผลและข้อสรุปของผกาถูกต้องหรือไม่ จงอภิปราย 

 

เฉลยตัวอย่างแบบทดสอบประจ าบท 

1. 1)  คู่อันดับ  ,x y A B   จะเป็นสมาชิกของ r  ก็ต่อเมื่อ 0x   หรือ 0y   

   ดังนั้น จะสามารถเขียน r  แบบแจกแจงสมาชิกได้เป็น  

               2, 0 , 0, 0 , 0, 1 , 0, 2 , 0, 3 , 2, 0r    

 2)  จากข้อ 1)  จะได้  2, 0, 2
r

D     

 3)  จากข้อ 1)  จะได้  0, 1, 2, 3
r

R    

 4)   r  ไม่เป็นความสัมพันธ์บนเซต A  เนื่องจาก r A A   

  เช่น  0, 1  เป็นสมาชิกของ r  แต ่1 A   นั่นคือ  0, 1 A A    

 5)   r  ไม่เป็นความสัมพันธ์บนเซต B  เนื่องจาก r B B   

  เนื่องจาก  2, 0  เป็นสมาชิกของ r  แต ่ 2 B    นั่นคือ  2, 0 B B    

 6)  r  เป็นความสัมพันธ์บน A B      

  เนื่องจาก A A B   และ B A B    

            และ r A B   

            ดังนั้น     r A B A B     

2. 1)     1
3, 2 , 6, 1r    

 2)     2
1, 6 , 2, 3r   
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 3)  จาก     1
3, 2 , 6, 1r   

  จะได ้     1

1 2
1, 6 , 2, 3r r      

  ดังนั้น  2
r  เป็นตัวผกผันของ 1

r  

 4)  จาก     2
1, 6 , 2, 3r   

  จะได ้     1

2 1
3, 2 , 6, 1r r      

  ดังนั้น  1
r  เป็นตัวผกผันของ 2

r   

3. 1)  
1

5, 3, 0, 1 ,3
r

D     และ  
1

2, 0, 1 ,2
r

R    

 2) จาก  1x y    จัดรูปใหม่ได้เป็น  1y x    

  จะเห็นว่า  1 x    จึงจะท าให้  y   นัน่คือ x   

  และจาก  1x y    จัดรูปใหม่ได้เป็น  1x y    

  จะเห็นว่า  1 y    จึงจะท าให้  x   นัน่คือ y  

  ดังนั้น  
2


r
D   และ  

2


r
R  

 3) จาก  1xy    จัดรูปใหม่ได้เป็น  1
y

x
   

  จะเห็นว่า  1x     หรือ  1x    จึงจะท าให้  y   นั่นคือ  1, 1x   

  และจาก  1xy    จัดรูปใหม่ได้เป็น  1
x

y
   

  จะเห็นว่า  1y     หรือ  1y    จึงจะท าให้  x   นั่นคือ  1, 1y   

  ดังนั้น   
3

1, 1
r

D     และ   
3

1, 1
r

R    

 4) เนื่องจาก    2 2x y x y x y     เป็นจริงทุกจ านวนจริง x  และ y    

  ดังนั้น 4
r    จึงได้ว่า 

4r
D   และ 

4r
R   

 5) จาก  2 9y x     

  เนื่องจาก  2 9 0x     เสมอ   
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  ดังนั้น  2 9 0x     เป็นอสมการที่มีเซตค าตอบ คือ  นั่นคือ x   

  เนื่องจาก  2 9x   ไม่เป็นจ านวนลบ  และเมื่อแทน x  ด้วย 0 จะได้ค่าน้อยที่สุดเป็น 3   

  นั่นคือ  3,y      

  ดังนั้น  
5r

D   
 และ   

6
3,

r
R    

 6) จาก  2 9y x     

  เนื่องจาก  2 9 0x     เสมอ   

  ดังนั้น  2 9 0x     เป็นอสมการที่มีเซตค าตอบ  คือ  3 3x x x      

  นั่นคือ    , 3 3,x       

  เนื่องจาก  2 9x   ไม่เป็นจ านวนลบ   

  และเมื่อแทน x  ด้วย 3  หรือ 3  จะได้ค่าน้อยที่สุดเป็น 0   

  นั่นคือ  0,y       

  ดังนั้น     
6

, 3 3,
r

D    
 
 และ   

6
0,

r
R    

4. 1) 
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 2) 

 
 

 3)  
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5. 1) 1
r  เป็นฟังก์ชัน  

  เพราะไม่มสีมาชิกใดในโดเมนของ 1
r  จับคู่กับสมาชิกในเรนจ์ของ 1

r
 
มากกว่า 1 ตัว 

 2) 2
r  เป็นฟังก์ชัน  

  เพราะถ้า  1 2
,x y r  และ  2 2

,x y r   แล้ว 

  จะได้ 1
1xy   และ 2

1xy   ซ่ึง 1 2

1
y y

x
    เมื่อ 0x    

 3) 3
r  ไม่เป็นฟังก์ชัน เพราะ  0, 1  และ  0, 2  เป็นสมาชิกของ 3

r  

 4) 4
r  ไม่เป็นฟังก์ชัน เพราะ  1, 1  และ  1, 1  เป็นสมาชิกของ 4

r  

 5) 5
r  เป็นฟังก์ชัน เพราะถ้า  1 5

,x y r  และ  2 5
,x y r  แล้ว 1 2

y x y    

  เมื่อ 0x    

6. 1)           0, 2 , 0, 1 , 0, 0 , 0, 1 , 0, 2r     และ  

            1 2, 0 , 1, 0 , 0, 0 , 1, 0 , 2, 0r     

 2) r  ไม่เป็นฟังก์ชัน  

  เนื่องจาก  0, 2 r   และ  0, 1 r   แต่ 2 1    

 3) 
1r
 เป็นฟังก์ชัน  

  เพราะไม่มีสมาชิกใดในโดเมนของ 1r

 จับคู่กับสมาชิกในเรนจ์ของ 1r

 มากกว่า 1 ตัว  

7. 1) ฟังก์ชัน f  นิยามที่ทุก x  

  ดังนั้น  
f

D  

  เนื่องจาก 2 0x    ดังนั้น 2 3 3x    

  จะได้ว่า  3,
f

R     

 2) ฟังก์ชัน f  จะนิยาม เมื่อ 1 0x      

  นั้นคือ 1x     

  ดังนั้น   1,
f

D     
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  ให้ ( ) 1y f x x     เมื่อ 1x   

  จะได้ 2 1x y   เมื่อ 1x   และ 0y    

  ดังนั้น  2 1 1y     

นั่นคือ 2 0y   

ดังนั้น  [0, )
f

R    

 3) ฟังก์ชัน f  จะนิยาม เมื่อ 2 0x    นั่นคือ 2x     

  ดังนั้น   2  
f

D   

  เนื่องจาก 1
0

2x



 ส าหรับทุกจ านวนจริง 2x     

ดังนั้น  (0, )
f

R    

8. จาก      4 8f x x x x    จะได้ 

          1 1 1 4 1 8 1 3 7 21f            

          2 2 2 4 2 8 2 2 6 24f            

          3 3 3 4 3 8 3 1 5 15f            

          4 4 4 4 4 8 4 0 4 0f           

          5 5 5 4 5 8 5 1 3 15f            

          6 6 6 4 6 8 6 2 2 24f           

          7 7 7 4 7 8 7 3 1 21f            

          8 8 8 4 8 8 8 4 0 0f         

 ดังนั้น       1 2 (3) 8 0f f f f      
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9. 1)  

 
 2) เมื่อ 0x   จะได้   1f x x   นั่นคือ   0f x    

  และเม่ือ 0x   จะได้   2f x x  นั่นคือ   0f x   

  ดังนั้น   0,
f

R    

 3) f  ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนี่ง   

  เนื่องจาก    5 5 1 4f       และ   22 2 4f      

  นั่นคือ  5, 4 f   และ  2, 4 f  แต่ 5 2     

10. 1) f  ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  

  เนื่องจาก   20 0 3 0 0f      และ   23 3 3 3 0f       

  นั่นคือ  0, 0 f  และ  3, 0 f  แต่ 0 3    

 2) f  ไม่เป็นฟังก์ชันทั่วถึงบน   

  จาก    2 3f x x x    จะได้ว่า  
f

D    
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  แตส่ าหรับทุกจ านวนจริง x  จะได้ว่า  
2

2 3 9 9
3

2 4 4
f x x x x

 
       

 
  

  นั่นคือ  9
,

4
f

R
 

  
 

  ซ่ึง 9
,

4

 
  
 

   

  ดังนั้น  
f

R   

11. 1) เป็นจริงเสมอ โดยบทนิยามของฟังก์ชัน :f A B  

 2) ไม่เป็นจริง  เช่น : f  ที่นิยามโดย   0f x   ส าหรับทุกจ านวนจริง x   

  จะได้ว่า  0f
R    ซึ่ง  

f
R    แต่  

f
R   

 3)  เป็นจริง โดยบทนิยามของฟังก์ชัน จะได้ว่า  b f a b    

 4) ไม่เป็นจริง  เช่น   2f x x  จะได้ว่า    1, 1 , 1, 1 f   โดยที่ 1 1    

12. 1) ส าหรับ   f x x   บนช่วง  4, 2    

  ให้  1
x  และ 2

x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ บนช่วง  4, 2   ซ่ึง 1 2
x x  

  จะได้     1 2
f x f x   

  ดังนั้น  f  เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  4, 2    

 2)  ส าหรับ    1f x x    บนช่วง  5, 2   

  ให้  1
x  และ 2

x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ บนช่วง  5, 2   ซ่ึง 1 2
x x  

  จะได้  1
1x       2

1x   

  เนื่องจาก   1
5, 2x     และ   1

5, 2x       

  จะได้  1
1 0x    และ  2

1 0x    

  ดังนั้น  
1

1x     
2

1x   

  นั่นคือ   1
f x      2

f x  

  ดังนั้น f  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  5, 2    
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 3)  ส าหรับ    21 2f x x    บนช่วง  0,    

  ให้  1
x  และ 2

x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ บนช่วง  0,   ซ่ึง 1 2
x x  

  จะได้  2

1
x      2

2
x  

     2

1
2x      2

2
2x  

     
2

1
1 2x      

2

2
1 2x  

  นั่นคือ   1
f x      2

f x  

  ดังนั้น f  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  0,   

 4)  ส าหรับ   
1

2
f x

x



  บนช่วง  1, 3   

  ให้  1
x  และ 2

x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ บนช่วง  1, 3  ซ่ึง 1 2
x x  

  จะได้  1
2x       2

2x   

     
1

1

2x 
    

2

1

2x 
 

  นั่นคือ   1
f x      2

f x  

  ดังนั้น f  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  1, 3  

 5) วิธีที่ 1 พิจารณา 
1

1x   และ 
2

5

3
x   

    นั่นคือ     1 2
1, 7 , 1, 7x x   และ 1 2

x x   

    จะได้   21 3 1 8 1 10 5f        และ 
2

5 5 5
3 8 10 5

3 3 3
f
     

        
     

  

    นั่นคือ     1 2
f x f x   

    จะเห็นว่า  1 2
x x  แต่    1 2

f x f x  และ    1 2
f x f x  

    ดังนั้น f  ไม่เป็นทั้งฟังก์ชันเพิ่มและฟังก์ชันลดบนช่วง  1, 7   
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  วิธีที่ 2  (ส าหรับกรณีที่นักเรียนมีความรู้เกี่ยวกับพาราโบลามาแล้ว) 

    จาก    f x  = 23 8 10x x    

    จะได้กราฟของ f  เป็นพาราโบลาหงายที่มีจุดยอดอยู่ที่ 4 14
,

3 3

 
 
 

  

    นั่นคือ f เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง 4
1,

3

 
 
 

 และเป็นฟังก์ชันเพิ่มบนช่วง 4 14
,

3 3

 
 
 

 

    ดังนั้น f  ไม่เป็นทั้งฟังก์ชันเพิ่มและฟังก์ชันลดบนช่วง  1, 7   

13. 1) เนื่องจากโดเมนของ f  คือ  1, 2, 3, 4  และโดเมนของ g  คือ  2, 3, 4, 5   

  จะได้โดเมนของ ,f g f g   และ fg  คือ  2, 3, 4
f g

D D    

  โดเมนของ f

g
 คือ     | 0 3, 4

f g g
D D x D g x        

  และได้โดเมนของ g

f
 คือ     | 0 2, 4

f g f
D D x D f x      

  จะได้       2 2 2 1 0 1f g f g       

          3 3 3 0 1 1f g f g       

          4 4 4 1 2 3f g f g       

  ดังนั้น        2, 1 , 3, 1 , 4, 3f g   

  จะได้       2 2 2 1 0 1f g f g       

          3 3 3 0 1 1f g f g        

          4 4 4 1 2 1f g f g        

  ดังนั้น        2, 1 , 3, 1 , 4, 1f g     

  จะได้          2 2 2 1 0 0fg f g    

             3 3 3 0 1 0fg f g    

             4 4 4 1 2 2fg f g    

  ดังนั้น        2, 0 , 3, 0 , 4, 2fg   
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  จะได้  
 

 

3 0
3 0

3 1

ff

g g

 
   

 
 

     
 

 

4 1
4

4 2

ff

g g

 
  

 
 

  ดังนั้น   
1

3, 0 , 4,
2

f

g

  
   

  
 

  จะได้  
 

 

2 0
2 0

2 1

gg

f f

 
   

 
 

     
 

 

4 2
4 2

4 1

gg

f f

 
   

 
 

  ดังนั้น      2, 0 , 4, 2
g

f
  

 2) พิจารณา f g  

   เนื่องจาก  2, 1 f g   และ  3, 1 f g   แต่ 2 3   

   ดังนั้น f g  ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

  พิจารณา f g  

   เนื่องจาก  3, 1 f g    และ  4, 1 f g    แต่ 3 4   

   ดังนั้น f g  ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

  พิจารณา fg  

   เนื่องจาก  2, 0 fg  และ  3, 0 fg  แต่ 2 3   

   ดังนั้น fg  ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

  



     

     

     

 บทท่ี 1 | ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน   
 

  48 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

  พิจารณา f

g
 

   จะเห็นว่าไม่มีคู่อันดับใดใน f

g
 ที่มีสมาชิกตัวหลังเหมือนกัน 

   ดังนั้น 
f

g
 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  

  พิจารณา g

f
 

   จะเห็นว่าไม่มีคู่อันดับใดใน g

f
 ที่มีสมาชิกตัวหลังเหมือนกัน 

   ดังนั้น 
g

f
 เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง   

14. 1) ฟังก์ชัน f  จะนิยาม เมื่อ 0x    

  ดังนั้น   0,
f

D     

  ฟังก์ชัน g  จะนิยาม เมื่อ 1 0x    

  นั่นคือ เมื่อ 1x    

  ดังนั้น   , 1
g

D     

 2) โดเมนของ f g  คือ  0, 1
f g

D D   ส าหรับแต่ละ  0, 1x   

  จะได้          1f g x f x g x x x        

 3) โดเมนของ f

g
 คือ         | 0 0, 1 1 0, 1

f g g
D D x D g x          

  ส าหรับแต่ละ  0, 1x   

  จะได้  
 

  11

f xf x x
x

g g x xx

 
   

 
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15. 1) โดเมนของ f  คือ 
f

D     

  โดเมนของ g  คือ 
g

D    

  จ านวนจริง 
g

x D  ที่ท าให้   0g x   มีจ านวนเดียวคือ 1x     

  ดังนั้น  โดเมนของ f

g
 คือ     | 0 1

f g g
D D x D g x         

 2) ส าหรับจ านวนจริง x  สังเกตว่า   0f x   ก็ต่อเมื่อ 0x   หรือ 1x    

  ดังนั้น  โดเมนของ g

f
 คือ  

             | 0 , 0 1 0, 1 1,
f g f

D D x D f x            

16. 1) ฟังก์ชัน f  จะนิยาม เมื่อ 4
2 0

x
    

  พิจารณา  4
2

x
     0 

  จะได้  2 4x

x

      0 

     
2x

x


   0 

  นั่นคือ  0x    หรือ 2x    

  ดังนั้น     , 0 2,
f

D      

 2) ฟังก์ชัน f  จะนิยาม เมื่อ 0x   และ 1x    

  ดังนั้น   0, 1 
f

D  

 3) ฟังก์ชัน f  จะนิยาม เมื่อ 1 0x    นั่นคือ 1 0x    จะได้ 1x     

  ดังนั้น   1,
f

D     

 4) ฟังก์ชัน f  จะนิยาม เมื่อ 5 0x    และ 7 0x    จะได้ 5x    และ 7x     

จะได้ว่า  5,
f

D     

  



     

     

     

 บทท่ี 1 | ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน   
 

  50 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

17. 1) จาก    2f x x  และ    1g x x    

  จะได้ ,
f g

D D    และ  
g

R    

  เนื่องจาก  ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี  

  จาก  
f g

D  =   |
g f

x D g x D   

     =  | 1  x x  

     =  

  ดังนั้น โดเมนของ  คือ  

 2) จาก   
1

1
f x

x



 และ    2g x x   

  จะได้  1 ,
f g

D D     และ  
g

R    

  เนื่องจาก  1g f
R D     ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี  

  จาก  
f g

D  =   |
g f

x D g x D   

     =   2| 1x x    

     =  1, 1   

  ดังนั้น โดเมนของ  คือ  1, 1   

 3) จาก   f x x  และ    21g x x    

  จะได้  0 ,
f g

D D     และ   , 1
g

R     

  เนื่องจาก  0, 1
g f

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี  

  จาก  
f g

D  =   |
g f

x D g x D   

     =   2|1 0x x      

     =  1, 1   

  ดังนั้น โดเมนของ  คือ  1, 1  

  

g fR D  f g

f g

f g

f g

f g

f g
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 4) จาก              1, 2 , 2, 3 , 3, 4 , 4, 5 , 5, 8f x    

  จะได้   1, 2, 3, 4, 5
f

D   และ   2, 3, 4, 5, 8
f

R    

  เนื่องจาก  2, 3, 4, 5
f f

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง  จึงมี f f   

  วิธีที่ 1 จาก f  ที่ก าหนดให้ 

    จะได้    f f  =   f f x   

       =         1, 3 , 2, 4 , 3, 5 , 4, 8  

    เนื่องจาก  g f f  จะได้         1, 3 , 2, 4 , 3, 5 , 4, 8g    

    ซึ่งมี   1, 2, 3, 4
g

D   และ   3, 4, 5, 8
g

R    

    เนื่องจาก  3, 4, 5
g f

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี  

    เนื่องจาก   1 3g   และ  3 4f   ดังนั้น  1 4f g    

    เนื่องจาก   2 4g   และ  4 5f   ดังนั้น  2 5f g    

    เนื่องจาก   3 5g   และ  5 8f   ดังนั้น  3 8f g    

    เนื่องจาก   4 8g   แต่ 8
f

D   ดังนั้น 4
f g

D   

    จะได้        1, 4 , 2, 5 , 3, 8f g    

    ดังนั้น โดเมนของ  คือ  1, 2, 3  

  วิธีที่ 2 เขียนแสดง f f  ด้วยแผนภาพได้ดังนี้ 

 

f g

f g

1 

2 

3 

4 

5 

2 

3 

4 

5 

8 

3 

4 

5 

8 
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    จากแผนภาพจะได้            1, 3 , 2, 4 , 3, 5 , 4, 8f f     

    เนื่องจาก  g f f  จะได้         1, 3 , 2, 4 , 3, 5 , 4, 8g    

    ซึ่งมี   1, 2, 3, 4
g

D   และ   3, 4, 5, 8
g

R    

    เนื่องจาก  3, 4, 5
g f

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี  

    เขียนแสดง f g  ด้วยแผนภาพได้ดังนี้ 

 
 

    จากแผนภาพจะได้          1, 4 , 2, 5 , 3, 8f g   

    ดังนั้น โดเมนของ  คือ  1, 2, 3  

18. จาก    2 1f x x   และ   2g x x   

 จะได้  , ,
f f g

D R D    และ  0g
R     

 เนื่องจาก  0g f
R D     ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง  จึงมี f g   

 เนื่องจาก 
f g

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง  จึงมี g f   

 เนื่องจาก 
f f

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง  จึงมี f f   

 เนื่องจาก  0g g
R D     ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง  จึงมี g g   

 1)         23 3 9 2 9 1 19f g f f      

          23 2 3 1 7 7 49g f g g      

  

f g

f g

1 

2 

3 

4 

3 

4 

5 

8 

4 

5 

8 
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 2)             
2

1 1 1 1 2 1 1 3f g f g f f          

              
2

1 1 2 1 1 1 1 1g f g f g g            

 3)             1 1 2 1 1 1 2 1 1 1f f f f f f              

           2 22 2 2 4 4 16g g g g g g      

 4)           
2

1 1 1 2 1 1 1 0f g f g             

   
 

 

 

 
2

1 2 1 1
1 1

1 1

ff

g g

   
     

  
 

19. จาก    9f x x    

 เนื่องจาก  9 0x    และ  9 0x    เสมอ 

 จะได้   , 9
f

D     และ   0,
f

R     

 เนื่องจาก  0, 9
f f

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง  จึงมี f f   

 จาก      
f f

D  =   |
f f

x D f x D   

     =     , 9 9 , 9x x      

     =   , 9 0 9 9x x      

 พิจารณา   0 9 9x     จะได้  0 9 81x     นั่นคือ  72 9x    

 เนื่องจาก  , 9x    จะได้  72, 9
f f

D     

 จาก       f f x   =   f f x   

     =  9f x   

     = 9 9 x    

 จะเห็นว่า   f f x  มีค่าต่ าสุด คือ 0  เมื่อ 72x    และมีค่าสูงสุด คือ 3  เมื่อ 9x   

 จะได้   0, 3
f f

R   

 ดังนั้น โดเมนของ f f  คือ  72, 9  และเรนจ์ของ f f  คือ  0, 3  
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20. 1) จาก  
1

, |
1

x
f x y y

x

 
  

 
 

  ให้ 1 2
,x x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ ซึ่ง    1 2

f x f x  

  จะได้ว่า    1

1

1

1

x

x




 = 2

2

1

1

x

x




 

       1 2
1 1x x    =   2 1

1 1x x   

     1 2 1 2
1x x x x     = 1 2 2 1

1x x x x    

     1
2x   = 2

2x   

  นั่นคือ    1
x   = 2

x   

  ดังนั้น  f  เป็นฟังก์ชัน 1 1  และโดยทฤษฎีบท 1f   เป็นฟังก์ชัน 

  พิจารณาหาฟังก์ชันผกผันของ f  โดยให้  
1

1

x
f x y

x


 


  

  หา x  ในพจน์ของ y    

  จะได้  1y x 
 = 1x   

   xy y   = 1x   

    xy x
 

= 1 y  

     1x y 
 

= 1 y  

    x
 

= 
1

1

y

y




 

   เปลี่ยน y  เป็น x  และเปลี่ยน x  เป็น y  จะได้ 1

1

x
y

x





 

   ดังนั้น f  มีฟังก์ชันผกผัน คือ  1 1

1

x
f x

x

 



 

 2) จาก   2, | 4 3 , 0f x y y x x     

  ให้ 1 2
,x x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ ซึ่ง 1 20, 0x x   และ    1 2

f x f x  

  จะได้ว่า    2

1
4 3x  = 

2

2
4 3x  

  นั่นคือ    1
x   = 2

x   
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  ดังนั้น  f  เป็นฟังก์ชัน 1 1  และโดยทฤษฎีบท 1f   เป็นฟังก์ชัน 

  พิจารณาหาฟังก์ชันผกผันของ f  โดยให้   24 3f x y x    เมื่อ 0x   

  หา x  ในพจน์ของ y    

  จะได้ 23x
 = 4 y   เมื่อ 0x   

   2x   = 
4

3

y
  เมื่อ 0x   

   x
  

= 
4

3

y
  

   เปลี่ยน y  เป็น x  และเปลี่ยน x  เป็น y  จะได้ 4

3

x
y


   

   ดังนั้น  f  มีฟังก์ชันผกผัน คือ  1 4

3

x
f x 

   

 3) จาก   3, | 2 1f x y y x     

  ให้ 1 2
,x x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ ซึ่ง    1 2

f x f x  

  จะได้ว่า    3
1

2 1x   = 3
2

2 1x   

       3
1

1x   = 3
2

1x    

     1
1x    = 2

1x    

  นั่นคือ    1
x   = 2

x   

  ดังนั้น  f  เป็นฟังก์ชัน 1 1  และโดยทฤษฎีบท 1f   เป็นฟังก์ชัน 

  พิจารณาหาฟังก์ชันผกผันของ f  โดยให้   32 1f x y x      

  หา x  ในพจน์ของ y    

  จะได้ 3 1x 
 = 2y     

   1x    =  
3

2y     

   x
  

=  
3

2 1y    
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   เปลี่ยน y  เป็น x  และเปลี่ยน x  เป็น y  จะได้  
3

2 1y x    

  ดังนั้น  f  มีฟังก์ชันผกผัน คือ    
31 2 1f x x     

 4) จาก  
3

1
, |

1
f x y y

x

 
  

 
 

  ให้ 1 2
,x x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ ซึ่ง    1 2

f x f x  

  จะได้ว่า    
3

1

1

1 x
 = 

3

2

1

1 x
 

       3

1
1 x  = 

3

2
1 x   

  นั่นคือ    1
x   = 2

x   

  ดังนั้น  f  เป็นฟังก์ชัน 1 1  และโดยทฤษฎีบท 1f   เป็นฟังก์ชัน 

  พิจารณาหาฟังก์ชันผกผันของ f  โดยให้  
3

1

1
f x y

x
 


  

  หา x  ในพจน์ของ y    

  จะได้  31y x  
 = 1   

   
3y x y   = 1   

   3x y
  

= 1 y  

   3x   = 
1 y

y


 

   x   = 3
1 y

y


 

   เปลี่ยน y  เป็น x  และเปลี่ยน x  เป็น y  จะได้ 3
1 x

y
x


  

  ดังนั้น  f  มีฟังก์ชันผกผัน คือ  1 3
1 x

f x
x

 
  

21. 1) ให ้  1 0a f    

  จะได้ว่า      1 0 0f a f f     

  จาก    1f x x   
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  จะได้    1 0f a a     นั่นคือ  1a     

  ดังนั้น   1 0 1f     

 2) ให้   1 5b f    

  จะได้ว่า     1 5 5f b f f    และ 0b    

  จาก    2 1f x x   เมื่อ 0x   

  จะได้ว่า    2 1 5f b b     นั่นคือ 2b    หรือ 2   

  เนื่องจาก  0b   จึงสรุปได้ว่า 2b    

  ดังนั้น   1 5 2f    

 3) ให้   1 2c f    

  จะได้ว่า     1 2 2f c f f     

  จาก   
6

2 1
f x

x



 

  จะได้ว่า   
6

2
2 1

f c
c

 


  นั่นคือ  1c    

  ดังนั้น   1 2 1f    

 4) ให้   1 3d f    

  จะได้ว่า      1 3 3f d f f     

  จาก    31 2f x x     

  จะได้ว่า    31 2 3f d d       นั่นคือ  62d    

  ดังนั้น   1 3 62f    
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22. 1) ข้อสรุปของบุปผาไม่ถูกต้อง  

  แนวคิดที่ 1 เนื่องจาก มี  0, 0  ซ่ึง   1
0, 0 r  แต่   2

0, 0 r  

  แนวคิดที่ 2 จาก   xy   = 2x   

     จะได้ 2xy x   = 0 

       2x y    = 0 

     นั่นคือ   0x    หรือ 2y    

     ดังนั้น  1
, 2r x y y   หรือ 0x   

     จะเห็นว่า  1 2
r r  ซึ่งขัดแย้งกับข้อสรุปของบุปผา  

 2) การให้เหตุผลและข้อสรุปของผกาถูกต้อง  

  จากสมการ 2 1x y   ผกาตรวจสอบแล้วว่า 2 0x    

  จึงได้ว่าการหารสมการดังกล่าวด้วย 2x  จึงไม่ท าให้สมการเปลี่ยนแปลง 

  ดังนั้น  จาก 2 1x y   จึงสามารถสรุปได้ว่า 
2

1
y

x
   

 

1.7 เฉลยแบบฝึกหัด 

คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4 เล่ม 2 แบ่งการเฉลยแบบฝึกหัดเป็น  

2 ส่วน คือ ส่วนที่ 1 เฉลยค าตอบ และส่วนที่ 2 เฉลยค าตอบพร้อมวิธีท าอย่างละเอียด ซึ่งเฉลย

แบบฝึกหัดที่อยู่ในส่วนนี้เป็นการเฉลยค าตอบของแบบฝึกหัด โดยไม่ได้น าเสนอวิธีท า อย่างไรก็ตาม

ครูสามารถศึกษาวิธีท าโดยละเอียดของแบบฝึกหัดได้ในส่วนท้ายของคู่มือครูเล่มนี้ 
 

แบบฝึกหัด  1.1 

1.  1)             1, 3 , 1, 6 , 1, 7 , 2, 3 , 2, 6 , 2, 7A B    
              3, 1 , 3, 2 , 6, 1 , 6, 2 , 7, 1 , 7, 2B A    
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 2)             , , , , , , , , , , ,A B a e a f b e b f c e c f   

              , , , , , , , , , , ,B A e a e b e c f a f b f c   

 3)                   3,1 , 3,2 , 3,3 , 2,1 , 2,2 , 2,3 , 1,1 , 1,2 , 1,3A B            

                    1, 3 , 1, 2 , 1, 1 , 2, 3 , 2, 2 , 2, 1 , 3, 3 , 3, 2 , 3, 1B A            

2. 1) จ านวนสมาชิกของ A B  คือ n m mn     

  จ านวนสมาชิกของ B A  คือ m n mn   

  จ านวนสมาชิกของ A A  คือ 2n n n   

  จ านวนสมาชิกของ B B  คือ 2m m m   

3. 1)                     1, 2 , 1, 3 , 1, 4 , 1, 5 , 2, 2 , 2, 3 , 2, 4 , 2, 5M N M P     

  2)                   1, 2 , 1, 3 , 1, 4 , 1, 5 , 2, 2 , 2, 3 , 2, 4 , 2, 5M N P    

  3)  M N P   
 

  4)    M N M P      

4.  r  เป็นความสัมพันธ์บนเซต E  

5. 1)           2, 0 , 2, 1 , 4, 0 , 4, 1 , 4, 2r    

 2)   ,r x y A B x y        

6.           1 1, 5 , 2, 4 , 3, 3 , 4, 2 , 5, 1r   

    
1

1, 2, 3, 4, 5rD S    

    
1

1, 2, 3, 4, 5rR S   

  
      2 3, 3 , 4, 3 , 5, 3r   

    
2

3, 4, 5rD   

  
2

3rR   

 3r    

   
3rD    

 
3rR    
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7. 1)  3, 2, 1, 0, 1, 2, 3rD      2)  2, 1, 0, 1, 2mD   
 

   0, 1, 4, 9rR   จ   0, 1, 2mR    
  

 

  3)   , 2, 1, 0, 1, 2,   nD  4) pD  

   
nR   จ 

  2pR     

 5)  qD  6) sD  

   1,qR     จ
  

 0 sR   จ 

 7)  tD  8)  1, 1vD    

  2,tR  


  จ
   0, 1vR    จ 

 9)   2 wD
 

  
 0 wR   จ 

8. 1)           1 2, 1 , 3, 4 , 2, 2 , 1, 2 , 1, 3r   

    
 1 1, 2, 3

r
D  

 

  
 1 1, 2, 3, 4

r
R    จ  

 2)              1 , 4, 5 , 2, 3 , 0, 1 , 2, 1 , 4, 3 , 6, 5 ,    r
 

     1 0, 2, 4, 6, 
r

D
 

  
 1 , 5, 3, 1, 1, 3, 5,    

r
R   จ 

 3)   1 2
,

3

x
r x y y  

  
   

    1 
r

D
 

  1 
r

R   จ 

 4)    1 , 1r x y xy  
 

     1 0  
r

D
 

  
 1 0  

r
R   จ 
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9. 1)  

 
 2)  
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 3) 

 

 

แบบฝึกหัด  1.2ก 

1. 1) เป็นฟังก์ชัน 2) เป็นฟังก์ชัน 

 3) ไม่เป็นฟังก์ชัน 4) เป็นฟังก์ชัน 

2. 1) เป็นฟังก์ชัน 2) เป็นฟังก์ชัน 

 3) ไม่เป็นฟังก์ชัน 4) เป็นฟังก์ชัน 

 5) เป็นฟังก์ชัน 6) ไมเ่ป็นฟังก์ชัน 

 7) เป็นฟังก์ชัน 8) ไมเ่ป็นฟังก์ชัน  

3. 1) ไม่เป็นฟังก์ชัน เพราะมีคู่อันดับที่มีสมาชิกตัวหน้าเหมือนกัน แต่สมาชิกตัวหลังต่างกัน  

  คือ  3,b  และ  3,c   

 2) เป็นฟังก์ชัน  
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 3)  เป็นฟังก์ชัน  

 4)  เป็นฟังก์ชัน  

 5)  ไม่เป็นฟังก์ชัน เพราะจาก   2 2, 4x y x y   พบว่า 0 ซึ่งอยู่ในโดเมนจับคู่กับ 2  

  และ 2   ซึ่งเป็นสมาชิกในเรนจ์ 

 6)  เป็นฟังก์ชัน  

 7)  เป็นฟังก์ชัน  

 8)  เป็นฟังก์ชัน  

 9)  ไมเ่ป็นฟังก์ชัน เพราะจาก   , 3x y x y   พบว่า 0 ซึ่งอยู่ในโดเมน 

   จับคู่กับ 3  และ 3   ซึ่งเป็นสมาชิกในเรนจ์ 

4. 1) เป็นฟังก์ชันจาก A  ไป B   2) ไมเ่ป็นฟังก์ชันจาก A  ไป B   

 3)  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไป B   4) เป็นฟังก์ชันจาก A  ไป B  

5. 1)   2f a    2)   1f a   

    4f b       4f b    

    3f c       1f c    

    1f d       3f d   

 6. 1)           2, 4 , 1, 1 , 0, 0 , 1, 1 , 2, 4f     

 2)      
4 4

2, , 1, 1 , 0, 0 , 1, 1 , 2,
5 5

f
    

        
    

  

 3)            2, 0 , 1, 1 , 0, 2 , 1, 3 , 2, 2f     

 4)            2, 1 , 1, 0 , 0, 1 , 1, 2 , 2, 3f     
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7.  2f     1 

  0f    1 

  1f    1 

 
1

2
f
 
 
 

   1 

  3f    3  

 9f    2 

    3 3f h f     2 3    1  เมื่อ 0h   

8. 1)  3 2f    ไม่เท่ากับ     3 2f f  

 2)  3 2f   ไม่เท่ากับ    3 2f f  

9. 1)  0, 1, 2fD   และ  0, 2, 4fR    
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 2)  2, 3, 4fD   และ  1, 3, 5fR   

 
 3)   0, 1fD   และ  0, 2fD   
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 4)   0, 3, 4, 5fD   และ  0, 3, 4, 5fR   

 

10. 1) fD  และ 1

2
fR

 
  
 

 

 2)  2,fD     และ  0,fR    

 3)  fD  และ  1,fR      

 4)  fD  และ  0,fR    

 5)  ไม่เป็นฟังก์ชัน  

11.  6 10    hR y y  

12. 1) 1 2 4 5, , ,f f f f  และ 6f  2) 2f  และ 5f  

 3)  3f  และ 7f   4) ไม่มีฟังก์ชันจาก B  ไปทั่วถึง B  

 5) 4f  และ 6f   6) 2f  และ 5f  

 7)  7f   8) 7f  
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13. 1) f   ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

 2) g   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

 3)  h   ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

 

แบบฝึกหัด  1.2ข 

1. 1) เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  และ  

  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  

 2) เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  

  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  และ  

 3)  เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  และ  1, 2  

   เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง    3, 2 , 1, 1    และ  2, 4  

 4)  เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  1, 1  

   เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  3, 1   และ  1, 3  

2. 1) f  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  0,  2) f  เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  ,0  

 3)  f  เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  2, 6   4) f  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  

  

 1, 1  2, 4

 1, 2

 0, 1

 2, 0  1, 4

 2, 1 

 0, 5
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แบบฝึกหัด  1.3ก 

1. 1) ข   2) ก 3) ค 

2. 1)   2.54f x x  เป็นฟังก์ชันของความยาวที่มีหน่วยเป็นเซนติเมตร  

  เมื่อ x  เป็นความยาวที่มีหน่วยเป็นนิ้ว ก  

 
 

  

(นิ้ว) 

 (เซนติเมตร) 
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 2)   5 150f x x   เป็นฟังก์ชันของค่าขนส่งสินค้า x  กิโลกรัม จากกรุงเทพฯ ไปยัง 

  จังหวัดที่อยู่ในเขตชายแดนภาคใต้ 

 
  

 (บาท) 

 (กิโลกรัม) 
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 3)   0.05 6,000f x x   เป็นฟังก์ชันของรายรับ (บาท) ของพนักงานขายสินค้า 

  ที่มียอดขาย x  บาท 

 

3. 1)   12,000 1,200f x x   2) 18,000 ชิ้น 

 

แบบฝึกหัด  1.3ข 

1. 1) ฌ   2) ญ  

 3) ซ  4) ช 

 5) ฉ  6) ข 

 7) จ  8) ค 

 9) ง  10) ก 
  

 (ชิ้น) 

 

 (บาท) 
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2. 1)   

 

 
f

D   และ  9,
f

R      

 กราฟของ f  มีจุดวกกลับทีจุ่ด  2, 9  และมีค่าต่ าสุด คือ 9  

 จุดตัดแกน X  คือ  1, 0  และ  5, 0  

 2)  

ก 
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f

D   และ  , 1
f

R     

  กราฟของ f  มีจุดวกกลับทีจุ่ด  3, 1  และมีค่าสูงสุด คือ 1  

 จุดตัดแกน X  คือ  2, 0  และ  4, 0  

3)  

 

  
f

D   และ  , 1
f

R    

  กราฟของ f  มีจุดวกกลับทีจุ่ด  1, 1  และมีค่าสูงสุด คือ 1  

  จุดตัดแกน X  คือ  2, 0  และ  0, 0 ป 
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4)  

 

  
f

D   และ  1,
f

R     

  กราฟของ f  มีจุดวกกลับทีจุ่ด  3, 1  และมีค่าต่ าสุด คือ 1  

 จุดตัดแกน X  คือ  2, 0  และ  4, 0  

3. 1) 2100 0.1y x x    

 2) ต้องขายสินค้า 500 ชิ้น จึงจะมีรายได้มากท่ีสุด 25,000 บาท ก 

4. 1)   2200 12,000 320,000f x x x      

 2) เจ้าของหอพักต้องคิดค่าเช่าห้องละ 5,000 บาท หรือ 15,000 บาทก 

 3) เจ้าของหอพักต้องตั้งราคาห้องละ 10,000  บาท  

  จึงท าให้มีรายได้มากท่ีสุด 500,000  บาทก 

5. x  มีค่ามากท่ีสุดเป็น 41ก  

6.  ค่ามากที่สุดของ 2xy  คือ 9 
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แบบฝึกหัด 1.4ก 

1. 1) fD  และ fR  
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 2) fD  และ  1,fR      

 
 

 3)  2  fD  และ  0 fR  

 

 

 

 

 เมื่อ  

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 เมื่อ  
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 4) fD  และ    0, 0   fR  

 
2. เขียนฟังก์ชันในรูป  f x  เมื่อ x  แทนน้ าหนักของพัสดุมีหน่วยเป็นกิโลกรัม   

 และ  f x  แทนอัตราค่าบริการในการส่งพัสดุของบริษัทแห่งนี้มีหน่วยเป็นบาท ดังนี้ 

 

20.00 ; 0 1

35.00 ; 1 2

50.00 ; 2 3

65.00 ; 3 4

80.00 ; 4 5

95.00 ; 5 6

x

x

x
f x

x

x

x

 


 

  

 
 

  


 
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3. เขียนฟังก์ชันในรูป  f x  เมื่อ x  แทนน้ าหนักของจดหมายมีหน่วยเป็นกรัม   

 และ  f x  แทนอัตราค่าบริการในการส่งจดหมาย (ไปรษณีย์ลงทะเบียน) ของบริษัท 

 แห่งนี้มีหน่วยเป็นบาท  ดังนี้ 

  

16.00 ; 0 20

18.00 ; 20 100

22.00 ; 100 250

28.00 ; 250 500

38.00 ; 500 1,000

x

x

f x x

x

x

 


 


  
  


 

 

 (บาท) 

 (กิโลกรัม) 
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 (บาท) 

 (กรัม) 
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แบบฝึกหัด 1.4ข 

1. 1)  

 
 2)  

 

 

   

 

  

 

 

  

 

 

 

 

 



     

     

     

 บทท่ี 1 | ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน   
 

  80 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 3)  

 
  

 4)  
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 5)  

 
  

 6)  
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2. 1)  
2

3 2y x    

 
 2)  

3
5 1y x    
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 3) 
1

2
2

y x    

 
 4) 1 5y x    
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แบบฝึกหัด 1.5 

1. 1) โดเมนของ f  คือ  และโดเมนของ g  คือ  

  โดเมนของ ,f g f g   และ fg  คือ  

  โดเมนของ f

g
 คือ  2   

    f g x    2 – 2x x  

    f g x    2 2x x   

   fg x    3 22x x  

   
f

x
g

 
 
 

   
2

– 2

x

x
 

 2) โดเมนของ f  คือ  3,3  และโดเมนของ g  คือ  , 2 2 ,    
 

 

 โดเมนของ ,f g f g   และ fg  คือ 3, 2 2,3     
   

 

 โดเมนของ f

g
 คือ  3, 2 2, 3   

    

   f g x     2 29 2x x    

   f g x     2 29 2x x    

   fg x     4 211 18x x    

  
f

x
g

 
 
 

    
2

2

9

2

x

x




 

 3) โดเมนของ f  คือ  และโดเมนของ g  คือ  

 โดเมนของ ,f g f g   และ fg  คือ  

 โดเมนของ f

g
 คือ  

   f g x    3 2 17x x   

   f g x    3 2 1x x   
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   fg x    5 4 3 23 12 4x x x x    

  
f

x
g

 
 
 

 
3 2

2

4

3 1

x x

x




 

 4) โดเมนของ f  คือ  0  และโดเมนของ g  คือ  2   

 โดเมนของ ,f g f g   และ fg  คือ  2,0   

 โดเมนของ f

g
 คือ  2, 0   

   f g x    
2

4 2

2

x

x x




 

   f g x    
2

6 4

2

x

x x




 

   fg x     
2

8

2x x



 

  
f

x
g

 
 
 

   
2

2

x

x

 
 

 5) โดเมนของ f  คือ  และโดเมนของ g คือ  ,1  

 โดเมนของ ,f g f g   และ fg  คือ  ,1  

 โดเมนของ f

g
 คือ  ,1  

   f g x    2 1 1x x    

   f g x    2 1 1x x    

   fg x     3 2 1x x x     

  
f

x
g

 
 
 

   
2 1

1

x

x




 

 6) โดเมนของ f  คือ  2   และโดเมนของ g  คือ  1  

 โดเมนของ ,f g f g   และ fg  คือ  2, 1   

 โดเมนของ f

g
 คือ   2, 0, 1   
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   f g x    
2

2

3 1

2

x x

x x

 

 
 

   f g x    
2

2

1

2

x x

x x

  

 
 

   fg x    
2 2

x

x x 
 

    

2. 1) โดเมนของ f  คือ  0, 2   

 2) โดเมนของ f  คือ    2,0 0,    

 3) โดเมนของ f  คือ  4,  

 4) โดเมนของ f  คือ    5,1 1,    

3. 1)   0 2f g    และ    240g f     

 2)    164f f   และ   1 1g g   

 3)  –2 14f g    และ   120–2g f    

 4)  –1 29f f    และ  2 8g g    

4. 1)     3, 3 , 2, 6f g     2)     3, 1 , 2, 6f g      

 3)     3, 1 , 2, 6g f     4)     3, 2 , 2, 0fg    

 5)  
1

3, , 2, 0
2

f

g

  
   

  
  6)   3, 2

g

f
    

 7)     3, 0 , 1, 0f g      8)   3, 2g f    

 9)   1, 4f h    10)   3, 0h f     

 11)     3, 4 , 1, 4h g     12) ไม่มี g h  

5. 1)   12 1f g xx     โดยที่ f gD   

    12 7g f xx     โดยที่ g fD   

    9 8xf f x     โดยที่ f fD   

 
f

x
g

 
 
 


2

1

2

x

x x




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    16 5g g xx     โดยที่ g gD    

 2)   2 10 25g xf x x    โดยที่ f gD   

    2 5g f x x    โดยที่ g fD   

    4f xf x    โดยที่ f fD    

    10g g x x    โดยที่ g gD   

 3)   โดยที่ 3

2
f gD

 
   

 
  

    โดยที่  0g fD    

    โดยที่  0f fD    

    โดยที่ g gD   

 4)   โดยที่ f gD   

    โดยที่ g fD   

    โดยที่ f fD   

    โดยที่ g gD   

 5)   โดยที่ 3

2
f gD

 
   

 
  

    โดยที่  0g fD    

    โดยที่  1, 0f fD     

    โดยที่ g gD   

 6)   6f g x x  โดยที่   0,f gD    

    โดยที่  0,g fD     

    โดยที่ f fD   

 
1

2 3
f g x

x




  3
2

x
g f x  

 f xf x 

  4 9xg g x  

  2 5xgf x  

  2 5xg f x  

 f f x x

  4 15g g x x 

 
2 2

2 3

x
gf x

x






 
2 x

x
g f x 



 
2 1

1

x
f f x

x






  4 9g g x x 

  6g f x x

  9f f x x
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    โดยที่  

6.      
4

5 4f g h x x     โดยที่    0,
f g h

D     

     
4

5 4f g h x x     โดยที่    0,
f g h

D    

7. 1)  และ   2)  และ  

 3)  และ   4)  
1

f x
x

  และ   10g x x   

 5)   1f x x   และ   6)  และ   

8. 2( ) 6f x x   

 

แบบฝึกหัด 1.6 

1. 1) 
 

  2) ( 4)f       

 3)  1(18)f     10  4)  (3)f    4   

 5)  1(10)f     
5

2
 6)  1(12)f     2  

2. 1) f  มีฟังก์ชันผกผัน คือ  1 5

2

x
f x 

  

 2) f  มีฟังก์ชันผกผัน คือ  1 1
f x

x

   

 3)  f  มีฟังก์ชันผกผัน คือ  1 4, 4f x x x      

 4)  f  มีฟังก์ชันผกผัน คือ  1 1
3f x

x

     

 5) f  มีฟังก์ชันผกผัน คือ    
21 1 , 1f x x x      

3. 1)  1 5f x x    

 2)  1 5f x x   

 3)   1 5

3 2

x
f x

x

 



  เมื่อ  2

3
x    

  4g g x x  0,g gD  

  8f x x   9g x x    5f x x   g x x

 
2

x
f x

x



  2g x x

  5g x x   2f x x   g x x

 1 10f   3  3

 

 
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 4)   1 5f x x     เมื่อ  5x    

 5)  1 2 2f x x x    โดยที่  1 1,
f

D     

4. (ก)     

 

 (ข)  1 3 2f x x    

 

 1 6

3

x
f x 


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 (ค)   1 9f x x      

 
 

 (ง)   1 2 3f x x    โดยที่  1 0,
f

D       
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5. f  มีฟังก์ชันผกผัน และ  1 3f x x   

6. f  ไม่มีฟังก์ชันผกผัน 

 

แบบฝึกหัดท้ายบท 

1. r  ไม่เป็นความสัมพันธ์บนเซต E ด   

2. 1)  และ rR    

 2) rD   และ rR   

 3)  และ 
 

 

 4) rD   และ  

 5)    , 1 1,rD       และ  

 6)  1rD    และ  

 7)  5rD     และ  3rR    

 8)  และ 1
,

3
rR

 
  
 

 

3. 1)   

   และ  

 2)  

  1r
D    และ 1r

R    

 3)  และ  

   และ  

 4)  

 0,rD  

 0,rD    , 0rR  

 0,rR  

 0,rR  

 0,rR  

 3, 3rD  

          1 2, 2 , 3, 2 , 4, 1 , 2, 3 , 3, 3r 

 1 2, 3, 4
r

D    1 1, 2, 3
r

R  

 1 1
,

2

x
r x y y  

  
 

 1 , 0r x y x   2y x

 1 0,
r

D     1 0,
r

R   

  1 ,r x y y x  
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  1r
D    และ 1r

R    

4. 1)   

 
 

 2)  
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 3)  

 

 

5. ไม่จ าเป็น เช่น     1, 2 , 3, 4r   และ     2, 3 , 4, 1s   

6. 1) เป็นฟังก์ชัน   2) เป็นฟังก์ชัน 

 3) ไม่เป็นฟังก์ชัน   4) ไม่เป็นฟังก์ชัน  

7. 1) ไมเ่ป็นฟังก์ชัน เพราะพบว่า 4 ซึ่งอยู่ในโดเมนจับคู่กับ  และ e  ซึ่งเป็นสมาชิกในเรนจ์ 

 2) ไมเ่ป็นฟังก์ชัน เพราะพบว่า 1 อยู่ในโดเมนจับคู่กับ 1, 2 และ 3 ซึ่งเป็นสมาชิกในเรนจ์ 

 3) ไมเ่ป็นฟังก์ชัน เพราะพบว่า 3 ซึ่งอยู่ในโดเมน จับคู่กับสมาชิกทุกตัวในเรนจ์ 

 4) เป็นฟังก์ชัน  

 5) ไมเ่ป็นฟังก์ชัน เพราะจะม ี0 ซึ่งอยู่ในโดเมนจับคู่กับ 1  และ 1 ซึ่งเป็นสมาชิกในเรนจ์ 
  

d
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8.  0 5f     

  1 7f     

  3 13f   

   2 3 5f a a a    

     

9. 1) fD   และ fR   2)  2,fD    และ  0,fR    

 3) fD   และ  0,fR    4) fD   และ  0,fR    

 5) fD   และ  0,fR    

10. 1) fD   และ fR   

 
  

  

   f x h f x

h

 
 2 3x h 
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 2) fD   และ fR   

 

 3) fD   และ  , 1fR     
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 4) fD   และ  7,fR    

 

11. 1) 2 3,f f  และ 6f   2) ไม่มีฟังก์ชันจาก B  ไป A  

 3) 2f     4) 3f  และ 6f  

 5) ไม่มีฟังก์ชัน 1 1  จาก B  ไป B  6) ไม่มีฟังก์ชันจาก A  ไปทั่วถึง A  

 7) ไม่มีฟังก์ชันจาก B  ไปทั่วถึง A  8) ไม่มีฟังก์ชันจาก B  ไปทั่วถึง B  

12. 1) f  ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  2) h  ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

 3) g  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  4) r  ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

13. 1) f  เป็นฟังก์ชันจาก  ไปทั่วถึง  0,   

 2) h  ไม่เป็นฟังก์ชันจาก  ไปทั่วถึง  0,   

 3) g  เป็นฟังก์ชันจาก  ไปทั่วถึง  0,   

14. 1)  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  2)  ไมเ่ป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

  

f h

 

 
 

 

 

 

  

 



      

   

   

 บทท่ี 1 | ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน  

 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4 เล่ม 2 97 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

15. 1) เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  

  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  และ  

 2) เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  และ  

  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  และ  

 3) เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  และ  

  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  

 4) เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  และ  

  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  

16. 1)  เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  2)  เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  

 3)  เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบน   4)  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  

17. 1) ฉ     2) ก 

 3) ง     4) ข  

 5) จ     6) ค  

18. 1) โดเมนของ  และ  คือ   

 โดเมนของ  คือ  1,1    

    

    

    

    

 2) โดเมนของ  และ  คือ    , 2 2, 3    

 โดเมนของ  คือ    , 2 2, 3     

 1, 2

 3, 1   2, 4

     3, 2 , 1, 1 , 1, 2    3, 4

 2, 1   2, 3

   3, 1 , 1, 0    2, 4

 0, 2

 3, 0  1, 3

 0, 1

f
1

,
2

 
 
 

f  , 0

f f  1, 1

,f g f g  fg

f

g

  f g x  1 2x

  f g x  22 2 1x x 

  fg x  4 3 22 2x x x x   

 
f

x
g

 
 
 


2

2

2

1

x x

x





,f g f g  fg

f

g
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 3) โดเมนของ  และ  คือ  1, 1   

  โดเมนของ  คือ  1, 1   

      

      

     
2 1

1

x x

x

 


   เมื่อ  1x   

     
  2 3

1

1 1x x 
 

 4) โดเมนของ  และ  คือ  1, 3   

  โดเมนของ  คือ  1, 3   

      

       

    
  3 1

x

x x 
   

    
 1

3

x x

x




 

19. 1)   0 1f g    2)   3 1f f    

    0 5g f       2 2g g    

  f g x  2 4 3x x  

  f g x  2 4 3x x  

  fg x  2 4 3x x  

 
f

x
g

 
 
 


2 4

3

x

x





,f g f g  fg

f

g

  f g x  3

2

1
1

1
x

x
 



  f g x  3

2

1
1

1
x

x
 



  fg x 

 
f

x
g

 
 
 



,f g f g  fg

f

g

  f g x 
1

3 1

x

x x


 

  f g x 
1

3 1

x

x x


 

  fg x 

 
f

x
g

 
 
 


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 3)  1 2 2 2f g      4)  1 3f f    

   2 3g f      3 3g g   

 5)   1 2 3f f x x     

     29g g x g x   

20. 1)  2)  

 3)   4)  

 5)   6)  

 7)   8)  

 9)  

21. 1)   โดยที่ 
f g

D   

    โดยที่ 
g f

D   

    โดยที่ 
f f

D   

    โดยที่ 
g g

D   

 2)   โดยที่ 
f g

D 
 

  
  โดยที่ 

g f
D   

    โดยที่ 
f f

D   

    โดยที่ 
g g

D   

 3)   โดยที่ 
 

 

   โดยที่ 
g f

D   

    โดยที่ 
f f

D   

    โดยที่  

    1, 1 , 1, 9f g       1, 2 , 2, 2g h 

 
4

1, 0 ,
5

1,
g

f

  
   

  

5
1,

2

f

h

  
   

  

    1, 8 , 2, 1hg       0, 4 , 2, 1f h 

  1, 2h f       1, 0 , 2, 2h g  

    1, 1 , 2, 0g h 

 
5

6
3

f g x
x

 

 
5

2
3

g f x
x

 

  25 36f f x x 

 
9

g
x

g x 

  3 26 12 9g x x xf x   

  3 3g f x x 

  9 6 33 3 2f f x x x x   

  4g xg x  

  5f xg x    5,f gD   

  2 5g f x x 

  4f f x x

  5 5xg g x     5,g gD   
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 4)   โดยที่ 
f g

D   

    โดยที่ 
g f

D   

    โดยที่ 
f f

D   

    โดยที่ 
g g

D   

 5)   โดยที่    , 4 0,f gD       

    โดยที่  

    โดยที่  

    โดยที่ 
g g

D   

 6)   โดยที่  0, 2
f g

D    

    โดยที่  0
g f

D    

    โดยที่  0
f f

D    

    โดยที่  0, 2
g g

D    

22.   โดยที่ 
 f g h

D   

   โดยที่ 
 f g h

D   

23.   

25. 1)  2)  

 3)   4)  1 6 , 0f x x x    

  

  4 4f x xg   

 g xf x 

  8f f x x 

  4 4xg g x   

 
2

1

4
f x

x
g

x




 
1 4

g f x
x x

   0,g fD  

  4f f x x  0,f fD  

  4 3 28 20 16g g x x x x x   

 
2

2
f x

x
g

x




  1g f x x 

 f f x x

 
2

2

x
g g x

x






   
 

3

2

1
1

1 1
f g h x

x

 
  
   

  
 

3

2

1
1

1 1
f g h x

x

 
  
   

  2 1g x x x  

 1 7

5

x
f x 

  1 1
2, 0f x x

x

   

   
31 5f x x  
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26. ก.  โดยที่  

 
 

 ข.  โดยที่  

 
  

 1 3

5

x
f x 

  1 3,
f

D   

 1 5

2

x
f x 

   1 , 5
f

D   
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 ค)  โดยที่  

     
 

 ง)  โดยที่  

 
  

   
21 1 2f x x     1 1,

f
D   

 1 3 2f x x   1f
D  
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29. ความดันน้ าทะเลเป็น  psi 

30. 1) บริษัทจ่ายค่านายหน้าให้กับพนักงานร้อยละ 12 

 2) บริษัทจ่ายค่าเบี้ยเลี้ยงและค่าพาหนะให้กับนาย ก  และนาย ข  เป็นเงินคนละ   

  10,000  บาท 

 3) ฟังก์ชันแสดงรายได้ที่พนักงานได้รับในแต่ละเดือน คือ   

  เมื่อ  คือยอดขายที่พนักงานท าได้ 

31. จ านวนนักท่องเที่ยว 85 คน ท าให้บริษัทท่องเที่ยวมีรายได้มากท่ีสุด คือ 36,125 บาท 

32. 1) ความสัมพันธ์ของพ้ืนที่กับความกว้างของรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้ารูปนี้ คือ  22 120y x x    

  เมื่อ  คือความกว้างของรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า และ  คือพ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า 

 2) จะมากที่สุดไม่เกิน 60 เมตร 

 3) ชายผู้นี้จะล้อมรั้วได้พ้ืนที่มากที่สุด 1,800 ตารางเมตร 

33. ค่ามากที่สุดของ  คือ  เมื่อ  

34. เมื่อ  แทนระยะเวลาในการจอดรถที่อาคารจอดรถแห่งนี้ในหน่วยชั่วโมง 

 และ  แทนอัตราค่าบริการจอดรถของอาคารจอดรถแห่งนี้ในหน่วยบาท ดังนี้ 

 

0 ; 0 3

30 ; 3 4

60 ; 4 5

90 ; 5 6

120 ; 6 7

150 ; 7 8

200 ; 8 9

250 ; 9 10

300 ; 10 11
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f x

x

x

x

x

 


 

  


 
  

 
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  


 
  

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P x x 
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35.  โดยที่  

36.  เป็นฟังก์ชันแสดงจ านวนเงินรวมที่จะได้เมื่อครบก าหนด 2 ปี 

  เป็นฟังก์ชันแสดงจ านวนเงินรวมที่จะได้เมื่อครบก าหนด 3 ปี 

 เป็นฟังก์ชันแสดงจ านวนเงินรวมที่จะได้เมื่อครบก าหนด 4 ปี 

และฟังก์ชันประกอบของฟังก์ชัน   จ านวน  ฟังก์ชัน คือ  ซึ่งเป็นฟังก์ชัน

แสดงจ านวนเงินรวมที่จะได้เมื่อครบก าหนด  ปี เมื่อ n  แทนจ านวนนับ 

  

  2 2(100 5 ) 5000 6000(100 5 )C N t C t t t t     0 10t 

   
2

1.05A A x x

    
3

1.05A A A x x

       
4

1.05A A A A x x

A n  1.05
n

x

n

(บาท) 

(ชั่วโมง) 
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37. 1)  
9

32
5

f x x   

 2)  
 5 32

9

x
g x


  

 3) f  และ g  เป็นฟังก์ชันผกผันของกันและกัน  

 

 4) ประมาณ  

 5)  

38. 1)     10 2 15 2V x x x x    

 2)  0,5VD   

 3) กล่องจะมีปริมาตรมากที่สุดเมื่อ  เป็น 2 และกล่องมีปริมาตร 132 ลูกบาศก์นิ้ว 

  

47.22 C

86 F

x
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 4)  

 

 5) ด้านของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสยาวประมาณ  นิ้ว และ  นิ้ว 0.94 3.18

 (ลูกบาศก์นิ้ว) 

 (นิ้ว) 
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บทที่ 2  

ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม 

 

การศึกษาเรื่องฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึมเป็นการศึกษาฟังก์ชันที่อยู่ในรูป

เลขยกก าลัง ซึ่งนักเรียนได้ศึกษาเกี่ยวกับเลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนเต็มมาแล้วใน

ระดับมัธยมศึกษาตอนต้น เนื้อหาเรื่องฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึมที่น าเสนอ

ในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4 เล่ม 2 นี้ มีเป้าหมายเพ่ือให้

นักเรียนน าความรู้เกี่ยวกับฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึมไปใช้ในการแก้ปัญหา 

โดยบทนี้จะเริ่มด้วยการทบทวนความรู้เรื่องเลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนเต็ม และ

เพ่ิมเติมเนื้อหาเกี่ยวกับ รากที่ n  ในระบบจ านวนจริงและจ านวนจริงในรูปกรณฑ์ เลขยกก าลังที่

มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนตรรกยะ ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล สมการและอสมการเอกซ์โพเนนเชียล 

ฟังก์ชันลอการิทึม สมการและอสมการลอการิทึม รวมถึงการประยุกต์ของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล

และฟังก์ชันลอการิทึม  ซึ่งจะท าให้นักเรียนมองเห็นประโยชน์ในการศึกษาเรื่องเหล่านี้ และเชื่อมโยง

กับสถานการณ์ที่สอดคล้องกับชีวิตจริง ในบทเรียนนี้มุ่งให้นักเรียนบรรลุตัวชี้วัด/ผลการเรียนรู้

ตามสาระการเรียนรู้แกนกลาง/สาระการเรียนรู้เพิ่มเติม และบรรลุจุดมุ่งหมายดงัต่อไปนี้ 
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ตัวช้ีวัด /ผลการเรียนรู้  และสาระการเรียนรู้ 

ตัวช้ีวัด 

 เข้าใจความหมายและใช้สมบัติเกี่ยวกับ
การบวก การคูณ การเท่ากัน และการ
ไม่เท่ากันของจ านวนจริงในรูปกรณฑ์
และจ านวนจริงในรูปเลขยกก าลังที่มี 
เลขชี้ก าลังเป็นจ านวนตรรกยะ 

สาระการเรียนรู้แกนกลาง 

 รากที่ n  ของจ านวนจริง  
เมื่อ n  เป็นจ านวนนับที่มากกว่า 1 

 เลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวน
ตรรกยะ 

ผลการเรียนรู้ 
 เข้าใจลักษณะกราฟของฟังก์ชัน 

เอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม 
และน าไปใช้ในการแก้ปัญหา 

 แก้สมการเอกซ์โพเนนเชียลและสมการ
ลอการิทึม และน าไปใช้ในการแก้ปัญหา 

สาระการเรียนรู้เพิ่มเติม 
 ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล 

 ฟังก์ชันลอการิทึม 

 สมการเอกซ์โพเนนเชียลและสมการ
ลอการิทึม 

 
 

 
จุดมุ่งหมาย 

 1. ใช้สมบัติของจ านวนจริงในรูปกรณฑ์และจ านวนจริงในรูปเลขยกก าลังในการแก้ปัญหา 

 2. บอกความสัมพันธ์ระหว่างฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม 

 3. อธิบายลักษณะกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม  

 4. แก้สมการและอสมการเอกซ์โพเนนเชียล 

 5. แก้สมการและอสมการลอการิทึม 

 6. ใช้ความรู้เกี่ยวกับฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึมในการแก้ปัญหา  
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ความรู้ก่อนหน้า 

 ความรู้เกี่ยวกับเลขยกก าลังในระดับมัธยมศึกษาตอนต้น 

 ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน 

 

 

2.1 เนื้อหาสาระ 

1. ให้ a  เป็นจ านวนจริง และ n  เป็นจ านวนเต็มบวก   
na a a a a      

 

   n   ตัว 

0a   = 1  เมื่อ 0a   

na   = 
1

na
  เมื่อ 0a   

 เรียก na  ว่าเลขยกก าลัง 

เรียก a  ว่าฐานของเลขยกก าลัง และ เรียก n  ว่าเลขชี้ก าลัง 

2. ให้  ,a b  เป็นจ านวนจริงที่ไม่เป็นศูนย์ และ ,m n   เป็นจ านวนเต็ม 

  1) 
m na a   = 

m na 

  

  2)  
n

ma   = mna   

  3)  
n

ab   = n na b   

  4) 

n
a

b

 
 
 

  = 
n

n

a

b
  

  5) 
m

n

a

a
    = m na   

  

goo.gl/oiG5fp 
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3. ให้ x  และ y  เป็นจ านวนจริง    

y  เป็นรากที่สองของ x  ก็ต่อเมื่อ 2y x  

4. ถ้า 0x   แล้ว x  จะมีรากที่สองที่มากกว่าหรือเท่ากับศูนย์เสมอ เรียกรากนี้ว่า “รากที่สองที่

ไม่เป็นจ านวนจริงลบ” ของ x  และแทนด้วยสัญลักษณ์ x  โดยเครื่องหมาย    เรียกว่า 

“เครื่องหมายกรณฑ์” 

5. เมื่อ y  เป็นจ านวนจริงใด ๆ จะได้  
2 2y y   ดังนั้น ถ้ามีจ านวนจริง y  ยกก าลังสอง แล้ว

ได้ x  ก็จะมีจ านวนจริง y  ที่ยกก าลังสองแล้วได้ x  ด้วย 

 ถ้า 0x   แล้วจะมีรากท่ีสองของ x   สองรากคือ x  และ x   โดยที่ x  เป็น

จ านวนจริงบวก  และ x   เป็นจ านวนจริงลบ 

 ถ้า  0x    แล้วจะมีจ านวนจริงจ านวนเดียว  คือ 0  เป็นรากที่สองของ  x   นั่นคือ 

0 0   

 ถ้า  0x     แล้วจะไม่มีรากท่ีสองของ x  ที่เป็นจ านวนจริง 

ดังนั้น x y  เมื่อ 0x   หมายความว่า 
2y x   และ   0y    

6. ให้  0x    และ  0y    จะได้  x y xy   

7. ให้  0x    และ  0y    จะได้  x x

yy
  

8. ให้ x  และ y  เป็นจ านวนจริง และ n  เป็นจ านวนเต็มที่มากกว่า 1 

 y  เป็นรากที่ n  ของ x  ก็ต่อเมื่อ  ny x  
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9. ให้ x  และ y  เป็นจ านวนจริง และ n  เป็นจ านวนเต็มที่มากกว่า 1 

 y  เป็นค่าหลักของรากท่ี n  ของ x  ก็ต่อเมื่อ   

1)  y  เป็นรากที่ n  ของ x  และ 
2)  0xy    

 แทนค่าหลักของรากที่ n  ของ x  ด้วย n x  อ่านว่า “กรณฑ์ท่ี n  ของ x ”  หรือ 

“ค่าหลักของรากที่ n  ของ x ” 

10. ให้ x  และ y  เป็นจ านวนจริง และ n  เป็นจ านวนเต็มที่มากกว่า 1 โดยที่ x  และ y   

มีรากท่ี n  แล้ว   n n nx y xy   

11. ให้ x  และ y  เป็นจ านวนจริง และ n  เป็นจ านวนเต็มที่มากกว่า 1  โดยที่ x  และ y   

มีรากท่ี n  และ 0y   แล้ว  
n

n

n

x x

yy
  

หมายเหตุ 

 ถ้า 0x   หรือ 0y   แล้ว เนื้อหาสาระข้อ 10 และ 11 จะเป็นจริง ก็ต่อเมื่อ  

n  เป็นจ านวนคี่บวกเท่านั้น 

 ถ้า n  เป็นจ านวนคี่บวกแล้ว  n nx x     

 ถ้า x  เป็นจ านวนจริง  และ  n  เป็นจ านวนเต็มที่มากกว่า 1 แล้วจะได้ว่า  

1) 
nn x x   เมื่อ  n   เป็นจ านวนคู่ 

2) nn x x   เมื่อ  n   เป็นจ านวนคี่ 

12. ให้ a  เป็นจ านวนจริง และ n  เป็นจ านวนเต็มที่มากกว่า 1 ถ้า a  มีรากท่ี n  แล้ว 

1

nna a  

ในกรณีที่ 0a   สามารถนิยาม 
1

na  ได้เสมอ 

ในกรณีที่ 0a   จะนิยามเฉพาะกรณีท่ี n  เป็นจ านวนคี่ 
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13. ให้ a  เป็นจ านวนจริง  โดยที่  0a    และ r  เป็นจ านวนตรรกยะ เขียน  p
r

q
  

โดยที่ ,p q  เป็นจ านวนเต็ม ซึ่ง 0q   และ ห.ร.ม. ของ p  และ q  เป็น  1 

ถ้า  
1

qa   เป็นจ านวนจริง  แล้ว  
1

p
p

r q qa a a
 

    
 

 

ทั้งนี้ เลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนตรรกยะจะนิยามเมื่อเลขชี้ก าลังเขียนอยู่ในรูป

เศษส่วนอย่างต่ าเท่านั้นและ 
1

qa  ต้องเป็นจ านวนจริง  

ในกรณีที่ 0a   และ r  เป็นจ านวนตรรกยะบวก  สามารถนิยาม 0 0r    

แต่จะไม่นิยาม 0r  เมื่อ r  เป็นจ านวนตรรกยะลบหรือศูนย์ 

14. ให้ m  และ n  เป็นจ านวนตรรกยะ a  และ  b  เป็นจ านวนจริงที่ไม่เป็น  0 

โดยที่  , ,m n na a b   เป็นจ านวนจริง  จะได้ว่า 

  1) m na a   = m na     
  2)  

n
ma   = mna   

  3)  
n

ab  = n na b   

  4) 

n
a

b

 
 
 

  = 
n

n

a

b
  

  5) 
m

n

a

a
  = m na   

15. ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล คือ ฟังก์ชันที่อยู่ในรูป   , xx y y a    

โดยที่ a  เป็นจ านวนจริง ซึ่ง 0a  และ  1a   

16. สมการที่มีตัวแปรเป็นเลขชี้ก าลัง เรียกว่า “สมการเอกซ์โพเนนเชียล” 

อสมการที่มีตัวแปรเป็นเลขชี้ก าลัง เรียกว่า “อสมการเอกซ์โพเนนเชียล” 
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17. ฟังก์ชันลอการิทึม คือ ฟังก์ชันที่อยู่ในรูป   , log
a

x y y x      

โดยที่ a  เป็นจ านวนจริง ซึ่ง 0a   และ 1a    และฟังก์ชันลอการิทึมเป็น 

ฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล 

18. ให้ , ,a M N  เป็นจ านวนจริงบวกท่ี 1a   และ k  เป็นจ านวนจริง จะได้ว่า 

 1) log
a

MN   = log log
a a

M N   

 2) log
a

M

N
   = log log

a a
M N   

 3) log k

a
M    = log

a
k M   

 4) log
a

a    = 1  

 5) log 1
a

   = 0  

 6) log ka
M    = 

1
log

a
M

k
    เมื่อ  0k    

 7) log
b

a    = 
1

log
a
b

    เมื่อ  0b   และ 1b     

19. ลอการิทึมที่ใช้มากในการค านวณคือ ลอการิทึมสามัญ ซึ่งหมายถึงลอการิทึมที่มีฐานเป็น 10

ในการเขียนลอการิทึมสามัญนิยมเขียนโดยไม่มีฐานก ากับ เช่น 
10

log N  จะเขียนแทนด้วย 

log N  เมื่อ N  เป็นจ านวนจริงบวก 

20. A  เป็นแอนติลอการิทึมของ B  ก็ต่อเมื่อ logB A  

21. ให้ ,a b เป็นจ านวนจริงบวกท่ี 1a   และ 1b   จะได้  log
b

x    log

log

a

a

x

b
 

22. เรียกลอการิทึมฐาน e  เมื่อ e  เป็นสัญลักษณแ์ทนจ านวนอตรรกยะจ านวนหนึ่งซึ่งมีค่าประมาณ 

2.7182818284  ว่า “ลอการิทึมแบบเนเปียร์” หรือ “ลอการิทึมธรรมชาติ” ในการเขียน

ลอการิทึมของ x  ฐาน e  นิยมเขียน ln x  แทน log
e

x  

23. สมการลอการิทึม เป็นสมการที่มีลอการิทึมของตัวแปร 

อสมการลอการิทึม  เป็นอสมการที่มีลอการิทึมของตัวแปร 
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2.2 ข้อเสนอแนะเกี่ยวกับการสอน 

เลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนเต็ม 

ครูอาจทบทวนเกี่ยวกับเลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนเต็มโดยใช้กิจกรรมการจับกลุ่ม ดังนี้ 

 
กิจกรรม : จับกลุ่ม 

ขั้นตอนการปฏิบัติ 

1. ครูแจกบัตรข้อความให้นักเรียนแต่ละคน คนละ 1 ใบ โดยในบัตรข้อความแต่ละใบแสดง

เลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนเต็ม ตัวอย่างเช่น 
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2. ครูให้นักเรียนจับกลุ่มกับเพื่อนที่มีบัตรค าแสดงจ านวนเดียวกัน 
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3. ครูให้นักเรียนแต่ละกลุ่มพิจารณาจ านวนในบัตรค าของสมาชิกในกลุ่มเพ่ือพิจารณาตรวจสอบ

ความถูกต้อง 

4. เมื่อนักเรียนทุกคนจับกลุ่มกันเรียบร้อยแล้ว ครูและนักเรียนทุกคนร่วมกันตรวจสอบ 

ความถูกต้องของการจับกลุ่ม 

หมายเหตุ   

 ครูอาจเปลี่ยนจ านวนในบัตรค าเป็นจ านวนอ่ืน ๆ โดยสามารถเพ่ิมจ านวนบัตรค าให้

เพียงพอกับจ านวนนักเรียน 

 กิจกรรมนี้มีไว้เพ่ือทบทวนเกี่ยวกับเลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนเต็ม ซึ่งนักเรียนได้

ศึกษามาแล้วในระดับมัธยมศึกษาตอนต้น และใช้เพ่ือตรวจสอบความเข้าใจของนักเรียน

เกี่ยวกับหัวข้อนี้ได้ด้วย ซึ่งในกรณีที่ครูพบว่านักเรียนมีความเข้าใจเกี่ยวกับเลขยกก าลังที่มี

เลขชี้ก าลังเป็นจ านวนเต็มเป็นอย่างดีแล้ว ครูสามารถสอนเนื้อหาเกี่ยวกับรากที่สองใน

ระบบจ านวนจริงซึ่งอยู่ในหัวข้อถัดไปได้โดยไม่ต้องสอนเรื่องนี้อีก 

 

รากที่สองในระบบจ านวนจริง 

ครูอาจทบทวนเกี่ยวกับรากที่สองและกรณฑ์ที่สองของจ านวนเต็มบวกและการด าเนินการของ

จ านวนที่อยู่ในรูปกรณฑ์ท่ีสองโดยใช้กิจกรรมบิงโก ดังนี้ 

 
กิจกรรม : บิงโก 

ขั้นตอนการปฏิบัติ 

1. ครูเตรียมบัตรข้อความเกี่ยวกับรากที่สองและกรณฑ์ท่ีสองของจ านวนเต็มบวก และ 

การด าเนินการของจ านวนที่อยู่ในรูปกรณฑ์ท่ีสอง ตัวอย่างเช่น 



     

     

     

 บทท่ี 2 | ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม   
 

116 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

     รากที่สองที่เป็นจ านวนลบของ 25          รากที่สองของ 16 

     รากที่สองที่เป็นจ านวนบวกของ 144        รากที่สองที่เป็นจ านวนลบของ 64 

     รากที่สองของ 81                                    รากที่สองที่เป็นจ านวนบวกของ 49 

     รากที่สองของ 0                                      กรณฑ์ที่สองของ 1 

     กรณฑ์ที่สองของ 100                              รากที่สองที่เป็นจ านวนลบของ 4 

     รากที่สองของ 9                                     3 3 3   

 32 2                                              2 6 3 6 2 24   

 
27

3 48
                                           

8

2
 

 4 169                                           100  

      49                                                   
2

11  

2. ครูให้นักเรียนแต่ละคนสร้างตารางบิงโกเป็นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสขนาด 4 4   ดังรูป 

    

    

    

    

 

แล้วให้นักเรียนเลือกจ านวน 16 จ านวน จากจ านวนเต็มตั้งแต่ 12   ถึง 12  เพ่ือเติมใน

ตารางดังกล่าว 

3. ครูสุ่มบัตรข้อความที่จัดเตรียมไว้แล้ว 1 ใบ แสดงบัตรข้อความให้นักเรียนดู จากนั้นให้

นักเรียนหาจ านวนที่ตรงกับข้อความในบัตรข้อความ 
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4. ครูเลือกนักเรียนเพื่อเฉลยค าตอบและให้เหตุผลประกอบค าตอบที่ได้ โดยให้นักเรียนทุกคน

ในชั้นเรียนร่วมกันตรวจสอบค าตอบ ในขั้นตอนนี้ครูสามารถสังเกตความรู้พ้ืนฐานที่

นักเรียนมีเกี่ยวกับเลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนเต็มได้ 

5. ถ้าตารางบิงโกของนักเรียนมีจ านวนที่เป็นค าตอบ ให้นักเรียนท าเครื่องหมายกากบาทบน

จ านวนนั้น 

6. ครูและนักเรียนท าซ้ าข้ันตอนที่ 3 – 5  จนกระท่ังบัตรข้อความหมด 

หมายเหตุ   

 ครูอาจเปลี่ยนบัตรข้อความหรือจ านวนที่ให้นักเรียนเติมลงในตารางบิงโกเป็นแบบอ่ืน โดย

จ านวนที่ให้นักเรียนเติมต้องสอดคล้องกับบัตรข้อความ 

 กิจกรรมนี้มีไว้เพ่ือทบทวนเกี่ยวกับรากที่สองของจ านวนจริง ซึ่งนักเรียนได้ศึกษามาแล้วใน

ระดับมัธยมศึกษาตอนต้น และใช้เพ่ือตรวจสอบความเข้าใจของนักเรียนเกี่ยวกับหัวข้อนี้ได้ด้วย 

ซึ่งในกรณทีีค่รูพบว่านักเรียนมีความเข้าใจเกี่ยวกับรากที่สองของจ านวนจริงเป็นอย่างดีแล้ว 

ครูสามารถสอนเนื้อหาเกี่ยวกับรากที่ n  และค่าหลักของรากที่ n  ซึ่งอยู่ในหัวข้อถัดไปได้

โดยไม่ต้องสอนเรื่องนี้อีก 

 

ค่าหลักของรากที่  n 

 

 ความเข้าใจคลาดเคลื่อน 

 นักเรียนมักเข้าใจผิดว่ารากที่สองของ x  มีความหมายเช่นเดียวกับกรณฑ์ท่ีสองของ x   

 นักเรียนมักเข้าใจผิดว่ารากท่ีสองของ x  เขียนแทนด้วย x  



     

     

     

 บทท่ี 2 | ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม   
 

118 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

สมบัติของรากที่ n 

 

 
ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและสิ่งที่ควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

หมายเหตุข้อ 3 ท้ายทฤษฎีบท 5 

ถ้า x  เป็นจ านวนจริง และ n  เป็นจ านวนเต็มที่มากกว่า 1  แล้วจะได้ว่า 

1) 
nn x x  เมื่อ n  เป็นจ านวนคู่ 

2) nn x x  เมื่อ n  เป็นจ านวนคี่ 

ทั้งสองข้อนี้มีความส าคัญมาก ครูควรเน้นย้ าให้นักเรียนมีความเข้าใจที่ถูกต้องเพ่ือเป็นพ้ืนฐาน

ในการศึกษาหัวข้อต่อไป 

 

เลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนตรรกยะ 

 

 
ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและสิ่งที่ควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

 ครูควรระมัดระวังการยกตัวอย่างเลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนตรรกยะตาม 

บทนิยาม 5  ในกรณีที่ 0a   ซึ่งจะนิยามเฉพาะกรณีท่ี n  เป็นจ านวนคี่เท่านั้น 

 บทนิยามเกี่ยวกับเลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนตรรกยะตามบทนิยาม 6 นั้น  

มีเงื่อนไขส าคัญคือ ห.ร.ม. ของ p  และ q  เป็น 1  ดังนั้น ครูควรระมัดระวังการยกตัวอย่าง  
p

qa  ที่ม ีห.ร.ม. ของ p  และ q  ไม่เป็น 1 หรือต้องเน้นย้ ากับนักเรียนให้พิจารณา ห.ร.ม. ของ 

p  และ  q  และท า  p

q
  ให้เป็นเศษส่วนอย่างต่ าก่อนเสมอ 
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การบวก ลบ คูณ และหารเลขยกก าลัง  และการแก้สมการที่มีเครื่องหมายกรณฑ์ 

 

 
ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและสิ่งที่ควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

ตัวอย่างท่ี 20 

 จงหาเซตค าตอบของสมการ  2 3x x    

ตัวอย่างท่ี 21 

 จงหาเซตค าตอบของสมการ  7 8 2 1x x     

ตัวอย่างทั้งสองตัวอย่างนี้ แสดงการแก้สมการโดยวิธียกก าลังสองจ านวนทั้งสองข้างของ

เครื่องหมายเท่ากับของสมการ ซึ่งมีประเด็นส าคัญที่ต้องค านึงถึงอยู่เสมอ คือ ค าตอบที่ได้จะ

เป็นค าตอบของสมการที่ยกก าลังสองแล้ว ซึ่งบางค าตอบอาจไม่ใช่ค าตอบของสมการเดิม เช่น 

ในตัวอย่างที่ 20  เมื่อแก้สมการโดยวิธียกก าลังสองจ านวนทั้งสองข้างของเครื่องหมายเท่ากับ

ของสมการแล้ว จะได้ 3x   หรือ 1x     แต่เมื่อตรวจสอบค่า x  ที่ได้ จะพบว่า 1x    ไม่

สอดคล้องกับสมการเดิมที่โจทย์ก าหนด  ในท านองเดียวกันในตัวอย่างที่ 21  เมื่อแก้สมการโดย

วิธียกก าลังสองจ านวนทั้งสองข้างของเครื่องหมายเท่ากับของสมการแล้ว จะได้ 2x   หรือ 
14

9
x     แต่เมื่อตรวจสอบค่า x  ที่ได้ จะพบว่า 14

9
x    ไม่สอดคล้องกับสมการเดิมที่โจทย์

ก าหนด 
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ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับแบบฝึกหัด 

แบบฝึกหัด 2.1ข 

  7. จงท าให้อยู่ในรูปอย่างง่ายและหาค่าประมาณของจ านวนต่อไปนี้ 

แบบฝึกหัดนี้ควรให้นักเรียนจัดรูปจ านวนให้อยู่ในรูปที่ตัวส่วนไม่ติดกรณฑ์ก่อน แล้วจึงแทน

ค่าประมาณที่ก าหนดให้  ซึ่งจะท าให้ได้ค าตอบที่ใกล้เคียงกับจ านวนที่ก าหนดให้  หากแทน

ค่าประมาณของจ านวนตามที่โจทย์ก าหนดให้ก่อนที่จะจัดรูปจ านวนให้อยู่ในรูปที่ตัวส่วนไม่ติด

กรณฑ์ จะท าให้เกิดค่าคลาดเคลื่อนที่มากกว่า ทั้งนี้ครูควรสนับสนุนการใช้เทคโนโลยีในการหา

ค าตอบของโจทย์ลักษณะนี้ได้ หากครูน าโจทย์ลักษณะนี้ไปใช้ในการวัดผลประเมินผล ควรเน้น

ที่กระบวนการหาค าตอบมากกว่าผลลัพธ์สุดท้าย หรืออนุญาตให้นักเรียนเขียนค าตอบโดย 

ติดอยู่ในรูปค่าประมาณท่ีก าหนดให้ โดยไม่ต้องค านวณ 

 

ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล 

ครูอาจน าเข้าสู่บทเรียนโดยให้นักเรียนท ากิจกรรม “ปัญหาพระราชา” ในหนังสือเรียน 

 
ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและสิ่งที่ควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

 บทน าของหัวข้อนี้มีไว้เพ่ือขยายขอบเขตความเข้าใจของนักเรียนเกี่ยวกับเลขยกก าลัง  จาก

เลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนตรรกยะซึ่งนักเรียนได้เรียนในหัวข้อก่อนหน้านี้   เพ่ือ

น าไปสู่เลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนจริง  ซึ่งจะเชื่อมโยงไปสู่บทนิยามของฟังก์ชัน 

เอกซ์โพเนนเชียล 
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 รูปทั่วไปของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล คือ   xf x ab  อย่างไรก็ตามหนังสือเรียนรายวิชา

เพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4 เล่ม 2 ได้นิยามฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลว่าเป็น

ฟังก์ชันที่อยู่ในรูป   xf x a  เมื่อ 0a   และ 1a   

 

ครูอาจเสริมความเข้าใจของนักเรียนเกี่ยวกับกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล   xf x a  เมื่อ 

1a   ได้ โดยให้นักเรียนท ากิจกรรมส ารวจกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล (1) ดังนี้ 

 
กิจกรรม : ส ารวจกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล  (1) 

ขั้นตอนการปฏิบัติ 

1. ครจูับคู่นักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นให้นักเรียนเปิดเว็บไซต์  ipst.me/9046 

2. ครูให้นักเรียนแต่ละคูส่ ารวจกราฟของฟังก์ชัน   2xf x   โดย 

1) คลิกท่ีรูปสี่เหลี่ยมหน้า Show f  เพ่ือให้เครื่องหมาย  ปรากฏ 

2) คลิกลากปุ่มบนสไลเดอร์ x   

แล้วพิจารณาว่า 

 เมื่อ x  เปลี่ยนจากน้อยไปมาก ค่าของ  f x  เปลี่ยนแปลงไปอย่างไร 

 เมื่อ x  เป็นจ านวนจริงบวกและเพ่ิมข้ึน ค่าของ  f x  เปลี่ยนแปลงไปอย่างไร 

 เมื่อ x  เป็นจ านวนจริงลบและลดลง ค่าของ  f x  เปลี่ยนแปลงไปอย่างไร 

3. ครูให้นักเรียนแต่ละคู่ส ารวจกราฟของฟังก์ชัน   xf x a  เมื่อ a  เป็นค่าอ่ืน ๆ ที่ไม่ใช่ 2 โดย

ให้นักเรียนคลิกลากปุ่มบนสไลเดอร์ a  แล้วใช้ค าถามในข้อ 2 เพ่ือสังเกตการเปลี่ยนแปลง

ค่าของ  f x  
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4. ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายเกี่ยวกับข้อสังเกตที่ได้ในข้อ 2 และ 3 เพ่ือให้ได้ข้อสรุปว่า 

ส าหรับฟังก์ชัน   xf x a  เมื่อ 1a    

 เมื่อ x  เปลี่ยนจากน้อยไปมาก ค่าของ  f x  จะเพ่ิมขึ้น นั่นคือ f  เป็นฟังก์ชันเพ่ิม

บนโดเมนของฟังก์ชันซึ่งก็คือเซตของจ านวนจริง 

 เมื่อ x  เป็นจ านวนจริงบวกและเพ่ิมขึ้น ค่าของ  f x  จะเพ่ิมขึ้นอย่างรวดเร็วและ 

ไม่มีที่สิ้นสุด 

 เมื่อ x  เป็นจ านวนจริงลบและลดลง ค่าของ  f x  จะค่อย ๆ ลดลงจนเข้าใกล้ศูนย์

แต่ไม่เท่ากับศูนย์ 

5. ครูให้นักเรียนแต่ละคู่ปรับสไลเดอร์ a  จากน้อยไปมาก เพ่ือส ารวจกราฟของฟังก์ชัน 

  xf x a  แล้วพิจารณาว่า 

 เมื่อ a  เพ่ิมขึ้น ลักษณะของกราฟ   xf x a  เปลี่ยนแปลงไปอย่างไร 

 กราฟตัดแกน Y  หรือไม่ ถ้าตัด จงหาจุดที่กราฟตัดแกน Y   

 กราฟตัดแกน X  หรือไม่ ถ้าตัด จงหาจุดที่กราฟตัดแกน X   ถ้าไม่ตัด จงหาเส้นก ากับ

แนวนอน 

6. ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายเกี่ยวกับข้อสังเกตที่ได้ในข้อ 5 เพ่ือให้ได้ข้อสรุปส าหรับกราฟ

ของฟังก์ชัน   xf x a  เมื่อ 1a   ดังนี้ 

 เมื่อ a  เพ่ิมขึ้น และ 0x   กราฟจะเบนเข้าหาแกน Y   

 กราฟทั้งหมดตัดแกน Y  ที่จุด  0, 1   

 กราฟทั้งหมดไม่ตัดแกน X  โดยเส้นก ากับแนวนอน คือ เส้นตรง 0y   หรือแกน X  

 

 

ครูอาจเสริมความเข้าใจของนักเรียนเกี่ยวกับกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล   xf x a  เมื่อ 

0 1a   ได้ โดยให้นักเรียนท ากิจกรรมส ารวจกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล (2) ดังนี้  
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กิจกรรม : ส ารวจกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล  (2) 

ขั้นตอนการปฏิบัติ 

1. ครูจับคู่นักเรียนแบบคละความสามารถ จากนัน้ให้นักเรียนเปิดเว็บไซต์ ipst.me/9046 

2. ครูให้นักเรียนแต่ละคูส่ ารวจกราฟของฟังก์ชัน  
1

2

x

g x
 

  
 

 โดย 

1) คลิกท่ีรูปสี่เหลี่ยมหน้า Show g  เพ่ือให้เครื่องหมาย  ปรากฏ 

2) คลิกลากปุ่มบนสไลเดอร์ x   

แล้วพิจารณาว่า 

 เมื่อ x  เปลี่ยนจากน้อยไปมาก ค่าของ  g x  เปลี่ยนแปลงไปอย่างไร 

 เมื่อ x  เป็นจ านวนจริงบวกและเพ่ิมข้ึน ค่าของ  g x  เปลี่ยนแปลงไปอย่างไร 

 เมื่อ x  เป็นจ านวนจริงลบและลดลง ค่าของ  g x  เปลี่ยนแปลงไปอย่างไร 

3. ครูให้นักเรียนแต่ละคู่ส ารวจกราฟของฟังก์ชัน  
1

x

g x
a

 
  
 

 เมื่อ a  เป็นค่าอ่ืน ๆ ที่ไม่ใช่ 2 

โดยให้นักเรียนคลิกลากปุ่มบนสไลเดอร์ a  แล้วใช้ค าถามในข้อ 2 เพ่ือสังเกตการ

เปลี่ยนแปลงค่าของ  g x  

4. ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายเกี่ยวกับข้อสังเกตที่ได้ในข้อ 2 และ 3 เพ่ือให้ได้ข้อสรุปว่า 

ส าหรับฟังก์ชัน   xg x b  เมื่อ 0 1b    

 เมื่อ x  เปลี่ยนจากน้อยไปมาก ค่าของ  g x  จะลดลง นั่นคือ g  เป็นฟังก์ชันลดบน

โดเมนของฟังก์ชันซึ่งก็คือเซตของจ านวนจริง 

 เมื่อ x  เป็นจ านวนจริงบวกและเพ่ิมขึ้น ค่าของ  g x  จะค่อย ๆ ลดลงจนเข้าใกล้ศูนย์ 

แต่ไม่เท่ากับศูนย์ 

 เมื่อ x  เป็นจ านวนจริงลบและลดลง ค่าของ  g x  จะเพ่ิมขึ้นอย่างรวดเร็วและไม่มีที่สิ้นสุด 
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5. ครูให้นักเรียนแต่ละคู่ปรับสไลเดอร์ a  จากน้อยไปมาก เพ่ือส ารวจกราฟของฟังก์ชัน 

  xg x b  เมื่อ 1
b

a
  แล้วพิจารณาว่า 

 เมื่อ a  เพ่ิมขึ้นหรือ b  ลดลง ลักษณะของกราฟ   xg x a  เปลี่ยนแปลงไปอย่างไร 

 กราฟตัดแกน Y  หรือไม่ ถ้าตัด จงหาจุดที่กราฟตัดแกน Y   

 กราฟตัดแกน X  หรือไม่ ถ้าตัด จงหาจุดที่กราฟตัดแกน X   ถ้าไม่ตัด จงหาเส้นก ากับ

แนวนอน 

6. ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายเกี่ยวกับข้อสังเกตที่ได้ในข้อ 5 เพ่ือให้ได้ข้อสรุปส าหรับกราฟ

ของฟังก์ชัน   xg x b  เมื่อ 0 1b   ดังนี้ 

 เมื่อ b  ลดลง และ 0x   กราฟจะเบนเข้าหาแกน Y  เมื่อ a  มีค่าน้อยลง 

 กราฟทั้งหมดตัดแกน Y  ที่จุด  0, 1 ซึ่งจากกิจกรรมส ารวจกราฟของฟังก์ชันเอกซ์

โพเนนเชียล (1) และ (2) สามารถสรุปได้ว่า ส าหรับกราฟของฟังก์ชัน , 0xy a a   

และ 0a   จะผ่านจุด  0,1  เสมอ ทั้งนี้เพราะ 0 1a   

 กราฟทั้งหมดไม่ตัดแกน X  โดยเส้นก ากับแนวนอน คือ เส้นตรง 0y   หรือแกน X  

 

เมื่อนักเรียนมีความเข้าใจเกี่ยวกับลักษณะกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลแล้ว ครูอาจให้

นักเรียนเชื่อมโยงกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลกับการเลื่อนกราฟซึ่งนักเรียนได้เรียนมาแล้ว

ในบทที่ 1 ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน โดยให้นักเรียนท ากิจกรรมส ารวจการเลื่อนกราฟของฟังก์ชัน

เอกซ์โพเนนเชียล ดังนี้ 
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กิจกรรม : ส ารวจการเลื่อนกราฟของฟังกช์ันเอกซ์โพเนนเชียล 

ขั้นตอนการปฏิบัติ 

1. ครูจับคู่นักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นให้นักเรียนเปิดเว็บไซต์  ipst.me/9047 

2. ครูให้นักเรียนคลิกที่รูปสี่เหลี่ยมหน้า show f  เพ่ือให้เครื่องหมาย  ปรากฏ จากนั้น

ปรับสไลเดอร์ c  พร้อมสังเกตว่ากราฟของ   2xg x c   เปลี่ยนแปลงไปอย่างไร เมื่อ

เทียบกับกราฟของ   2xf x    

3. ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายเกี่ยวกับข้อสังเกตที่ได้ในข้อ 2 เพ่ือให้ได้ข้อสรุปว่า 

 เมื่อ 0c   กราฟของ   2xg x c   เกิดจากการเลื่อนกราฟของ   2xf x   ขึ้น 

 เมื่อ 0c   กราฟของ   2xg x c   เกิดจากการเลื่อนกราฟของ   2xf x  ลง 

4. ครูให้นักเรียนก าหนดสไลเดอร์ c  เป็นค่าใดค่าหนึ่ง จากนั้นปรับสไลเดอร์ x  พร้อมสังเกต

ผลต่างของ  f x กับ  g x  เปลี่ยนแปลงไปอย่างไร เมื่อเทียบกับกราฟของ   2xf x   

โดยให้นักเรียนบันทึกลงในตารางต่อไปนี้ 

c  x  ค่าของ  g x  ค่าของ  f x  ผลต่างของ  f x  กับ   g x  

     

     

     

     

     

     

5. ครูและนักเรียนร่วมกันพิจารณาข้อสรุปในข้อ 3 และข้อสังเกตที่ได้ในข้อ 4 จากนั้นร่วมกัน

อภิปรายเพื่อให้ได้ข้อสรุปว่า 

 เมื่อ 0c   กราฟของ   2xg x c   เกิดจากการเลื่อนกราฟของ   2xf x   ขึ้น c  

หน่วย  
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 เมื่อ 0c   กราฟของ   2xg x c   เกิดจากการเลื่อนกราฟของ   2xf x   ลง   

c  หน่วย 

6. ครูให้นักเรียนคลิกที่รูปสี่เหลี่ยมหน้า show g  อีกครั้ง เพื่อซ่อนกราฟ 

7. ครูให้นักเรียนคลิกที่รูปสี่เหลี่ยมหน้า show h  เพ่ือให้เครื่องหมาย  ปรากฏ  แล้วปรับ 

สไลเดอร์ c  และ x  พร้อมทั้งสังเกตว่ากราฟของ   2x ch x   เปลี่ยนแปลงไปอย่างไร เมื่อ

เทียบกับกราฟของ   2xf x    

8. ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายเกี่ยวกับข้อสังเกตที่ได้ในข้อ 7 เพ่ือให้ได้ข้อสรุปว่า 

 เมื่อ 0c   กราฟของ   2x ch x   เกิดจากการเลื่อนกราฟของ   2xf x   ไป

ทางซ้าย c  หน่วย  

 เมื่อ 0c   กราฟของ   2x ch x   เกิดจากการเลื่อนกราฟของ   2xf x   ไป

ทางขวา  c  หน่วย 

 

สมการและอสมการเอกซ์โพเนนเชียล 

 

 
ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและสิ่งที่ควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

 ครูควรทบทวนเรื่องฟังก์ชัน 1 1  เนื่องจากเป็นพ้ืนฐานส าคัญที่น าไปใช้ในการแก้สมการ

เอกซ์โพเนนเชียลตามตัวอย่างท่ี 26 – 27 และ 30   

 ครูควรทบทวนเรื่องฟังก์ชันเพิ่มและฟังก์ชันลด เนื่องจากเป็นพ้ืนฐานส าคัญที่น าไปใช้ในการ

แก้อสมการเอกซ์โพเนนเชียลตามตัวอย่างท่ี 28 – 29 
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ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับแบบฝึกหัด 

แบบฝึกหัด 2.2 

  4. จงจับคู่ฟังก์ชันในแต่ละข้อต่อไปนี้กับกราฟในข้อ (ก) – (จ) 

แบบฝึกหัดนี้ไม่ได้เน้นเกี่ยวกับการเขียนกราฟแต่มีไว้เพ่ือตรวจสอบความเข้าใจของนักเรียน

เกี่ยวกับเชื่อมโยงกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลกับการเลื่อนกราฟ ซึ่งนักเรียนมีพ้ืนฐาน

เกี่ยวกับการเลื่อนกราฟมาแล้วจากที่ได้ศึกษาในเรื่องเทคนิคการเขียนกราฟโดยการเลื่อนกราฟ 

ในหนังสือเรียนรายวิชา เ พ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่  4 เล่ม 2 บทที่  1 

ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน 

 

ฟังก์ชันลอการิทึม 

 

 
ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและสิ่งที่ควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

 ครูควรทบทวนเรื่องฟังก์ชันผกผันก่อนแนะน าบทนิยามเกี่ยวกับฟังก์ชันลอการิทึม เพ่ือ

เชื่อมโยงฟังก์ชันลอการิทึมที่ก าลังจะเรียนกับฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลที่ได้เรียนมาแล้ว 

นอกจากนี้ครูอาจใช้เทคโนโลยีช่วยในการเขียนกราฟ เพ่ือเชื่อมโยงกราฟของฟังก์ชัน 

เอกซ์โพเนนเชียลกับกราฟของฟังก์ชันลอการิทึม   

 บทนิยามเกี่ยวกับฟังก์ชันลอการิทึมตามบทนิยาม 8 นั้น ก าหนดโดเมนของฟังก์ชันเป็น 
  นั่นคือ ในการเขียน log

a
x  นั้น 0x  เสมอ 
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สมการและอสมการลอการิทึม 

 

 
ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและสิ่งที่ควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

 ครูควรทบทวนเรื่องฟังก์ชัน 1 1  เนื่องจากเป็นพ้ืนฐานส าคัญที่น าไปใช้ร่วมกับสมบัติที่

ส าคัญของลอการิทึมตามทฤษฎีบท 7  ในการแก้สมการลอการิทึมตามตัวอย่างที่ 41 – 43   

 ในการแก้สมการลอการิทึม ครูควรเน้นย้ าให้นักเรียนตรวจสอบค าตอบที่ได้จากการ 

แก้สมการเสมอ เพ่ือตรวจสอบว่าค าตอบที่ได้อยู่ในโดเมนตามบทนิยามของฟังก์ชัน

ลอการิทึมหรือไม่ และตรวจสอบว่าค าตอบที่ได้ท าให้สมการที่ก าหนดให้เป็นจริงหรือไม่ 

 ตัวอย่างท่ี 43 

จงหาเซตค าตอบของสมการ    log 2 log 1 1x x     

การแก้สมการในตัวอย่างนี้ เมื่อได้ค่า x  จากการแก้สมการโดยใช้สมบัติของลอการิทึมแล้ว 

จะต้องน าค่าของ x  ที่ได้แทนใน  log 2x   และ  log 1x   เพ่ือพิจารณาว่าสอดคล้องกับ

บทนิยามของลอการิทึมหรือไม่ ส าหรับตัวอย่างนี้เมื่อแทน x  ด้วย 4   ลงใน  log 2x   

และ  log 1x   จะได้  log 2  และ  log 5  ตามล าดับ ซึ่งไม่สอดคล้องกับบทนิยามของ

ลอการิทึม ดังนั้น 4x    จึงไม่ใช่ค าตอบของสมการที่ก าหนด อย่างไรก็ตามในการตรวจสอบ

ดังกล่าวอาจไม่จ าเป็นต้องแทนค่า x  ที่ได้ในทุกลอการิทึมที่ปรากฏในสมการที่ก าหนดให้ แต่

เมื่อแทนในลอการิทึมใดลอการิทึมหนึ่งแล้วพบว่าตัวแปรที่อยู่ภายใต้ลอการิทึมนั้นน้อยกว่า 0  

สามารถสรุปได้ว่าค่าของ x  นั้นไม่ใช่ค าตอบของสมการ เช่น เมื่อแทน x  ด้วย 4   ลงใน 

 log 2x   แล้วได้  log 2  จะสรุปได้ว่า 4x    ไม่ใช่ค าตอบของสมการที่ก าหนดให้ โดย

ไม่จ าเป็นต้องแทน 4x    ลงใน  log 1x   
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 ครูควรทบทวนเรื่องฟังก์ชันเพ่ิมและฟังก์ชันลด เนื่องจากเป็นพ้ืนฐานส าคัญที่น าไปใช้

ร่วมกับสมบัติที่ส าคัญของลอการิทึมตามทฤษฎีบท 7  ในการแก้อสมการลอการิทึมตาม

ตัวอย่างที่ 44 และ 48   

 ในการแก้อสมการ ครูควรเน้นย้ านักเรียนเกี่ยวกับโดเมนของฟังก์ชันลอการิทึมซึ่งจะมีผลต่อ

เซตค าตอบของอสมการที่ได้ 

 ในการแก้อสมการลอการิทึม ครูควรเน้นย้ าให้นักเรียนตรวจสอบค าตอบที่ได้จากการ 

แก้อสมการเสมอ เพ่ือตรวจสอบว่าค าตอบที่ได้อยู่ในโดเมนตามบทนิยามของฟังก์ชัน

ลอการิทึมหรือไม่ และตรวจสอบว่าค าตอบที่ได้ท าให้อสมการที่ก าหนดให้เป็นจริงหรือไม่ 

 

การประยุกต์ของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม 

 

 
ประเด็นส าคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและสิ่งที่ควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

ในหัวข้อนี้ไม่ได้เน้นให้นักเรียนจ าสูตรเกี่ยวกับการเพ่ิมจ านวนประชากร ดอกเบี้ยทบต้น อัตรา

เงินเฟ้อ การเพ่ิมจ านวนแบคทีเรีย ปริมาณของสารกัมมันตรังสีที่ก าลังสลายตัว ระดับเสียง ระดับ

ความเป็นกรด – เบส ที่แสดงไว้ในหนังสือเรียน แต่หัวข้อนี้ให้ความส าคัญกับการใช้ความรู้เรื่อง

ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึมในการแก้ปัญหา ดังนั้นในการวัดผลประเมินผล 

ครูควรเน้นที่กระบวนการแก้ปัญหามากกว่าการให้นักเรียนท่องจ าสูตร โดยอาจระบุสูตรที่

จ าเป็นต้องใช้ในการแก้ปัญหาไว้ให้ 
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2.3 แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน 

 
กิจกรรม : ปัญหาพระราชา 

ตามต านานอินเดียโบราณ  Sissa Ben Dahir เป็นขุนนางของพระราชา Shirham  โดย Sissa 

ได้คิดค้นเกมท่ีใช้เล่นบนกระดาน ซึ่งเรียกว่า “หมากรุก” ขึ้น 

 

กระดานหมากรุก ขนาด 8 8   

พระราชาตัดสินใจที่จะให้รางวัล Sissa ส าหรับความทุ่มเทของเขา  พระราชาจึงได้ตรัสถาม 
Sissa ว่าต้องการสิ่งใดเป็นรางวัล  Sissa ได้คิดอย่างรอบคอบและขอสิ่งต่อไปนี้จากพระราชา 

 ขอข้าว 1 เมล็ด ส าหรับช่องที่ 1 ของกระดานหมากรุก 

 ขอข้าว 2 เมล็ด ส าหรับช่องที่ 2 ของกระดานหมากรุก 

 ขอข้าว 4 เมล็ด ส าหรับช่องที่ 3 ของกระดานหมากรุก 

 ขอข้าว 8 เมล็ด ส าหรับช่องที่ 4 ของกระดานหมากรุก 

 ขอข้าว 16 เมล็ด ส าหรับช่องที่ 5 ของกระดานหมากรุก 

และเพ่ิมเมล็ดข้าวในรูปแบบเดียวกันนี้ต่อไปเรื่อย ๆ จนครบทั้ง 64 ช่อง 

พระราชาทรงตรัสว่า นี่คือค าขอที่เล็กน้อยมาก และตกลงจะมอบรางวัลให้ตามที่ Sissa ขอ  
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ขั้นตอนการปฏิบัติ 

1. เติมจ านวนเมล็ดข้าวลงในตารางให้สมบูรณ์ 

กระดานหมากรุกช่องที่ จ านวนเมล็ดข้าว จ านวนเมล็ดข้าวสะสม 

1   

2   

3   

4   

5   

6   

7   

8   

9   

10   

2. ใช้ข้อมูลจากตารางในข้อ 1 เขียนฟังก์ชันแสดงจ านวนเมล็ดข้าวส าหรับกระดานหมากรุกช่องที่ n  

3. พระราชาต้องหาเมล็ดข้าวจ านวนเท่าใดส าหรับช่องกระดานช่องสุดท้ายของกระดานหมากรุก 

4. ใช้ข้อมูลจากตารางในข้อ 1 เขียนฟังก์ชันแสดงจ านวนเมล็ดข้าวสะสมช่องที่ 1 จนถึงช่องที่ n  

5. จ านวนเมล็ดข้าวที่ Sissa จะได้รับทั้งหมดเป็นเท่าใด 

6. ถ้าเมล็ดข้าว 1 เมล็ดหนัก 0.000008 กิโลกรัมโดยประมาณแล้ว จงหาน้ าหนักรวมของ

เมล็ดข้าวทั้งหมดที่ Sissa ขอจากพระราชา 

7. ถ้าในแต่ละปีมีผลผลิตข้าวในโลกรวมทั้งหมดประมาณ 580 ล้านตัน แล้วจะต้องใช้เวลา

อย่างน้อยกี่ปี จึงจะมีจ านวนเมล็ดข้าวครบตามที่ Sissa ขอพระราชา  

 (1 ตัน เท่ากับ 1,000 กิโลกรัม) 
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เฉลยกิจกรรม : ปัญหาพระราชา 

1.  

กระดานหมากรุกช่องที่ จ านวนเมล็ดข้าว จ านวนเมล็ดข้าวสะสม 

1 1 1 

2 2 3 

3 4 7 

4 8 15 

5 16 31 

6 32 63 

7 64 127 

8 128 255 

9 256 511 

10 512 1023 

2. 
1( ) 2nf n    (ค าตอบในข้อนี้ได้จากการสังเกต) 

3. 
632  หรือ 9,223,372,036,854,775,808 เมล็ด 

4. ( ) 2 1ng n     (ค าตอบในข้อนี้ได้จากการสังเกต) 

5. 
642 1  หรือ 18,446,744,073,709,551,615 เมล็ด 

6. 147,573,952,589,676 กิโลกรัม 

7. 254.4 ป ี
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แนวทางการจัดกิจกรรม : ปัญหาพระราชา 

เวลาในการจัดกิจกรรม  50  นาท ี

กิจกรรมนี้เสนอไว้ให้นักเรียนใช้ความรู้ เรื่อง ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล เพ่ือแก้ปัญหาใน

สถานการณ์ที่ก าหนดให้  โดยกิจกรรมนี้มีสื่อ/แหล่งการเรียนรู้  และขั้นตอนการด าเนิน

กิจกรรม ดังนี้ 

ส่ือ/แหล่งการเรียนรู้ 

1. ใบกิจกรรม “ปัญหาพระราชา”  

2. เครื่องค านวณ 

ขั้นตอนการด าเนินกิจกรรม 

1. ครูแบ่งกลุ่มนักเรียนแบบคละความสามารถ กลุ่มละ 3 – 4  คน 

2. ครูแจกใบกิจกรรมปัญหาพระราชาให้กับนักเรียนทุกคนแล้วให้นักเรียนศึกษาสถานการณ์

ปัญหา จากนั้นครูน าอภิปรายเกี่ยวกับสถานการณ์ปัญหาเพ่ือให้นักเรียนทุกคนเข้าใจตรงกัน  

3. ครูให้นักเรียนแต่ละกลุ่มช่วยกันตอบค าถามที่ปรากฏในขั้นตอนการปฏิบัติกิจกรรมข้อ 1 – 7  

ในใบกิจกรรม ให้ทันตามเวลาที่ก าหนด โดยให้นักเรียนใช้เครื่องค านวณตามความเหมาะสม 

ในระหว่างที่นักเรียนท ากิจกรรมครูควรเดินดูนักเรียนให้ทั่วถึงทุกกลุ่มและคอยชี้แนะ 

4. ครูสุ่มเลือกกลุ่มนักเรียนเพื่อตอบค าถาม และให้นักเรียนกลุ่มอ่ืน ๆ ร่วมกันอภิปรายเกี่ยวกับ

ค าตอบ รวมทั้งกระตุ้นให้นักเรียนให้เหตุผลประกอบค าตอบ  

5. ครูน านักเรียนอภิปรายเพ่ือน าไปสู่ข้อสรุปของกิจกรรมนี้เกี่ยวกับการเพ่ิมขึ้นอย่างทวีคูณ

ของเลขยกก าลัง 
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กิจกรรม : ซอมบี้บุก 

สมมติว่าเกิดเหตุการณ์ซอมบี้บุกโรงเรียน เริ่มจากซอมบี้ 5 ตัว บุกเข้ามาในโรงเรียน และ

ก าหนดให้ในแต่ละวัน ซอมบี้แต่ละตัวสามารถแพร่เชื้อให้กับผู้ที่ยังไม่ได้รับเชื้อจ านวน  

2 คน  โดยผู้ที่ได้รับเชื้อจะกลายเป็นซอมบี้ด้วย 

ขั้นตอนการปฏิบัติ 

1. จากสถานการณ์ข้างต้น นักเรียนคิดว่าจ านวนซอมบี้กับเวลามีความสัมพันธ์ลักษณะใด 

2. จากสถานการณ์ข้างต้น ให้นักเรียนเติมตารางด้านล่างให้สมบูรณ์  

วันที ่ จ านวนซอมบี้ (ตัว) 

0  

1  

2  

3  

4  

5  

6  

7  

8  

9  

10  
 

3. น าข้อมูลในข้อ 2 ไปเขียนกราฟโดยให้แกน X  แสดงเวลา (วัน) และแกน Y  แสดงจ านวน

ซอมบี้ (ตัว) 

4. ความสัมพันธ์ระหว่างเวลาและจ านวนซอมบี้มีกราฟเป็นลักษณะใด เพราะเหตุใด 
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5. เขียนฟังก์ชันแสดงความสัมพันธ์ระหว่างเวลาและจ านวนซอมบี้  

6. สมมติประเทศไทยมีจ านวนประชากร 69,000,000 คน คนทั้งประเทศจะกลายเป็นซอมบี้

ภายในเวลาเท่าใด 

7. สมมติจ านวนประชากรโลกมีทั้งหมด 7,570,000,000 คน คนทั้งโลกจะกลายเป็นซอมบี้

ภายในเวลาเท่าใด 

8. ถ้าตอนเริ่มต้นมีซอมบี้ 12 ตัว และซอมบี้เคลื่อนที่เร็ว ท าให้ซอมบี้แต่ละตัวสามารถแพร่เชื้อ

ให้กับผู้ที่ยังไม่ได้รับเชื้อจ านวน 5 คนต่อวัน  คนทั้งโลกจะกลายเป็นซอมบี้ภายในเวลาเท่าใด 

9. ถ้าให้นักเรียนเลือกระหว่างสถานการณ์ที่มีจ านวนซอมบี้เริ่มต้นมาก ๆ โดยซอมบี้แต่ละตัว

เคลื่อนที่ช้า ท าให้แต่ละวันแพร่เชื้อได้จ านวนไม่มาก กับสถานการณ์ที่มีจ านวนซอมบี้

เริ่มต้นน้อย แต่ซอมบี้แต่ละตัวเคลื่อนที่เร็ว ท าให้แต่ละวันแพร่เชื้อได้จ านวนมาก นักเรียน

จะเลือกสถานการณ์ใด เพราะเหตุใด 

10. สมมติว่าสามารถกักบริเวณท าให้ซอมบี้หยุดการแพร่เชื้อได้ ในขณะที่ซอมบี้มีจ านวน 

7,500,000,000 ตัว และมีกลุ่มนักวิทยาศาสตร์คิดค้นสารที่ท าให้ซอมบี้กลับมาเป็นคนได้เมื่อ

พ่นสารลงไปบนตัวซอมบี้ โดยสารนี้ได้ผล 20% นั่นคือ ซอมบี้ที่ได้รับสารนี้ 100 ตัว  

จะกลับมาเป็นคนได้ 20 คน ถ้าพ่นสารให้ซอมบี้หนึ่งครั้งต่อวัน ในเวลา 10 วัน จะมีซอมบี้

เหลือเทา่ใด ให้นักเรียนเติมตารางด้านล่างให้สมบูรณ ์
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วันที ่ จ านวนซอมบี้ (ตัว) 

0 7,500,000,000 

1  

2  

3  

4  

5  

6  

7  

8  

9  

10  
 

11. น าข้อมูลในข้อ 10 ไปเขียนกราฟ โดยให้แกน X  แสดงรอบของการพ่นสาร (วัน) และแกน 

Y  แสดงจ านวนซอมบี้ที่เหลือ (ตัว) 

12. ความสัมพันธ์ระหว่างเวลาและจ านวนซอมบี้ที่เหลือมีกราฟเป็นลักษณะใด เพราะเหตุใด 

13. เขียนฟังก์ชันแสดงความสัมพันธ์ระหว่างเวลาและจ านวนซอมบี้ที่เหลือ 

14. ถ้าให้พ่นสารเช่นนี้ต่อไปเรื่อย ๆ ซอมบี้ทั้งหมดจะกลับไปเป็นคนภายในเวลากี่วัน 

15. จากฟังก์ชันแสดงการเพ่ิมขึ้นและการลดลงของจ านวนซอมบี้ นักเรียนคิดว่ามีอะไรที่เหมือนกัน

และอะไรที่ต่างกัน 
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เฉลยกิจกรรม : ซอมบี้บุก 

1. จ านวนซอมบี้ (y ตัว) กับเวลา (x วัน)  สัมพันธ์กันแบบฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล   

 หมายเหตุ  ในขั้นตอนนี้นักเรียนอาจยังไม่ได้ค าตอบที่ถูกต้อง 

2. 

วันที ่ จ านวนซอมบี้ (ตัว) 

0 5 

1 15 

2 45 

3 135 

4 405 

5 1,215 

6 3,645 

7 10,935 

8 32,805 

9 98,415 

10 295,245 
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3. 

 

4. กราฟที่ได้เป็นส่วนหนึ่งของกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล  เนื่องจากเมื่อ  x  เพ่ิมขึ้น  y   

จะเป็นสามเท่าของจ านวนก่อนหน้า แต่โดเมนของความสัมพันธ์เป็น  0  

5.  5 3xy   โดยที่ x แทนเวลา (วัน) และ y แทนจ านวนซอมบี้ (ตัว) 

6. ใช้เทคโนโลยีช่วยในการค านวณหาค่า x ที่ท าให้  5 3 69,000,000x   จะได้ 15x    

ดังนั้น คนทั้งประเทศจะติดเชื้อซอมบี้ภายในเวลา 15 วัน 

7. ใช้เทคโนโลยีช่วยในการค านวณหาค่า x ที่ท าให้  5 3 7,570,000,000x   จะได้ 20x   

ดังนั้น คนทั้งโลกจะติดเชื้อซอมบี้ภายในเวลา 20 วัน 

8. ใช้เทคโนโลยีช่วยในการค านวณหาค่า x ที่ท าให้  12 6 7,570,000,000x   จะได้ 12x   

ดังนั้น คนทั้งโลกจะติดเชื้อซอมบี้ภายในเวลา 12 วัน   
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9. นักเรียนอาจจะเลือกสถานการณ์ใดก็ได้ แต่ไม่ว่านักเรียนจะเลือกสถานการณ์ใด นักเรียน

 ควรให้เหตุผลได้ว่า ซอมบี้ในสถานการณ์แรกจะแพร่เชื้อได้ช้ากว่าในสถานการณ์ที่สอง  

 โดยฟังก์ชันแสดงความสัมพันธ์ระหว่างเวลาและจ านวนซอมบี้จะอยู่ในรูป  1
x

y a b   

 เมื่อ a  เป็นจ านวนซอมบี้เริ่มต้น และ b  เป็นจ านวนคนที่ซอมบี้แพร่เชื้อให้ต่อวัน   

 ดังนั้น ยิ่ง b มาก ซอมบี้ก็จะยิ่งเพ่ิมจ านวนได้เร็วมากขึ้น 

10. 

วันที ่ จ านวนซอมบีท้ี่เหลือ (ตัว) 

0 7,500,000,000 

1 6,000,000,000 

2 4,800,000,000 

3 3,840,000,000 

4 3,072,000,000 

5 2,457,600,000 

6 1,966,080,000 

7 1,572,864,000 

8 1,258,291,200 

9 1,006,632,960 

10 805,306,368 

11. กราฟที่ได้มีลักษณะใกล้เคียงกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลที่เป็นฟังก์ชันลด เนื่องจากใน

ช่วงแรกจ านวนซอมบี้ลดลงอย่างรวดเร็ว จากนั้นจึงค่อย ๆ ลดลง จนเข้าใกล้ศูนย์ ดังรูป 

 

  



     

     

     

 บทท่ี 2 | ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม   
 

140 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

 

12.กราฟที่ได้มีลักษณะใกล้เคียงกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลที่เป็นฟังก์ชันลด 

เนื่องจากในช่วงแรกจ านวนซอมบี้ลดลงอย่างรวดเรว็ จากนั้นจึงค่อย ๆ ลดลง จนเข้าใกล้ศูนย์ 

13.  7,570,000,000 0.8xy   โดยที่ x แทนเวลา (วัน) และ  y  แทนจ านวนซอมบี้ที่เหลือ (ตัว)   

14. ถ้าซอมบี้ทั้งหมดกลับไปเป็นคน แสดงว่าไม่เหลือซอมบี้เลย 

 นั่นคือ  7,570,000,000 0.8 0x   ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 

 ดังนั้นจึงเป็นไปไม่ได้ที่ซอมบี้จะสามารถกลับไปเป็นคนได้ทั้งหมด 

15. ฟังก์ชันแสดงการเพ่ิมข้ึนและการลดลงของจ านวนซอมบี้ต่างเป็นฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล 

ซึ่งอยู่ในรูป  xy a b   โดย a  คือ จ านวนของซอมบี้ตอนเริ่มต้นแต่ละสถานการณ์ 

ฟังก์ชันทั้งสองต่างกันที่ฐานของเลขยกก าลัง โดยฟังก์ชันแสดงการเพ่ิมขึ้นของจ านวนซอมบี้

เป็นฟังก์ชันเพ่ิม เนื่องจากฐานของเลขยกก าลังมากกว่า 1  1b   และฟังก์ชันแสดงการ

ลดลงของจ านวนซอมบี้เป็นฟังก์ชันลด เนื่องจากฐานของเลขยกก าลังน้อยกว่า 1  1b   

 

จ านวนซอมบีท้ี่เหลือ (ล้านตัว) 
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ข้อเสนอแนะ  ครูอาจเพ่ิมเติมว่า จ านวนซอมบี้อาจเปรียบได้กับการแพร่กระจายของโรคระบาด

คือมีการเพ่ิมในลักษณะของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลที่เป็นฟังก์ชันเพ่ิม กล่าวคือ อยู่ในรูป 
xy ab  โดยที่ 1b    ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลจึงเป็นตัวแบบทางคณิตศาสตร์ที่ส าคัญ  

ซึ่งสามารถใช้คาดการณ์การระบาดหรือการเพ่ิมจ านวนของสิ่งมีชีวิต 

 

 

แนวทางการจัดกิจกรรม : ซอมบี้บุก 

เวลาในการจัดกิจกรรม  100  นาท ี

กิจกรรมนี้เสนอไว้ให้นักเรียนใช้ความรู้ เรื่อง ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล เพ่ือแก้ปัญหาใน

สถานการณ์ที่ก าหนดให้  โดยกิจกรรมนี้มีสื่อ/แหล่งการเรียนรู้  และขั้นตอนการด าเนิน

กิจกรรม ดังนี้ 

ส่ือ/แหล่งการเรียนรู้ 

1. ใบกิจกรรม “ซอมบี้บุก”  

2. หนังยางรัดของขนาดเส้นผ่านศูนย์กลาง 2 – 3 นิ้ว  จ านวนเท่ากับจ านวนนักเรียนในห้อง 

ขั้นตอนการด าเนินกิจกรรม 

1. ครูแจกใบกิจกรรม “ซอมบี้บุก” จากนั้นให้นักเรียนอ่านสถานการณ์ที่ก าหนดในใบกิจกรรม

ให้เข้าใจ แล้วให้นักเรียนตอบค าถามที่ปรากฏในขั้นตอนการปฏิบัติข้อ 1 โดยไม่ค านึงถึง

ความถูกต้องของค าตอบ 

2. ครูขออาสาสมัครจ านวน 5 คน และก าหนดให้นักเรียนกลุ่มนี้เป็นซอมบี้ตามสถานการณ์

เริ่มต้น โดยนักเรียนกลุ่มนี้จะมีหนังยางใส่ไว้ที่ข้อมือคนละ 1 เส้น ซึ่งสมมติให้หนังยางเป็น

สัญลักษณ์แสดงการเป็นซอมบี้  
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3. ครูอธิบายเพ่ิมเติมว่าวันนี้เป็นวันแรกที่พบซอมบี้ติดเชื้อ ดังนั้นจึงก าหนดให้วันนี้เป็นวันที่ 0 

ซึ่งมีซอมบี้จ านวน 5 ตัว  

4. ครูให้สัญญาณว่าเป็นวันที่ 1 และให้นักเรียนที่เป็นซอมบี้น าหนังยางไปใส่ไว้ที่ข้อมือของ

เพ่ือนตามเงื่อนไขในสถานการณ ์

5. ครูถามนักเรียนว่าในขณะนี้มีซอมบี้ในห้องทั้งหมดกี่ตัว จากนั้นครูให้นักเรียนเติมจ านวน

ซอมบี้ของวันที่ 1 ลงในตารางที่ปรากฏในขั้นตอนการปฏิบัติกิจกรรมข้อ 2 

6. ครูและนักเรียนท าซ้ าข้อ 4 และ 5 จนกระทั่งถึงวันที่ 2 หรือ 3 ขึ้นกับจ านวนนักเรียนในห้อง 

7. ครูให้นักเรียนเติมข้อมูลลงในตารางที่ปรากฏในขั้นตอนการปฏิบัติกิจกรรมข้อ 2  

ให้สมบูรณ์  จากนั้นครูและนักเรียนร่วมกันตรวจสอบค าตอบ 

8. ครูแบ่งกลุ่มนักเรียนแบบคละความสามารถ กลุ่มละ 3 – 4 คน และให้นักเรียนแต่ละกลุ่ม

ร่วมกันตอบค าถามที่ปรากฏในขั้นตอนการปฏิบัติกิจกรรมข้อ 3 – 15 ในใบกิจกรรม โดยให้

นักเรียนแต่ละกลุ่มตอบค าถามและร่วมกันตรวจสอบค าตอบทีละข้อ โดยครูต้องค านึงถึง

ประเด็นส าคัญต่อไปนี้  

 ในการตอบค าถามข้อ 5 ที่ปรากฏในใบกิจกรรม ครูควรส่งเสริมให้นักเรียนเขียนข้อมูล

ในตารางที่ปรากฏในขั้นตอนการปฏิบัติกิจกรรมข้อ 2 เป็นแบบรูป เช่น  

วันที ่ จ านวนซอมบี้ (ตัว) 

0 5 

1    5 5 2 5 3    

2    215 15 2 5 3   

3    345 45 2 5 3    

ซึ่งจะท าให้นักเรียนเข้าใจว่าค าตอบที่ได้คือ   5 3xy   เชื่อมโยงกับสถานการณ์ 

ที่ก าหนดให้อย่างไร  
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 ในการหาฟังก์ชันที่ใช้เพ่ือตอบค าถามข้อ 8 ที่ปรากฏในใบกิจกรรม ให้นักเรียนใช้

แนวคิดเดียวกับการตอบค าถามข้อ 5 ที่ปรากฏในใบกิจกรรม 

 ในการตอบค าถามข้อ 9 ที่ปรากฏในใบกิจกรรม ครูควรพิจารณาความสมเหตุสมผล

ของค าตอบ เช่น นักเรียนที่ต้องการให้จ านวนซอมบี้เพ่ิมขึ้นอย่างรวดเร็ ว ควรเลือก

สถานการณ์ที่มีจ านวนซอมบี้เริ่มต้นน้อย แต่ซอมบี้แต่ละตัวเคลื่อนที่เร็ว ท าให้แต่ละ

วันแพร่เชื้อได้จ านวนมาก  

หมายเหตุ  ครูควรส่งเสริมให้นักเรียนใช้เทคโนโลยีช่วยในการเขียนกราฟและการค านวณ 

 

 
กิจกรรม : ส ารวจการลดอุณหภูมิของน้ าร้อน 

อุปกรณ์ 

1. แก้วบรรจุน้ าร้อนปริมาตรประมาณ 20 มิลลิลิตร 

2. เทอร์มอมิเตอร์ 

3. นาฬิกาจับเวลา (หน่วยเป็นวินาที) 

ขั้นตอนการปฏิบัติ 

1. บันทึกอุณหภูมิห้องที่อ่านได้จากเทอร์มอมิเตอร์ 

2. น าเทอร์มอมิเตอร์จุ่มลงในแก้วบรรจุน้ าร้อนที่มีอุณหภูมิไม่ต่ ากว่า 60 องศาเซลเซียส 

3. เมื่อระดับของเหลวของเทอร์มอมิเตอร์หยุดนิ่ง ให้เริ่มจับเวลา และอ่านอุณหภูมิ 

4. บันทึกอุณหภูมิที่อ่านได้จากเทอร์มอมิเตอร์ทุก ๆ 30 วินาที 
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วินาทีที ่

 x   
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 

อุณหภูมิ 

 y   

           

 

วินาทีที ่

 x   
330 360 390 420 450 480 510 540 570 600 630 

อุณหภูมิ 

 y   

           

 

วินาทีที ่

 x   
660 690 720 750 780 810 840 870 900 930 960 

อุณหภูมิ 

 y   

           

 

วินาทีที ่

 x   
990 1,020 1,050 1,080 1,110 1,140 1,170 1,200 

อุณหภูมิ 

 y   

        

 

5. น าข้อมูลที่บันทึกในข้อ 4 ไปเขียนกราฟ โดยให้แกน X  แสดงเวลา และแกน Y  แสดง

อุณหภูมิของน้ า 

 



      

   

   

 บทท่ี 2 | ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม  

 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4 เล่ม 2 145 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

6. จากกราฟท่ีได้ในข้อ 5 

 6.1 เมื่อเวลาผ่านไป อุณหภูมิของน้ ามีค่าเข้าใกล้ค่าใด เพราะเหตุใด 

 6.2 ความสัมพันธ์ระหว่างเวลาและอุณหภูมิของน้ ามีกราฟเป็นลักษณะใด เพราะเหตุใด 

7. จากข้อ 6 สมมติว่าสมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างเวลาและอุณหภูมิของน้ า คือ 
xy k ab    โดยที่ k  แทนอุณหภูมิห้อง และ ,a b  เป็นค่าคงตัว ซึ่งหาได้โดยการท าตาม

ขั้นตอนต่อไปนี้ 

 7.1 เขียนกราฟของความสัมพันธ์ระหว่างเวลา  x  และ  log y k   

7.2 กราฟที่ได้ในข้อ 7.1 ใกล้เคียงกับกราฟเชิงเส้น เพราะเหตุใด หาสมการแสดงความสัมพันธ์นี้ 

7.3 จากสมการแสดงความสัมพันธ์ที่ได้ในข้อ 7.2  หาค่า a  และ b   และหาสมการแสดง

ความสัมพันธ์ระหว่างเวลาและอุณหภูมิของน้ า 

7.4 เขียนกราฟของสมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างเวลาและอุณหภูมิของน้ าที่ได้ในข้อ 

7.3 ลงในกราฟข้อ 5 เพ่ือเปรียบเทียบว่ากราฟของสมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่าง

เวลาและอุณหภูมิของน้ าที่ได้ใกล้เคียงกับข้อมูลที่ได้จากการทดลองหรือไม่ 

 

 

เฉลยกิจกรรม : ส ารวจการลดอุณหภูมิของน้ าร้อน 

1. อุณหภูมิห้องที่บันทึกได้คือ 29 องศาเซลเซียส  

หมายเหตุ  ค าตอบขึ้นอยู่กับอุณหภูมิห้องในขณะที่ผู้เรียนท าการทดลอง 

2. –   

3. – 
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4.  

วินาทีที ่

 x   
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 

อุณหภูมิ 

 y   
60 58.5 57.2 56 54.9 53.5 52.5 51.5 50.5 50 49 

 

วินาทีที ่

 x   
330 360 390 420 450 480 510 540 570 600 630 

อุณหภูมิ 

 y   
48.2 47.5 46.9 46 45.5 45 44.4 44 43.3 43 42.3 

 

วินาทีที ่

 x   
660 690 720 750 780 810 840 870 900 930 960 

อุณหภูมิ 

 y   
42 41.3 41 40.8 40.2 40 39.5 39.1 38.9 38.5 38.2 

 

วินาทีที ่

 x   
990 1,020 1,050 1,080 1,110 1,140 1,170 1,200 

อุณหภูมิ 

 y   
38 37.8 37.5 37.2 36.9 36.6 36.3 36 

หมายเหตุ  ค าตอบขึ้นอยู่กับการทดลองของนักเรียน 
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5.  

 
 

6. 6.1 เข้าใกล้อุณหภูมิห้อง เนื่องจากน้ าจะถ่ายโอนความร้อน จนกระท่ังมีอุณหภูมิเท่ากับ 

  สิ่งแวดล้อม  

 6.2 กราฟที่ได้มีลักษณะใกล้เคียงกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลที่เป็นฟังก์ชันลด 

เนื่องจากในช่วงแรกอุณหภูมิลดลงอย่างรวดเร็ว จากนั้นจึงค่อย ๆ ลดลง จนเข้าใกล้

อุณหภูมิห้อง 

 
  

 

 

 

 

 

 (อุณหภูมิ: องศาเซลเซียส) 

 (เวลา: วินาท)ี 
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7. 7.1 

 

7.2 จากสมการ   xy k ab  จะได้  log log logy k a x b     

  ดังนั้น ความสัมพันธ์ระหว่าง x และ  log y k  จึงมีแนวโน้มเป็นความสัมพันธ์เชิงเส้น 

โดยสมการแสดงความสัมพันธ์ประมาณด้วย spreadsheet ได้เป็น  

 log 0.0005 1.4642y k x     

หมายเหตุ  จากข้อ 7.1 จะได้แผนภาพการกระจายของข้อมูล  จากนั้นหารูปแบบของ

ความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันของข้อมูลว่าควรอยู่ในรูปแบบใด  ซึ่งเมื่อพิจารณาจากแผนภาพ

การกระจายของข้อมูลแล้ว พบว่าควรจะประมาณด้วยเส้นตรง  ซึ่งจะได้สมการอยู่ในรูป 

y mx c   และจากเครื่องมือใน spreadsheet จะได้ 0.0005m    และ 1.4642c     

จึงได้  log 0.0005 1.4642y k x     
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7.3 จากสมการแสดงความสัมพันธ์ที่ได้ในข้อ 7.2  คือ  log 0.0005 1.4642y k x     

จะได้ log 1.4642a   และ log 0.0005b    นั่นคือ 1.464210a   ซึ่งมีค่าประมาณ 

29.1206 และ 0.000510b   ซึ่งมีค่าประมาณ 0.9988 และจากข้อ 1 บันทึก

อุณหภูมิห้องได้เป็น 29 องศาเซลเซียส ดังนั้น สมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างเวลา

และอุณหภูมิของน้ าคือ  29 29.1206(0.9988)xy    

หมายเหตุ  เมื่อแทนข้อมูลจากตารางในข้อ 4 ลงในสมการ 29 29.1206(0.9988)xy    จะได้ว่า 

บางข้อมูลอาจท าให้สมการเป็นเท็จ  เช่น เมื่อแทน x  และ y  ด้วย 0  และ 60 ตามล าดับ จะได้ 
060 29 29.1206(0.9988)   ซึ่งเป็นเท็จ  เนื่องจากสมการ 29 29.1206(0.9988)xy    หา

ได้จากสมการ  log 0.0005 1.4642y k x     ซ่ึงได้จากการประมาณด้วย spreadsheet 

 

 

แนวทางการจัดกิจกรรม : ส ารวจการลดอุณหภูมิของน้ าร้อน 

เวลาในการจัดกิจกรรม  50  นาท ี

กิจกรรมนี้เสนอไว้ให้นักเรียนเชื่อมโยงและใช้ความรู้ เรื่อง ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและ

ฟังก์ชันลอการิทึม เพื่อแก้ปัญหาในสถานการณ์เก่ียวกับการถ่ายโอนความร้อน  โดยกิจกรรมนี้

มีสื่อ/แหล่งการเรียนรู้  และขั้นตอนการด าเนินกิจกรรม ดังนี้ 

สื่อ/แหล่งการเรียนรู้ 

1. ใบกิจกรรม “ส ารวจการลดอุณหภูมิของน้ าร้อน”  

2. ใบความรู้เรื่องการถ่ายโอนความร้อน   
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ขั้นตอนการด าเนินกิจกรรม 

1. ครูแบ่งกลุ่มนักเรียนแบบคละความสามารถกลุ่มละ 3 – 4 คน 

2. ครูแจกใบกิจกรรม “ส ารวจการลดอุณหภูมิของน้ าร้อน”  ให้กับนักเรียนทุกคน แล้วให้นักเรียน

ศึกษาข้ันตอนการปฏิบัติกิจกรรมข้อ 1 – 4  ในใบกิจกรรม 

3. ครูให้นักเรียนลงมือท ากิจกรรมตามขั้นตอนการปฏิบัติกิจกรรมข้อ 1 – 4  ในใบกิจกรรม  โดย

ในระหว่างที่นักเรียนท ากิจกรรมครูควรเดินดูนักเรียนให้ทั่วถึงทุกกลุ่ม และคอยชี้แนะเมื่อ

นักเรียนพบปัญหา  

4. เมื่อนักเรียนทุกกลุ่มปฏิบัติตามขั้นตอนการปฏิบัติกิจกรรมข้อ 1 – 4  ในใบกิจกรรมเรียบร้อย

แล้ว  ครูให้นักเรียนลงมือเขียนกราฟตามขั้นตอนการปฏิบัติกิจกรรมข้อ 5  ในใบกิจกรรม  

โดยครูควรส่งเสริมให้นักเรียนใช้เทคโนโลยีในการเขียนกราฟ  ทั้งนี้ผลการทดลองของนักเรียน

แต่ละกลุ่มอาจแตกต่างกัน แต่แนวโน้มของกราฟควรเป็นไปในทิศทางเดียวกัน 

5. ในขั้นตอนการปฏิบัติกิจกรรมข้อ 6  ในใบกิจกรรม  ครูควรให้นักเรียนทบทวนความรู้เรื่อง

การถ่ายโอนความร้อนจากใบความรู้ จากนั้นจึงให้นักเรียนตอบค าถามที่ปรากฏในขั้นตอน

การปฏิบัติข้อ 6  ในใบกิจกรรม 

6. ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายเกี่ยวกับค าตอบของค าถามที่ปรากฏในขั้นตอนการปฏิบัติ

กิจกรรมข้อ 6 ในใบกิจกรรม  โดยมีประเด็นส าคัญดังนี้ 

 ในการตอบค าถามที่ปรากฏในขั้นตอนการปฏิบัติกิจกรรมข้อ 6.1 ในใบกิจกรรม  นักเรียนควร

เชื่อมโยงค าตอบที่ได้กับข้อเท็จจริงของการถ่ายโอนความร้อน  

 ในการตอบค าถามที่ปรากฏในขั้นตอนการปฏิบัติกิจกรรมข้อ 6.2  ในใบกิจกรรม นักเรียน

ควรตั้งข้อสังเกตได้ว่าแนวโน้มของข้อมูลนั้นแสดงได้โดยใช้ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลที่

เป็นฟังก์ชันลด  ครูควรสนับสนุนให้นักเรียนให้เหตุผลประกอบค าตอบ 
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7. ครูให้นักเรียนปฏิบัติและตอบค าถามที่ปรากฏในขั้นตอนการปฏิบัติกิจกรรมข้อ 7  ใน 

ใบกิจกรรม  โดยครูควรส่งเสริมให้นักเรียนใช้เทคโนโลยีในการเขียนกราฟในขั้นตอนการ

ปฏิบัติกิจกรรมข้อ 7.1  ในใบกิจกรรม 

8. ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายค าตอบของค าถามที่ปรากฏในขั้นตอนการปฏิบัติกิจกรรม

ข้อ 7  ในใบกิจกรรม  รวมถึงอภิปรายว่าเพราะเหตุใดกิจกรรมนี้จึงสนใจสมการแสดง

ความสัมพันธ์ระหว่าง x  และ  log y k  

 

2.4 การวัดผลประเมินผลระหว่างเรียน 

การวัดผลระหว่างเรียนเป็นการวัดผลการเรียนรู้เพ่ือปรับปรุงและพัฒนาการเรียนการสอน และ

ตรวจสอบนักเรียนแต่ละคนว่ามีความรู้ความเข้าใจในเรื่องที่ครูสอนมากน้อยเพียงใด  การให้

นักเรียนท าแบบฝึกหัดเป็นแนวทางหนึ่งที่ครูอาจใช้เพ่ือประเมินผลด้านความรู้ระหว่างเรียนของ

นักเรียน  ซึ่งหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2  ได้น าเสนอ

แบบฝึกหัดที่ครอบคลุมเนื้อหาที่ส าคัญของแต่ละบทไว้  ส าหรับในบทที่ 2 ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล

และฟังก์ชันลอการิทึม ครูอาจใช้แบบฝึกหัดเพื่อวัดผลประเมินผลความรู้ในแต่ละเนื้อหาได้ดังนี้ 
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เนื้อหา แบบฝึกหัด 

เลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนเต็ม และทฤษฎีบท

เกี่ยวกับเลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนเต็ม 

  2.1กก ข้อ 1, 2 

รากที่สองของจ านวนจริง  รากที่ n  ของจ านวนจริง  สมบัติ

ของรากท่ี n  ของจ านวนจริง  และการหาผลบวกและผลต่าง

ของจ านวนจริงในรูปกรณฑ์ 

  2.1กก ข้อ 3 – 5  

เลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนตรรกยะ และทฤษฎีบท

เกี่ยวกับเลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็นจ านวนตรรกยะ 

2.1ข ข้อ 1, 2 

การบวก ลบ คูณ และหารเลขยกก าลังที่มีเลขชี้ก าลังเป็น

จ านวนตรรกยะ 

2.1ข ข้อ 3 – 7 

การแก้สมการที่มีเครื่องหมายกรณฑ์ 2.1ข ข้อ 8, 9 

ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล 2.2 ข้อ 1 – 4  

ค่าของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล 2.2  ข้อ 5 

สมการและอสมการเอกซ์โพเนนเชียล 2.2 ข้อ 6 – 9  

ฟังก์ชันลอการิทึมและกราฟของฟังก์ชันลอการิทึม 2.3 ข้อ 1, 2, 4, 5  

ทฤษฎีบทเกี่ยวกับลอการิทึม 2.3 ข้อ 3, 6 

การหาค่าลอการิทึม 2.4 ข้อ 1 

แอนติลอการิทึม 2.4 ข้อ 2 
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เนื้อหา แบบฝึกหัด 

การเปลี่ยนฐานของลอการิทึม 2.5 ข้อ 1 – 4  

สมการลอการิทึม 2.6 ข้อ 1 – 5  

อสมการลอการิทึม 2.6 ข้อ 6 

การประยุกต์ของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม 2.7 ข้อ 1 – 8  

 

2.5 การวิเคราะห์แบบฝึกหัดท้ายบท 

หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4 เล่ม 2 มีจุดมุ่งหมายว่าเมื่อ

นักเรียนได้เรียนจบบทที่ 2 ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม แล้วนักเรียนสามารถ 

1. ใช้สมบัติของจ านวนจริงในรูปกรณฑ์และจ านวนจริงในรูปเลขยกก าลังในการแก้ปัญหา 

2. บอกความสัมพันธ์ระหว่างฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม 

 3. อธิบายลักษณะของกราฟของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม 

 4. แก้สมการและอสมการเอกซ์โพเนนเชียล 

 5. แก้สมการและอสมการลอการิทึม 

 6. ใช้ความรู้เกี่ยวกับฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึมในการแก้ปัญหา 

ซึ่งหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4 เล่ม 2  ได้น าเสนอแบบฝึกหัด

ท้ายบทที่ประกอบด้วยโจทย์เพื่อตรวจสอบความรู้หลังเรียน ซึ่งมีวัตถุประสงค์เพ่ือวัดความรู้ความ

เข้าใจของนักเรียนตามจุดมุ่งหมาย  นอกจากนี้ประกอบด้วยโจทย์ฝึกทักษะที่มีความน่าสนใจและ

โจทย์ท้าทาย  ครูอาจเลือกใช้แบบฝึกหัดท้ายบทวัดความรู้ความเข้าใจของนักเรียนตามจุดมุ่งหมาย

ของบทเพ่ือตรวจสอบว่านักเรียนมีความสามารถตามจุดมุ่งหมายเมื่อเรียนจบบทเรียนหรือไม่  
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ทั้งนี้ แบบฝึกหัดท้ายบทแต่ละข้อในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  

เล่ม 2 บทที่ 2 ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม  สอดคล้องกับจุดมุ่งหมายของ

บทเรียน ดังนี้ 

ข้อ 
ข้อ 

ย่อย 

จุดมุ่งหมาย 

ใช้สมบัติของ
จ านวนจรงิ
ในรูปกรณฑ์
และจ านวนจรงิ 

ในรูป 
เลขยกก าลัง

ในการ
แก้ปัญหา 

บอก
ความสัมพันธ์

ระหว่าง
ฟังก์ชัน 

เอกซ์โพเนนเชยีล
และฟังก์ชัน
ลอการิทึม 

อธิบาย
ลักษณะของ
กราฟของ
ฟังก์ชัน 

เอกซ์โพเนนเชยีล
และฟังก์ชัน
ลอการิทึม 

แก้สมการ 
และอสมการ 
เอกซ์โพเนนเชยีล 

แก้สมการ
และอสมการ
ลอการิทึม 

ใช้ความรู้

เกี่ยวกับ

ฟังก์ชัน 

เอกซ์โพเนนเชยีล

และฟังก์ชัน

ลอการิทึมใน

การแก้ปัญหา 

1. 1)       

 2)       

 3)       

 4)       

 5)       

 6)       

 7)       

 8)       

 9)       

 10)       

 11)       

 12)       
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ข้อ 
ข้อ 

ย่อย 

จุดมุ่งหมาย 

ใช้สมบัติของ
จ านวนจรงิ
ในรูปกรณฑ์
และจ านวนจรงิ 

ในรูป 
เลขยกก าลัง

ในการ
แก้ปัญหา 

บอก
ความสัมพันธ์

ระหว่าง
ฟังก์ชัน 

เอกซ์โพเนนเชยีล
และฟังก์ชัน
ลอการิทึม 

อธิบาย
ลักษณะของ
กราฟของ
ฟังก์ชัน 

เอกซ์โพเนนเชยีล
และฟังก์ชัน
ลอการิทึม 

แก้สมการ 
และอสมการ 
เอกซ์โพเนนเชยีล 

แก้สมการ
และอสมการ
ลอการิทึม 

ใช้ความรู้

เกี่ยวกับ

ฟังก์ชัน 

เอกซ์โพเนนเชยีล

และฟังก์ชัน

ลอการิทึมใน

การแก้ปัญหา 

 13)       

 14)       

2. 1)       

 2)       

 3)       

 4)       

3.        

4. 1)       

 2)       

 3)       

5. 1)       

 2)       

 3)       

6. ก       

 ข       

 ค       
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ข้อ 
ข้อ 

ย่อย 

จุดมุ่งหมาย 

ใช้สมบัติของ
จ านวนจรงิ
ในรูปกรณฑ์
และจ านวนจรงิ 

ในรูป 
เลขยกก าลัง

ในการ
แก้ปัญหา 

บอก
ความสัมพันธ์

ระหว่าง
ฟังก์ชัน 

เอกซ์โพเนนเชยีล
และฟังก์ชัน
ลอการิทึม 

อธิบาย
ลักษณะของ
กราฟของ
ฟังก์ชัน 

เอกซ์โพเนนเชยีล
และฟังก์ชัน
ลอการิทึม 

แก้สมการ 
และอสมการ 
เอกซ์โพเนนเชยีล 

แก้สมการ
และอสมการ
ลอการิทึม 

ใช้ความรู้

เกี่ยวกับ

ฟังก์ชัน 

เอกซ์โพเนนเชยีล

และฟังก์ชัน

ลอการิทึมใน

การแก้ปัญหา 

 ง       

 จ       

 ฉ       

7. 1)       

 2)       

 3)       

 4)       

8. 1)       

 2)       

 3)       

 4)       

 5)       

 6)       

 7)       

 8)       

 9)       
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ข้อ 
ข้อ 

ย่อย 

จุดมุ่งหมาย 

ใช้สมบัติของ
จ านวนจรงิ
ในรูปกรณฑ์
และจ านวนจรงิ 

ในรูป 
เลขยกก าลัง

ในการ
แก้ปัญหา 

บอก
ความสัมพันธ์

ระหว่าง
ฟังก์ชัน 

เอกซ์โพเนนเชยีล
และฟังก์ชัน
ลอการิทึม 

อธิบาย
ลักษณะของ
กราฟของ
ฟังก์ชัน 

เอกซ์โพเนนเชยีล
และฟังก์ชัน
ลอการิทึม 

แก้สมการ 
และอสมการ 
เอกซ์โพเนนเชยีล 

แก้สมการ
และอสมการ
ลอการิทึม 

ใช้ความรู้

เกี่ยวกับ

ฟังก์ชัน 

เอกซ์โพเนนเชยีล

และฟังก์ชัน

ลอการิทึมใน

การแก้ปัญหา 

 10)       

9.        

10.        

11.        

12. 1)       

 2)       

13.        

14. 1)       

 2)       

15.        

16. 1) โจทย์ท้าทาย 

 2) โจทย์ท้าทาย 

17.  โจทย์ท้าทาย 
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2.6 ตัวอย่างแบบทดสอบประจ าบทและเฉลยตัวอย่างแบบทดสอบประจ าบท 

ในส่วนนี้จะน าเสนอตัวอย่างแบบทดสอบประจ าบทที่ 2 ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชัน

ลอการิทึม ส าหรับรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2  ซึ่งครูสามารถ

เลือกน าไปใช้ได้ตามจุดประสงค์การเรียนรู้ที่ต้องการวัดผลประเมินผล 
 

ตัวอย่างแบบทดสอบประจ าบท 

1. จงหาเซตค าตอบของสมการต่อไปนี้ 

 1) 
14 2 1 2x x x    2) 14.5 1.5 0.5x x x   

 3) 2 2 2x x   

2. จงหาเซตค าตอบของสมการต่อไปนี้ 

 1)  6 6
lolo g 5 2g x x     2)  2

3
log 2 3x    

 3)  log 2 2
x

x     

3. จงหาเซตค าตอบของอสมการต่อไปนี้ 

 1) 6 1 3 2x x x    2) 
2 12 1 2x x   

 3) 22 3x x  

4. จงหาเซตค าตอบของอสมการต่อไปนี้ 

 1)  ln 1 ln 1x x     2)  log 1 log 1x x     

5. จงเขียนจ านวนจริงต่อไปนี้ให้อยู่ในรูปอย่างง่าย 

 1) 
1 5 2

1 2




  2) 

33 16 4 1    
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6. จงท าให้เป็นผลส าเร็จ 

 1)   
3

3 32 1 2 1    2) 
3

3 4

2 3

3 4




  

7. ก าหนดให ้ 9a   และ 7b    จงหาค่าของ 4 3 25 10ab a b   

8. ก าหนดให ้  
1

31 2a     จงเขียน  
2

4

2a a

a

  ให้อยู่ในรูป 2m n  โดยที่ m   

 และ n  เป็นจ านวนเต็ม 

9. ให ้ x  และ y  เป็นจ านวนจริงบวกท่ีสอดคล้องสมการ        128 243 12 8 24 3x y x x y x y   

 จงหาค่าของ x

y
  

10. ให ้ x  เป็นจ านวนจริงซึ่ง ( )10 10 10x x    จงหาค่าของ 100 100x x   

11. ให้   3 2 1xf x     เมื่อ x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ จงหาเรนจ์ของ f  

12. ระดับความเป็นกรด-เบส (pH) ของสารละลายสามารถค านวณได้จาก  

3pH= log H O     

 เมื่อ 3H O    แทน ความเข้มข้นของไฮโดรเจนไอออน มีหน่วยเป็นโมลต่อลิตร  

 ถ้าน้ ามะนาวมีสมบัติเป็นกรด มีค่า pH เท่ากับ 2.3 จงหาความเข้มข้นของไฮโดรเจน 

 ไอออนของน้ ามะนาว 

13. การเพ่ิมจ านวนของประชากรสามารถคาดการณ์ได้จาก  

   0 1
t

n t n r   

 เมื่อ   n t  แทนจ านวนประชากรเมื่อเวลาผ่านไป t ปี   

  0n  แทนจ านวนประชากรเมื่อเวลาเริ่มต้น  

 และ r  แทนอัตราการเพ่ิมขึ้นของจ านวนประชากรต่อปี   

 ถ้าใน พ.ศ. 2547 ประเทศไทยมีประชากร 65 ล้านคน  และประชากรได้เพ่ิมขึ้นเป็น  

 69 ล้านคน ใน พ.ศ. 2560   
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 1) จงหาอัตราการเพิ่มข้ึนของจ านวนประชากรต่อปี 

 2) สมมติว่าจ านวนประชากรเพ่ิมขึ้นด้วยอัตราคงที่ ประเทศไทยจะมีประชากร  

75 ล้านคน ใน พ.ศ. ใด 

 

เฉลยตัวอย่างแบบทดสอบประจ าบท 

 

1. 1)  จาก   4 2 1x x    = 
12x
  

      
2

2 2 1x x    = 
2

2

x

  

       
2 3

2 2 1
2

x x    = 0  

     
1

2 2 2
2

x x 
  

 
  = 0 

  เนื่องจาก  2 0x    ดังนั้น 1
2 0

2

x     

  จะได้  2 2x   = 0  

    2x
  = 2 

    x   = 1 

  ตรวจสอบค่า  x   ที่ได้ว่าสอดคล้องกับสมการที่ก าหนดหรือไม่ 

  แทน x  ด้วย 1  ใน 14 2 1 2x x x     

  จะได้  1 14 2 1   = 
1 12 

 

    4 2 1    = 2
0
  

      1 = 1  เป็นจริง 

  จะได้ว่า 1 สอดคล้องกับสมการที่ก าหนด 

 ดังนั้น เซตค าตอบของสมการ คือ  1   
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2)  จาก     4.5 1.5
x x
   =  

1
0.5

x

  

      2 4.5 1.5
x xx  

 
 = 

 0.5
2

0.5

x

x   

   9 3x x   = 2   

    
2

3 3 2x x    = 0 

     3 2 3 1x x    = 0  

  เนื่องจาก  3 0x    ดังนั้น 3 2 0x     

  จะได้  3 1x   = 0  

    3x   = 1 

    x   = 0 

  ตรวจสอบค่า  x   ที่ได้ว่าสอดคล้องกับสมการที่ก าหนดหรือไม่ 

  แทน x  ด้วย 0  ใน      
1

4.5 1.5 0.5
x x x
    

  จะได้    
0 0

4.5 1.5  =  
0 1

0.5


 

    1 1   = 

1
1

2



 
 
 

   

      2 = 2  เป็นจริง 

  จะได้ว่า 0  สอดคล้องกับสมการที่ก าหนด 

 ดังนั้น เซตค าตอบของสมการ คือ  0   

 3) จาก  2 2x x   = 2 

     2 2 2x x x  = 2 2x    

    
22 1x    = 2 2x   

     
2

2 2 2 1x x     = 0 

     
2

2 1x    = 0 

    2 1x    = 0 

    2x
  = 1 
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    x   = 0 

  ตรวจสอบค่า  x   ที่ได้ว่าสอดคล้องกับสมการที่ก าหนดหรือไม่ 

  แทน x  ด้วย 0  ใน 2 2 2x x    

  จะได้ 0 02 2  = 2 

    1 1   = 2   

      2 = 2  เป็นจริง 

  จะได้ว่า 0  สอดคล้องกับสมการที่ก าหนด 

 ดังนั้น เซตค าตอบของสมการ คือ  0   

2. 1)  จาก   6 6
log log 5x x    = 2 

     6
log 5x x   = 2 

     5x x    = 
26  

    2 5 36x x    = 0 

      4 9x x    = 0 

  จะได้  4x     หรือ 9x    

  ตรวจสอบค่า    ที่ได้ว่าสอดคล้องกับสมการที่ก าหนดหรือไม่ 

  แทน    ด้วย 4  ใน 
6

log x     

  จะได้  6 6
log log 4x     ซึ่ง  4 0    

  จะได้ว่า  4x     ไม่สอดคล้องกับสมการที่ก าหนด 

  แทน    ด้วย 9  ใน  6 6
log log 5x x   

  จะได้    6 6 6 6
log log 5 log 9 log 9 5 2x x       ซึ่งสอดคล้องกับสมการที่ก าหนด 

  จะได้ว่า  9x    สอดคล้องกับสมการที่ก าหนด 

ดังนั้น เซตค าตอบของสมการ คือ  9   

  

x

x

x
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 2)  จาก   2

3
log 2 x   = 3 

    22 x  = 33  

    2 25x     = 0 

      5 5x x    = 0  

  จะได้ 5x    หรือ 5x    

  ตรวจสอบค่า  x   ที่ได้ว่าสอดคล้องกับสมการที่ก าหนดหรือไม่ 

  แทน x  ด้วย 5  ใน  2

3
log 2 3x    

  จะได้  2

3
log 2 5  = 3 

    
3

log 27   = 3 

    
3

3
log 3   = 3 

    
3

3log 3   = 3 

    3 = 3  เป็นจริง 

  จะได้ว่า 5  สอดคล้องกับสมการที่ก าหนด 

  แทน x  ด้วย 5   ใน  2

3
log 2 3x     

  จะได้  
2

3
log 2 5  

 
 = 3 

    
3

log 27   = 3 

    
3

3
log 3   = 3 

    
3

3log 3   = 3 

    3 = 3  เป็นจริง 

  จะได้ว่า 5  สอดคล้องกับสมการที่ก าหนด 

 ดังนั้น เซตค าตอบของสมการ คือ  5, 5   

 3)  จาก   log 2
x

x    = 2 

    2x    = 2x   

    2 2x x    = 0 

      1 2x x    = 0 
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  จะได้ 1x     หรือ 2x    

  ตรวจสอบค่า  x   ที่ได้ว่าสอดคล้องกับสมการที่ก าหนดหรือไม่ 

  แทน x  ด้วย 1   ใน  log 2
x

x    

  จะได้ 
1

log 1


  ซึ่ง  1 0    

  จะได้ว่า  1   ไม่สอดคล้องกับสมการที่ก าหนดให้ 

  แทน x   ใน  log 2 2
x

x    ด้วย 2    

  จะได้  2
log 2 2  = 2 

    
2

log 4   = 2 

    2 = 2  เป็นจริง 

  จะได้ว่า 2  สอดคล้องกับสมการที่ก าหนด 

 ดังนั้น เซตค าตอบของสมการ คือ  2   

3. 1)  จาก  6 1x    < 3 2x x   

    3 2 1x x    < 3 2x x  

    3 2 3 2 1x x x x     < 0 

       3 2 3 2 1x x x x     < 0 

       3 2 1 2 1x x x     < 0 

      3 1 2 1x x    < 0 

  วิธีที่ 1 พิจารณากรณีต่อไปนี้ 

    กรณีที่ 1  

      3 1 0x     และ 2 1 0x     

      3 1x    และ 2 1x    

      0x    และ 0x    

     จะได้ว่า ไม่มี x  ที่สอดคล้องกับอสมการที่ก าหนด  
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    กรณีที่ 2  

      3 1 0x     และ 2 1 0x     

      3 1x    และ 2 1x    

      0x    และ  0x   

     จะได้ว่า ไม่มี x  ที่สอดคล้องกับอสมการที่ก าหนด  

    ดังนั้น เซตค าตอบของอสมการ คือ    

  วิธีที่ 2 เมื่อ 0x   จะได้ว่า 3 1 0x     และ  2 1 0x    

    นั่นคือ   3 1 2 1 0x x    

    เมื่อ 0x   จะได้ว่า 3 1 0x     และ  2 1 0x    

    นั่นคือ   3 1 2 1 0x x    

    เมื่อ 0x   จะได้ว่า 3 1 0x     และ  2 1 0x    

    นั่นคือ   3 1 2 1 0x x    

    ดังนั้น เซตค าตอบของอสมการ คือ    

 2) จาก   22 1x       12x   

      
2

2 1x      2 2x   

     
2

2 2 2 1x x       0 

      
2

2 1x      0 

  เนื่องจาก  
2

2 1 0x    เสมอ   

  จะได้ว่า ค าตอบของอสมการที่ก าหนด คือ ค าตอบของสมการ 2 1 0x    

  จะได้  2x   = 1 

  นั่นคือ  x   = 0 

  ดังนั้น เซตค าตอบของอสมการ คือ  0   
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 3) จาก   22 x      3x   

     4x     3x  

     
4

3

x

x
    1 

     
4

3

x

 
 
 

    1 

     x     0 

 ดังนั้น เซตค าตอบของอสมการคือ  , 0   

4. 1) จาก   ln 1 lnx x    < 1 

    
1

ln
x

x


 < 1 

    
1x

x


 < 1e   

    
1x

x x
   < e   

    
1

x
  < 1e    

  เนื่องจาก 
1

x
 เป็นฟังก์ชันลด และ 0x   จะได้ว่า  

    x   > 
1

1e 
  

  ดังนั้น เซตค าตอบของอสมการ คือ 1
,

1e

 
 

 
  

 2) จาก   log 1 logx x       1 

    
1

log
x

x


   1 

    
1x

x


   110   

    
1x

x x
     10  

    
1

x
    10 1   
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1

x
    9  

  เนื่องจาก 
1

x
 เป็นฟังก์ชันลด และ 0x   จะได้ว่า  

    x      
1

9
  

  ดังนั้น เซตค าตอบของอสมการ คือ 1
0,

9

 
 
 

  

5. 1)   
1 5 2

1 2




 = 

1 5 2 1 2

1 2 1 2

 


 
  

     = 
1 4 2 10

1 2

 


 

     = 
9 4 2

1

 


 

     = 9 4 2   

     = 9 2 8  

     =  
2

8 1  

     = 8 1   

     = 8 1   

 2)   
33 16 4 1    = 

3 232 2 2 1   

     =  
2

3 32 2 2 1   

     =  
2

3 2 1  

     = 3 2 1   

     = 3 2 1   
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6. 1)   
3

3 32 1 2 1   =   3 23 32 1 2 3 2 3 2 1     

    =   3 23 33 2 1 1 2 2    

    =  3 32 23 33 2 2 2 1 2 2      

    = 3 1   

    = 3 

 2)  
3

3 4

2 3

3 4




  = 

3

243

2 3

3 2




 

    = 
3

3

2 3

3 2




 

    = 

 

3

3

2 3

2 3



 
 

    = 1   

7.      
4 3 25 10ab a b   =    

1 1
4 3 25 10ab a b   

    =    
1 1

2 8 3 210 10a b a b   

    =  
1

2 8 3 2 10a b a b   

    =  
1

5 10 10a b  

    = 
1

2a b   

 เนื่องจาก a  ด้วย 9  และ b  ด้วย 7  ลงใน 
1

2a b   จะได้ 

       
1

29 7
 

 
 

 =  3 7  

    = 21   

8. จาก 
2

4

2a a

a

   = 
2 2

4 2

2a a a

a a


  

   = 
3

6

2a

a


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 แทน  
1

31 2a     ใน  
3

6

2a

a

   

 จะได้ 
2

4

2a a

a


 = 

 

 

3
1

3

6
1

3

1 2 2

1 2

 
  

 

 
 

 

 

   = 
 

 
2

1 2 2

1 2

 



 

   = 
1

1 2 2 2 
 

   = 
1

3 2 2
 

   = 
1 3 2 2

3 2 2 3 2 2




 
 

   = 
3 2 2

9 8




 

   =  3 2 2   

9. จาก      128 243x y   =     12 8 24 3x x y x y
  

        7 52 3
x y

 =         2 3 32 3 2 2 3 3 3
x x y

x y   

     7 52 3x y  = 2 3 32 3x x y x y x y      

     7 52 3x y  = 5 3 2 22 3x y x y   

     2 32 x y  = 2 33 x y  

     
2 3

2 3

2

3

x y

x y




 = 1 

     

2 3
2

3

x y

 
 
 

 = 

0
2

3

 
 
 

 

 จะได้   2 3x y   = 0 

     2x   = 3y   



     

     

     

 บทท่ี 2 | ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม   
 

170 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 ดังนั้น   
x

y
  = 

3

2
  

10. จาก    10 10x x   = 10 

 ยกก าลังสองทั้งสองข้าง จะได้ 

      
2

10 10x x  = 210   

    100 2 10 10 100x x x x    = 100 

  100 2 100x x   = 100 

  100 100x x  = 100 2   

 ดังนั้น 100 100x x  = 98   

11. เนื่องจาก 3 2 0x   เสมอ   

 จะได้  3 2 1 1x    

 ดังนั้น เรนจ์ของฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียล   3 2 1xf x     คือ   1,   

12. จาก  pH  = 3log H O     

 จะได้ 2.3 = 
3log H O     

   
3log H O    = 2.3  

   
3H O    = 2.310  

 ดังนั้น น้ ามะนาวมีความเข้มข้นของไฮโดรเจนไอออนประมาณ 2.310  โมลต่อลิตร 

13. 1)  จาก        0 1
t

n t n r   

  ในที่นี้ 13t  , 
6

0 65 10n    และ   613 69 10n    

 จะได้ 69 =  
13

65 1 r  

  
13

1 r  = 
69

65
 

  13log 1 r  =    log 69 log 65  

  log 1 r  = 
   log 69 log 65

13


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 1 r  = 
   log 69 log 65

1310



 

 r  = 
   log 69 log 65

1310 1



  

 r     0.0046  

  ดังนั้น อัตราการเพิ่มข้ึนของจ านวนประชากรประมาณ 0.46%  ต่อปี 

 2) จาก      0 1
t

n t n r   

  ในที่นี้ 6

0 69 10n   ,   675 10n t    และ 0.0046r   

 จะได้ 75 =  69 1 0.0046
t

  

  
75

69
 =  1.0046

t
 

  log75 log69  =  log 1.0046t  

  t  = 
 

log75 log69

log 1.0046


 

  t      18.17  

  ดังนั้น ประเทศไทยจะมีจ านวนประชากร 75 ล้านคน นับจาก พ.ศ. 2560   

  ไปอีกประมาณ 18 ปี หรือประมาณ พ.ศ. 2578 
 

2.7 เฉลยแบบฝึกหัด 

คู่มือครรูายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2  แบ่งการเฉลยแบบฝึกหัดเป็น 

2 ส่วน คือ ส่วนที่ 1 เฉลยค าตอบ และส่วนที่ 2 เฉลยค าตอบพร้อมวิธีท าอย่างละเอียด ซึ่งเฉลย

แบบฝึกหัดที่อยู่ในส่วนนี้เป็นการเฉลยค าตอบของแบบฝึกหัด โดยไม่ได้น าเสนอวิธีท า อย่างไรก็ตาม

ครูสามารถศึกษาวิธีท าโดยละเอียดของแบบฝึกหัดได้ในส่วนท้ายของคู่มือครูเล่มนี้ 
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แบบฝึกหัด 2.1ก 

1. 1) 
1

8
   2) 1016x  

 3) 
2

4

b
  4) 

7

1

a
 

 5) 
5

2

ab
 6) 

12

8

16x

y
 

 7) 
4

6

9a

b
 8) 

3 10

1

x y
 

2. 1) เป็นจริง  

 2) เป็นเท็จ เช่น 2,x   3m   และ 2n   

 3) เป็นเท็จ เช่น 2,x   3m   และ 2n   

 4) เป็นเท็จ เช่น 2,x   3m   และ 2n   

 5) เป็นจริง 

 6) เป็นเท็จ เช่น 1

2
x    และ  2m   

3. 1) 4  2) 4 

 3) 1   4) 
1

2
 

 5) 2 2 x  6) 22x  

4. 1) 
10

2
 2) 

15

10
 

 3) 
35

5
 4) 2  

 5) 
6

4
  6) 

3 18

2
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5. 1) 11 2 3 5  2) 15 2 30  

 3) 7 4 3  4) 12 5 5  

 5) 5  6) 2 

 

แบบฝึกหัด 2.1ข 

1. 1) 9  2) 
1

2
 

 3) 0.125  4) 
1

25
 

 5) 
1

5
   6) 9 

 7) 
27

64
  8) 

1

4
 

2. 1) 
2

4

9x

y
 2) 

2 3

1

2x y
 

 3) 
13

2x   4) 
21

32x y  

3. 1) 36 4  2) 34 3  

 3) 5 2  4)  3 4 2x x x x   

4. 1) 
2 2 3

5

  2) 
 4 9 5 5 7

23


  

 3) 
153 5 30

91


 4) 8 42  p q   

5. 1) 4   2)  6 5 3 2  

 3) 1   

6. 1)  2 22 p p q   2)  2 22 p p q   

 3) 
26 11 4 2 5 3x x x     
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7. 1) 0.30323  2) 4.23607  

 3) 0.6077  

8. 1)  64   2)  3  

 3)     4)  9  

 5)     6)   

 7)     8)   

 9)     10)  7  

 11)  6   12)  2  

9. 1) ระยะทางเฉลี่ยจากดาวเนปจูนไปยังดวงอาทิตย์ประมาณ  30.0831  AU 

 2) ดาวศุกร์จะมีเวลาโคจรรอบดวงอาทิตย์ประมาณ  0.6109  ปี  

 

แบบฝึกหัด  2.2 

1. แสดงการเป็นฟังก์ชันเพ่ิมหรือฟังก์ชันลดและเขียนกราฟของฟังก์ชันได้ดังตารางต่อไปนี้ 

ฟังก์ชัน 

ที่ก าหนดให้ 
ฟังก์ชันเพ่ิม ฟังก์ชันลด กราฟของฟังก์ชัน 
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ฟังก์ชัน 

ที่ก าหนดให้ 
ฟังก์ชันเพ่ิม ฟังก์ชันลด กราฟของฟังก์ชัน 
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ฟังก์ชัน 

ที่ก าหนดให้ 
ฟังก์ชันเพ่ิม ฟังก์ชันลด กราฟของฟังก์ชัน 

5) 3 xy   –  

 

6) 
22 xy   –  

 

7) 
4

3

x

y
 

  
 

  – 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 



      

   

   

 บทท่ี 2 | ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม  

 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4 เล่ม 2 177 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

ฟังก์ชัน 

ที่ก าหนดให้ 

ฟังก์ชัน 

เพ่ิม 

ฟังก์ชัน 

ลด 

กราฟของฟังก์ชัน 
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6. 1)  2  2)  3  

 3) 
1

2

 
 
 

 4)  4  

 5)  3  6)  3  

 7)  , 3  8)  , 4   

 9) 
3

,
2

 
  

 
 10)  3, 0  

7. 1)  1, 1  2)  2, 1  

 3)  1, 2  

8. จ านวนเริ่มต้นของแบคทีเรีย  เท่ากับ  2,000  เซลล์ 

 จ านวนของแบคทีเรียเมื่อเวลาผ่านไป 10 นาที  ประมาณ  2,401  เซลล์ 

 จ านวนของแบคทีเรียเมื่อเวลาผ่านไป 30 นาที  ประมาณ  3,464  เซลล์ 

 จ านวนของแบคทีเรียเมื่อเวลาผ่านไป 1 ชั่วโมง  เท่ากับ  6,000  เซลล ์

9. 
1

1600
k    

 

แบบฝึกหัด 2.3 

1.  1) 2  2) 
2

3
 

 3) 2 4) 4  

 5) 4  6) 3  

 7) 2  8) 
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2
  

2. 1) 210 100  2) 52 32  

 3) 05 1   4) 3 1
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3. 1) 
1

3
 2) 2  

 3) 2   4) 1  

 5) 24  6) 2  

 7) 2   8) 4   
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5. 1) 32    2) 100   

 3) 10    4) 2  

 5) 36   

6. 
5

log 45 2.3652    และ  
25

log 15 0.8413   

 

แบบฝึกหดั 2.4 

1.  1) log37100 4.5694   2) log0.00371 2.4306   

 3) log832 2.9201  4) log0.0832 1.0799   

2. 1) 2.56  2) 2560  

 3) 0.256  

 

แบบฝึกหดั 2.5 

1. 
36

log 5 0.4491     

2. 
64

log 46 0.9206     

3. 6l .n4 223 047  และ  ln0.163 1.8140    
4.  1) 2.5237  2)  3.4829   

 3) 0.4930  4) 6.5903   

 5) 4.7362  6) 4.5951    

 7) 4.6728  8) 4.3901   
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แบบฝึกหดั 2.6 
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4. 1) 0x    หรือ  4

3
x   2) 0x    หรือ  ln 2x   

 3) 
ln3

2
x   
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แบบฝึกหดั 2.7 

1. 1) ใน พ.ศ. 2569  จะมีจ านวนประชากรประมาณ  165,787  คน 

 2) จังหวัดนี้จะมีจ านวนประชากร 200,000 คน ใน พ.ศ. 2574  

2. 1) จ านวนเงินฝากในบัญชีเมื่อสิ้นปีที่ 10  ประมาณ  53,879  บาท 

 2) จะต้องฝากเงินต้นไว้ประมาณ  139,201  บาท 

 3) ต้องใช้เวลาอย่างน้อย  93  ปี  จึงจะมีเงินในบัญชี  200,000  บาท 

3. เงิน 20,000 บาท ที่มีในปัจจุบัน จะมีมูลค่าประมาณ 16,375 บาท ในอีก 5 ปีข้างหน้า 

4. 1) เมื่อเวลาผ่านไป 3 ชั่วโมง  จะมีจ านวนแบคทีเรียประมาณ  1,928  เซลล์ 

 2) จะใช้เวลานานประมาณ  7  ชั่วโมง  จึงจะมีจ านวนแบคทีเรีย  10,000  เซลล ์

5. 1) เมื่อเวลาผ่านไป 80 ปี  จะมีปริมาณของธาตุ–137 เหลืออยู่ประมาณ 1.5749 กรัม 

 2) จะใช้เวลาอย่างน้อย  69.6610
3

25426.2441

65
  หรือ  70  ปี  จึงจะมีธาตุซีเซียม–137 

เหลืออยู่ 2 กรัม 

6. ครึ่งชีวิตของสารนี้ประมาณ  6.2134  วัน 

7. ความเข้มเสียงของรถไฟฟ้าขบวนนี้เท่ากับ  2.210  วัตต์ต่อตารางเมตร 

8. นมชนิดนี้มีความเข้มข้นของไฮโดรเจนไอออนอยู่  6.510   โมลต่อลิตร 
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9. 
 2log 5

2 3
x
   

10. ในอีก 10 ปีข้างหน้า จะมีจ านวนประชากรในเมืองนี้ประมาณ  13,000  คน 

11. จะใช้เวลาฝากเงินอย่างน้อย  38  ป ี

12. 1) เมื่อเวลาเริ่มต้น  มีแบคทีเรียชนิด  จ านวน  เซลล์  และมีแบคทีเรีย  จ านวน 

 เซลล์ 

 2) เป็นไปได้ที่จะมีจ านวนแบคทีเรียชนิด B   มากกว่าจ านวนแบคทีเรียชนิด A   

   เมื่อเวลาผ่านไปประมาณ ชั่วโมง 

13. ต้องใช้เวลานานประมาณ  5.4190  วนั  เมื่อค านวนจากเวลาเริ่มต้น 

14. 1) ชาวอียิปต์โบราณตายไปแล้วประมาณ  4,223  ปี  

 2) ภูเขาไฟระเบิดไปแล้วอย่างน้อยประมาณ  6,601  ปี 

15. จะต้องใช้เวลาอย่างน้อย  10.32  ชั่วโมง 

16. 1) แผ่นดินไหวที่เมืองซานฟรานซิสโก  รัฐแคลิฟอร์เนีย  ใน ค.ศ. 1906  มีขนาด

แผ่นดินไหวประมาณ  7.8  ตามมาตราขนาดโมเมนต์แผ่นดินไหว 

 2) โมเมนต์แผ่นดินไหวของการเกิดแผ่นดินไหวที่ฝั่งตะวันตกของเกาะสุมาตราของ

ประเทศอินโดนีเซีย  ใน ค.ศ. 2004  คือ   

17. ผู้ตายเสียชีวิตมาแล้วอย่างน้อยประมาณ  12  ชั่วโมง 

A 500 B

400

4.4629

29.710
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บทท่ี 3  

เรขาคณิตวิเคราะห 

 

เรขาคณิตวิเคราะหเปนเรื่องสําคัญเรื่องหนึ่งในคณิตศาสตร เพราะเรขาคณิตวิเคราะหเปนวิชาท่ี

เชื่อมโยงความรูพีชคณิตและเรขาคณิตเขาดวยกัน โดยเรขาคณิตวิเคราะหคือวิชาท่ีใชพีชคณิตมา

ชวยศึกษาเรขาคณิต เนื้อหาเรื่องเรขาคณิตวิเคราะหท่ีนําเสนอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 4 เลม 2  มีเปาหมายเพ่ือใหนักเรียนนําความรูเก่ียวกับเรขาคณิต

วิเคราะหไปใชในการแกปญหา  โดยแบงเปนสองหัวขอใหญ คือ ความรูเบื้องตนเก่ียวกับเรขาคณิต

วิเคราะห และภาคตัดกรวย  ในบทเรียนนี้มุงใหนักเรียนบรรลุผลการเรียนรูตามสาระการเรียนรู

เพ่ิมเติม และบรรลุจุดมุงหมายดังตอไปนี ้

 

 
ผลการเรียนรูและสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

ผลการเรียนรู 

• เขาใจและใชความรูเก่ียวกับเรขาคณิต

วิเคราะหในการแกปญหา 

สาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

• จุดและเสนตรง 

• วงกลม 

• พาราโบลา 

• ไฮเพอรโบลา 
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จุดมุงหมาย 

1. หาระยะทางระหวางจุดสองจุด และหาจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง 

2. หาความชันของเสนตรง และใชความชันในการอธิบายเก่ียวกับเสนขนานและเสนตั้งฉาก 

3. เขียนกราฟและหาสมการเสนตรง 

4. หาระยะหางระหวางเสนตรงกับจุดและเสนคูขนาน 

5. เขียนกราฟและหาสมการวงกลม วงรี พาราโบลา และไฮเพอรโบลา 

6. ใชความรูเก่ียวกับเรขาคณิตวิเคราะหและภาคตัดกรวยในการแกปญหา 

 

 
ความรูกอนหนา 

• ความรูเก่ียวกับเรขาคณิต ทฤษฎีบทพีทาโกรัส สมการเชิงเสนสองตัวแปร 

พาราโบลา และการแยกตัวประกอบของพหุนามในระดับมัธยมศึกษาตอนตน 

 

 

3.1 เนื้อหาสาระ 

1. ให  ( )1 1 1,P x y  และ  ( )2 2 2,P x y   เปนจุดในระนาบ 

( ) ( )2 2
1 2 1 2 1 2PP x x y y= − + −  

2. กําหนดจุด ( )1 1 1,P x y  และ ( )2 2 2,P x y   ถาจุด ( ),P x y  เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง 

1 2PP  แลว 

1 2

2
x xx +

=    และ   1 2

2
y yy +

=  

goo.gl/QwPfJz 
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3. ให  เปนเสนตรงท่ีผานจุด ( )1 1 1,P x y  และ ( )2 2 2,P x y   โดยท่ี  1 2x x≠   

ความชันของเสนตรง  คือ  1 2

1 2

y ym
x x
−

=
−

 

4. เสนตรงสองเสนท่ีไมขนานกับแกน Y  จะขนานกัน  ก็ตอเม่ือ  ความชันของเสนตรง 

ท้ังสองเทากัน 

5. ถาเสนตรงสองเสนมีความชันเทากันและมีจุดรวมกัน แลวเสนตรงท้ังสองจะเปนเสนตรงเดียวกัน 

6. เสนตรงสองเสนท่ีไมขนานกับแกน Y  จะตั้งฉากกัน  ก็ตอเม่ือ  ผลคูณของความชัน 

ของเสนตรงท้ังสองเทากับ 1−   

7. ความสัมพันธซ่ึงมีกราฟเปนเสนตรงท่ีขนานกับแกน X  คือ ( ){ }, |x y y b∈ × =y y   

เม่ือ b  เปนคาคงตัว 

8. ความสัมพันธซ่ึงมีกราฟเปนเสนตรงท่ีขนานกับแกน Y  คือ ( ){ }, |x y x a∈ × =y y   

เม่ือ a  เปนคาคงตัว  

9. ความสัมพันธ ซ่ึง มีกราฟเปนเสนตรงท่ี มีความชัน m   และผานจุด ( )1 1,x y  คือ 

( ) ( ){ }1 1, |x y y y m x x∈ × − = −y y   

10. สมการ y mx c= +  เปนสมการท่ีมีกราฟเปนเสนตรงท่ีมีความชัน m  และตัดแกน Y   

ท่ีจุด ( )0, c   

11. กราฟของสมการ 0Ax By C+ + =  เม่ือ ,A ,B C  เปนคาคงตัว  โดยท่ี A  และ B   

ไมเปนศูนยพรอมกัน จะเปนเสนตรง  และเรียกสมการในรูปนี้วา  “รูปท่ัวไปของสมการเสนตรง” 

12. ถาเสนตรงตัดแกน X  ท่ีจุด ( ),0a  จะเรียก a  วา ระยะตัดแกน X   

และถาเสนตรงตัดแกน Y  ท่ีจุด ( )0,b  จะเรียก b  วา ระยะตัดแกน Y  

13. ระยะหางระหวางเสนตรง 0Ax By C+ + =  กับจุด ( )1 1,x y   เม่ือ ,A B  และ C  เปนคาคงตัว

ท่ี A  และ B  ไมเปนศูนยพรอมกัน  คือ  1 1

2 2

Ax By C
d

A B

+ +
=

+
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14. ระยะหางระหวางเสนตรง 1 0Ax By C+ + =  กับเสนตรง 2 0Ax By C+ + =  เม่ือ ,A ,B

1C  และ 2C  เปนคาคงตัวท่ี A  และ B  ไมเปนศูนยพรอมกัน  คือ   

1 2

2 2

C C
d

A B

−
=

+
 

15. ภาคตัดกรวย คือ รูปในระนาบท่ีเกิดจากการตัดกันของระนาบกับกรวย 

16. วงกลม คือ เซตของจุดท้ังหมดในระนาบท่ีหางจากจุด ๆ หนึ่งท่ีตรึงอยูกับท่ีเปนระยะทาง

คงตัว  จุดท่ีตรึงอยูกับท่ีนี้ เรียกวา “จุดศูนยกลางของวงกลม”  และสวนของเสนตรงท่ีมี 

จุดศูนยกลางและจุดบนวงกลมเปนจุดปลาย เรียกวา “รัศมีของวงกลม” 

17. วงรี คือ เซตของจุดท้ังหมดในระนาบซ่ึงผลบวกของระยะทางจากจุดใด ๆ ในเซตนั้นไปยัง

จุดท่ีตรึงอยูกับท่ีสองจุดมีคาคงตัว  โดยคาคงตัวนี้ตองมากกวาระยะหางระหวางจุดท่ีตรึง

อยูกับท่ีท้ังสองจุด เรียกจุดท่ีตรึงอยูกับท่ีท้ังสองจุดนี้วา “โฟกัสของวงรี” 

18. สําหรับวงรี 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  หรือ 
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  เม่ือ 0a b> >   

 ความเยื้องศูนยกลางของวงรี แทนดวย e  คือ อัตราสวนของ c  ตอ a   

 เม่ือ 2 2c a b= −   นั่นคือ  ce
a

=   โดยท่ี 0 1e< <   

 ถา e  มีคาใกล 1 หรือ c  มีคาเกือบจะเทากับ a  แลววงรีมีความรีมาก (มีรูปรางเรียวยาว)  

 แตถา e  มีคาใกล 0 แลววงรีมีความรีนอย (รูปรางใกลเคียงกับวงกลม) 

19. พาราโบลา คือ เซตของจุดท้ังหมดในระนาบซ่ึงหางจากจุดท่ีตรึงอยูกับท่ีจุดหนึ่งและ

เสนตรงท่ีตรึงอยูกับท่ีเสนหนึ่งเปนระยะทางเทากัน  จุดท่ีตรึงอยูกับท่ีนี้ เรียกวา “โฟกัส

ของพาราโบลา”  และเสนตรงท่ีตรึงอยูกับท่ีนี้ เรียกวา “เสนบังคับ” หรือ “ไดเรกตริกซ

ของพาราโบลา” 

20. เลตัสเรกตัม คือ คอรดท่ีตั้งฉากกับแกนของพาราโบลาและผานโฟกัสของพาราโบลา  

(สวนของเสนตรงท่ีมีจุดปลายอยูท่ีพาราโบลา เรียกวา “คอรดของพาราโบลา”)   
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21. ไฮเพอรโบลา คือ เซตของจุดท้ังหมดในระนาบซ่ึงผลตางของระยะทางจากจุดใด ๆ ไปยัง

จุดท่ีตรึงอยูกับท่ีท้ังสองจุดมีคาคงตัว  โดยคาคงตัวนี้ตองนอยกวาระยะหางระหวางจุดคงท่ี

ท่ีตรึงอยูกับท่ีท้ังสองจุด  เรียกจุดท่ีตรึงอยูกับท่ีท้ังสองจุดนี้วา “โฟกัสของไฮเพอรโบลา” 

22. สรุปเก่ียวกับกราฟและสมการของภาคตัดกรวยแตละชนิดไดดังนี้ 

ภาคตัดกรวย 
สมการรูปแบบมาตรฐาน 

และรายละเอียดท่ีควรทราบ 

วงกลม 

 

สมการ ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =   

จุดศูนยกลาง ( ),h k   

รัศมียาว r  หนวย 

 

วงรี 

 
 

สมการ ( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

a b
− −

+ = , 0a b> >   

แกนเอกอยูในแนวนอน 

จุดศูนยกลาง ( ),h k   

จุดยอด ( ) ( ), , ,h a k h a k− +  

โฟกัส ( ) ( ) 2 2 2, , , ;h c k h c k c a b− + = −   

แกนเอกยาว 2a  หนวย 

แกนโทยาว 2b  หนวย 
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ภาคตัดกรวย 
สมการรูปแบบมาตรฐาน 

และรายละเอียดท่ีควรทราบ 

 
 

สมการ ( ) ( )2 2

2 2 1
x h y k

b a
− −

+ = , 0a b> >  

แกนเอกอยูในแนวตั้ง 

จุดศูนยกลาง ( ),h k   

จุดยอด ( ) ( ), , ,h k a h k a− +   

โฟกัส ( ) ( ) 2 2 2, , , ;h k c h k c c a b− + = −   

แกนเอกยาว 2a  หนวย 

แกนโทยาว 2b  หนวย 

พาราโบลา 

 

 

สมการ ( ) ( )2 4x h p y k− = −   

แกนสมมาตรอยูในแนวตั้ง 

จุดยอด ( ),h k   

โฟกัส ( ),h k p+   

ไดเรกตริกซ  y k p= −   

0p >   เสนโคงหงายข้ึน 

0p <   เสนโคงคว่ําลง 
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ภาคตัดกรวย 
สมการรูปแบบมาตรฐาน 

และรายละเอียดท่ีควรทราบ 

 

 

 

สมการ ( ) ( )2 4y k p x h− = −   

แกนสมมาตรอยูในแนวนอน 

จุดยอด ( ),h k   

โฟกัส ( ),h p k+   

ไดเรกตริกซ  x h p= −   

0p >   เสนโคงเปดไปทางขวา 

0p <   เสนโคงเปดไปทางซาย 
 

 

ไฮเพอรโบลา 

 
 

สมการ ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 1, 0, 0
x h y k

a b
a b
− −

− = > >   

แกนตามขวางอยูในแนวนอน 

จุดศูนยกลาง ( ),h k   

จุดยอด ( ) ( ), , ,h a k h a k− +   

โฟกัส ( ) ( ) 2 2 2, , , ;h c k h c k c a b− + = +   

แกนตามขวางยาว 2a  หนวย 

แกนสังยุคยาว 2b  หนวย 

สมการเสนกํากับ คือ ( )by k x h
a

− = ± −  
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ภาคตัดกรวย 
สมการรูปแบบมาตรฐาน 

และรายละเอียดท่ีควรทราบ 

 
 

สมการ ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 1, 0, 0
y k x h

a b
a b
− −

− = > >   

แกนตามขวางอยูในแนวตั้ง 

จุดศูนยกลาง ( ),h k   

จุดยอด ( ) ( ), , ,h k a h k a− +   

โฟกัส ( ) ( ) 2 2 2, , , ;h k c h k c c a b− + = +   

แกนตามขวางยาว 2a  หนวย 

แกนสังยุคยาว 2b  หนวย 

สมการเสนกํากับ คือ ( )ay k x h
b

− = ± −  

 

3.2 ขอเสนอแนะเกี่ยวกับการสอน 

ความรูเบ้ืองตนเกี่ยวกับเรขาคณิตวิเคราะห 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

ในบทนีค้รูควรสงเสริมใหนักเรียนใชกราฟเพ่ือชวยในการแกปญหา 

 

ระยะทางระหวางจุดสองจุด 

ครูอาจนําเขาสูบทเรียนโดยใหนักเรียนทํากิจกรรมเท่ียวสวนสนุก ดังนี้ 
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 กิจกรรม : เท่ียวสวนสนุก 

เดือนและดาวไปเท่ียวสวนสนุกแหงหนึ่ง และไดรับแจกแผนผังแสดงตําแหนงเครื่องเลนตาง ๆ 

เนื่องจากเดือนและดาววางแผนไปเลนมาหมุน ชิงชาสวรรค และรถไฟเหาะ ในสวนสนุก  

จึงเขียนแผนผังแสดงท่ีตั้งเครื่องเลนท้ังสามชนิดในแกนพิกัดฉากเดียวกัน ดังนี้ 

 

ข้ันตอนการปฏิบัติ 

1. ครูแบงนักเรียนเปนกลุม กลุมละ 3 – 4 คน แบบคละความสามารถ และใหนักเรียนแตละกลุม

อานสถานการณท่ีกําหนด 

2. ครูใหนักเรียนแตละกลุมรวมกันหาวา 

2.1 มาหมุนอยูหางจากชิงชาสวรรคก่ีหนวย 

2.2 ชิงชาสวรรคอยูหางจากรถไฟเหาะก่ีหนวย 

3. ครูใหนักเรียนแตละกลุมใชระยะหางระหวางมาหมุนกับชิงชาสวรรค ระยะหางระหวาง

ชิงชาสวรรคกับรถไฟเหาะ และทฤษฎีบทของพีทาโกรัส ในการหาระยะหางระหวางมาหมุน

กับรถไฟเหาะ 

 

 

  

  
  

    

  

รถไฟเหาะ 

มาหมุน 

ชิงชาสวรรค 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 

4. จากขอ 3 ครูและนักเรียนรวมกันสรุปเก่ียวกับระยะหางระหวางจุด ( )1 1 1,P x y และ 

( )2 2 2,P x y  ซ่ึงเปนจุดในระนาบวาคือ ( ) ( )2 2
1 2 1 2 1 2PP x x y y= − + −  

 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ในการสอนเก่ียวกับระยะทางระหวางจุดสองจุด ครูควรเริ่มจากการหาระยะของจุดสองจุดท่ี

นักเรียนสามารถใชความรู ท่ีเคยเรียนมาแลวในการหาได เชน การหาระยะระหวาง 

จุดสองจุดท่ีอยูในแนวเสนตรงท่ีขนานกับแกน X  หรือจุดสองจุดท่ีอยูในแนวเสนตรงขนาน

แกน Y  (ในลักษณะเดียวกับตัวอยางท่ี 1)  แลวจึงเชื่อมโยงไปสูการหาระยะระหวางจุดสอง

จุดใด ๆ (ในลักษณะเดียวกับตัวอยางท่ี 2 และ 3) 

 

จุดกึ่งกลางของสวนของเสนตรง 

ครูอาจนําเขาสูบทเรียนโดยใหนักเรียนทํากิจกรรมตามหาสมบัติ ดังนี้  

 กิจกรรม : ตามหาสมบัติ 

ฟาและฝนพบลายแทงท่ีซอนสมบัติ 3 ชิ้น ของคุณยายซ่ึงอยูในบริเวณบาน  โดยลายแทงระบุวา

สมบัติชิ้นท่ี 1 ซอนไวท่ีจุดก่ึงกลางระหวางตนวาสนากับตนมะยม  สมบัติชิ้นท่ี 2 ซอนไวท่ีจุดก่ึงกลาง

ระหวางตนมะยมกับตนมะมวง  และสมบัติชิ้นท่ี 3 ซอนไวท่ีจุดก่ึงกลางระหวางตนมะมวงกับตน

วาสนา  ฟาและฝนจึงเขียนแผนผังแสดงตําแหนงท่ีซอนสมบัติดังกลาวในแกนพิกัดฉากเดียวกัน ดังนี้ 
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ข้ันตอนการปฏิบัติ 

1. ครูแบงกลุมนักเรียนกลุมละ 3 – 4 คน แบบคละความสามารถ และใหนักเรียนแตละกลุม 

อานสถานการณท่ีกําหนด 

2. ครูใหนักเรียนแตละกลุมรวมกันหาวา 

2.1 เม่ือกําหนดใหตําแหนงของตนวาสนาและตนมะยมในแกนพิกัดฉากเปนดังภาพท่ี

กําหนดให  สมบัติชิ้นท่ี 1 จะซอนอยูท่ีตําแหนงใดในแกนพิกัดฉาก 

2.2 เม่ือกําหนดใหตําแหนงของตนมะยมและตนมะมวงในแกนพิกัดฉากเปนดังภาพท่ี

กําหนดให  สมบัติชิ้นท่ี 2 จะซอนอยูท่ีตําแหนงใดในแกนพิกัดฉาก 

3. ครูใหนักเรียนแตละกลุมใชตําแหนงของสมบัติชิ้นท่ี 1 หรือตําแหนงของสมบัติชิ้นท่ี 2  

ในแกนพิกัดฉาก และความรูเรื่องรูปสามเหลี่ยมคลาย หาวาสมบัติชิ้นท่ี 3 จะซอนอยู ท่ี

ตําแหนงใดในแกนพิกัดฉาก 

4. จากขอ 3 ครูและนักเรียนรวมกันสรุปเก่ียวกับจุด ( ),P x y  ซ่ึงเปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง

ท่ีลากเชื่อมระหวางจุด ( )1 1 1,P x y  และ ( )2 2 2,P x y  วาคือ 1 2

2
x xx +

=  และ 1 2

2
y yy +

=  

 

 

  

  
  

    

  

ตนมะมวง 

ตนวาสนา 

ตนมะยม 



      
   
   

 บทท่ี 3 | เรขาคณิตวิเคราะห  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 4  เลม 2 197 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

ความชันของเสนตรง 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ความชันของเสนตรงท่ีขนานแกน Y  ใหใชวา “ไมนิยาม” 

• ความชันในบทเรียนนี้มีความแตกตางกับความลาดชัน โดยในกรณีท่ีเสนตรงมีความชัน

เปนจํานวนบวก ยิ่งเสนตรงนั้นมีความชันมากก็จะมีความลาดชันมากดวย แตในกรณีท่ี

เสนตรงมีความชันเปนจํานวนลบ ยิ่งเสนตรงนั้นมีความชันมากก็จะมีความลาดชันนอย 

แสดงไดดังรูปตอไปนี้  

 

รูปท่ี 1 1  มีความลาดชันมากกวา 2  และความชันของ 1  มากกวาความชันของ  2  
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รูปท่ี 2  1  มีความลาดชันมากกวา 2  และความชันของ 1  นอยกวาความชันของ 2  

หรืออาจกลาวไดวาการเปรียบเทียบความชันกรณีท่ีเสนตรงทํามุมปานกับแกน X   

(ความชันนอยกวา 0)  ตองพิจารณาคาสัมบูรณของความชัน  โดยเสนตรงท่ีมีคาสัมบูรณของ

ความชันมากกวาจะลาดชันมากกวาเสนตรงท่ีมีคาสัมบูรณของความชันนอยกวา 
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ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

แบบฝกหัด 3.1.3 

  6. กําหนดให ( ) ( )6, 2 , 2, 2 ,A B C− − −  และ D  เปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยมคางหมู  

มีดาน AB  เปนฐานท่ียาวเปน 2 เทาของดานคูขนาน DC  มีมุม A   เปนมุมฉากและ

มีพ้ืนท่ี 24 ตารางหนวย  จงหาความชันท่ีเปนไปไดท้ังหมดของดาน BC  

สถานการณในแบบฝกหัดขอนี้อาจเปนได 2 กรณี คือ กรณีท่ีจุด C  และจุด D  อยูเหนือแกน X  

และกรณีท่ีจุด C  และจุด D  อยูใตแกน X  ซ่ึงทําใหความชันของดาน BC  ท่ีเปนไปไดมี 2 

คําตอบ 

 

เสนขนาน 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

ถึงแมวาไม ได มีการนิยามความชันของเสนตรงท่ีขนานแกน Y  แตสามารถอธิบาย 

การขนานกันของเสนตรงท่ีขนานแกน Y  สองเสน เชน เสนตรง 2x =  และ 4x =  ได โดยใช

การสังเกตจากกราฟ 
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เสนตั้งฉาก 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

ถึงแมวาไม ได มีการนิยามความชันของเสนตรงท่ีขนานแกน Y  แตสามารถอธิบาย 

การตั้งฉากกันของเสนตรงท่ีขนานแกน Y  กับเสนตรงท่ีขนานแกน X  เชน เสนตรง 2x =  

และ 4y =  ได โดยใชการสังเกตจากกราฟ 

 

ความสัมพันธซ่ึงมีกราฟเปนเสนตรง 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

นักเรียนอาจเขาใจผิดวาระยะตัดแกน X  ( X -intercept) และระยะตัดแกน Y  (Y -intercept) 

เปนจํานวนบวกไดเทานั้น เนื่องจากคําวา “ระยะ” อาจทําใหเขาใจผิดวาตองเปนจํานวนบวก

เทานั้น แตระยะตัดแกน X  และระยะตัดแกน Y  เปนไดท้ังจํานวนบวก จํานวนลบ และศูนย  

ดังแสดงในหมายเหตุทายตัวอยางท่ี 16 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

แบบฝกหัด 3.1.6 

  11. ให ( ) ( )0,0 , 4,0  และ ( ),x y  เปนจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมท่ีมีพ้ืนท่ี 4 ตารางหนวย  

จงหาวา ( ),x y  เปนคูอันดับใดไดบาง 

สถานการณในแบบฝกหัดขอนี้อาจเปนได 2 กรณี คือ กรณีท่ีจุด ( ),x y  ท่ีตองการหาอยูเหนือ

แกน X  และกรณีท่ีจุด ( ),x y  ท่ีตองการหาอยูใตแกน X  ซ่ึงทําใหคําตอบท่ีเปนไปไดมี 2 คําตอบ  
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ภาคตัดกรวย 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ครูควรเปดโอกาสใหนักเรียนเขียนสมการภาคตัดกรวยซ่ึงเปนคําตอบของโจทยปญหาใน

รูปแบบมาตรฐานหรือรูปแบบท่ัวไปก็ได ท้ังนี้ข้ึนอยูกับบริบทของโจทย 

• สมการรูปแบบมาตรฐานของภาคตัดกรวยชวยใหหารายละเอียดท่ีสําคัญของภาคตัดกรวย 

เชน จุดศูนยกลาง โฟกัส ไดงายข้ึน  

• ครูไมควรใหนักเรียนทองจําสมการรูปท่ัวไปของภาคตัดกรวย แตตองใหนักเรียนสามารถจัด

สมการรูปท่ัวไปใหอยูในรูปมาตรฐานได 

 

วงกลม 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

ครูควรเนนย้ําวา สมการ 2 2 0x y ax by c+ + + + =  เม่ือ ,a b  และ c  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

อาจมีกราฟเปนวงกลม หรือจุดหนึ่งจุด หรือไมมีกราฟก็ได ข้ึนกับคาของ ,a b  และ c  
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วงรี 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

ในการสอนเก่ียวกับความเยื้องศูนยกลางของวงรี ครูอาจเขียนความเยื้องศูนยกลางของวงรีให

อยูในรูป 
2 2 2

21c a b be
a a a

−
= = = −  ซ่ึงจะทําใหเห็นวาเม่ือ a  และ b  มีคาใกลเคียงกัน  

จะทําให e  มีคาใกล 0  นั่นคือวงรีมีความรีนอย ซ่ึงจะมีรูปรางใกลเคียงวงกลม 

 

ไฮเพอรโบลา 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

แบบฝกหัด 3.2.4 

  3. จงหาสมการไฮเพอรโบลาท่ีสอดคลองกับเง่ือนไขตอไปนี้ 

   9)  เสนกํากับ คือ y x= ±  และไฮเพอรโบลาผานจุด ( )5, 3  

สถานการณในแบบฝกหัดขอนี้อาจเปนได 2 กรณี คือ กรณีท่ีแกนตามขวางอยูในแนวตั้ง และ

กรณีท่ีแกนตามขวางอยูในแนวนอน ซ่ึงเม่ือตรวจสอบแลวจะพบวากรณีท่ีแกนตามขวางอยูใน

แนวตั้งนั้นเปนไปไมได 
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การเล่ือนกราฟ 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

แบบฝกหัด 3.2.5 

  6. จงพิจารณาวาสมการท่ีกําหนดใหมีกราฟเปนวงรี พาราโบลา หรือไฮเพอรโบลา หรือ

ภาคตัดกรวยลดรูป  ถาเปนกราฟวงรี จงหาจุดศูนยกลาง จุดยอด โฟกัส ความยาว

ของแกนเอก และความยาวของแกนโท  ถากราฟเปนพาราโบลา จงหาจุดยอด โฟกัส 

และไดเรกตริกซ  ถากราฟเปนไฮเพอรโบลา จงหาจุดศูนยกลาง จุดยอด โฟกัส และ

เสนกํากับ  แลวเขียนกราฟของสมการ  ถาสมการไมมีกราฟในระนาบจํานวนจริง   

จงบอกเหตุผล 

   11) 2 23 4 6 24 39 0x y x y+ − − + =   

   12) 2 24 20 40 300 0x y x y+ + − + =  

8. จงหาคาของ F  ถากราฟของสมการ ( )2 24 4 2 0x y x y F+ + − + =  เปน 

   1) วงรี     2) จุดจุดเดียว     3) เซตวาง 

ในการทําแบบฝกหัดสองขอนี้  เม่ือจัดรูปสมการแลว ตองใชความรูวากําลังสองของจํานวนจริงใด ๆ 

จะเปนจํานวนจริงบวกหรือศูนยเสมอ มาชวยในการแกสมการ 

 

3.3 การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน 

การวัดผลระหวางเรียนเปนการวัดผลการเรียนรูเพ่ือปรับปรุงและพัฒนาการเรียนการสอน และ

ตรวจสอบนักเรียนแตละคนวามีความรูความเขาใจในเรื่องท่ีครูสอนมากนอยเพียงใด 

การใหนักเรียนทําแบบฝกหัดเปนแนวทางหนึ่ง ท่ีครูอาจใชเ พ่ือประเมินผลดานความรู 



     
     
     

 บทท่ี 3 | เรขาคณิตวิเคราะห   
 

204 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 4  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

ระหวางเรียนของนักเรียน  ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 4 

เลม 2  ไดนําเสนอแบบฝกหัดท่ีครอบคลุมเนื้อหาท่ีสําคัญของแตละบทไว  สําหรับในบทท่ี 3 

เรขาคณิตวิเคราะห ครูอาจใชแบบฝกหัดเพ่ือวัดผลประเมินผลความรูในแตละเนื้อหาไดดังนี ้

เนื้อหา แบบฝกหัด 

ระยะทางระหวางจุดสองจุด 3.1.1  ขอ 1 – 12 

จุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง 3.1.2  ขอ 1 – 12 

ความชันของเสนตรง 3.1.3  ขอ 1 – 6 

เสนขนาน 3.1.4  ขอ 1 – 10 

เสนตั้งฉาก 3.1.5  ขอ 1 – 12 

ความสัมพันธซ่ึงมีกราฟเปนเสนตรง 3.1.6  ขอ 1 – 13 

ระยะหางระหวางจุดกับเสนตรง 3.1.7  ขอ 1 – 6 

วงกลม 3.2.1  ขอ 1 – 15 

วงรี 3.2.2  ขอ 1 – 5 

พาราโบลา 3.2.3  ขอ 1 – 4 

ไฮเพอรโบลา 3.2.4  ขอ 1 – 11 

การเลื่อนกราฟของสมการ 3.2.5  ขอ 1 – 9 
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3.4 การวิเคราะหแบบฝกหัดทายบท 

หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 4 เลม 2  มีจุดมุงหมายวาเม่ือนักเรียน

ไดเรียนจบบทท่ี 3 เรขาคณิตวิเคราะห แลวนักเรียนสามารถ 

1. หาระยะทางระหวางจุดสองจุด และหาจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง 

2. หาความชันของเสนตรง และใชความชันในการอธิบายเก่ียวกับเสนขนานและเสนตั้งฉาก 

3. เขียนกราฟและหาสมการเสนตรง 

4. หาระยะหางระหวางเสนตรงกับจุดและเสนคูขนาน 

5. เขียนกราฟและหาสมการวงกลม วงรี พาราโบลา และไฮเพอรโบลา 

6. ใชความรูเก่ียวกับเรขาคณิตวิเคราะหและภาคตัดกรวยในการแกปญหา 

 

ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 4 เลม 2  ไดนําเสนอแบบฝกหัด

ทายบทท่ีประกอบดวยโจทยเพ่ือตรวจสอบความรูหลังเรียน ซ่ึงมีวัตถุประสงคเพ่ือวัดความรูความ

เขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมาย นอกจากนี้ประกอบดวยโจทยฝกทักษะท่ีมีความนาสนใจและ

โจทยทาทาย  ครูอาจเลือกใชแบบฝกหัดทายบทวัดความรูความเขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมาย

ของบทเพ่ือตรวจสอบวานักเรียนมีความสามารถตามจุดมุงหมายเม่ือเรียนจบบทเรียนหรือไม  

ท้ังนี้ แบบฝกหัดทายบทแตละขอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 4 

เลม 2  บทท่ี 3 เรขาคณิตวิเคราะห สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียน ดังนี้ 

  



     
     
     

 บทท่ี 3 | เรขาคณิตวิเคราะห   
 

206 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 4  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

ขอ 
ขอ 
ยอย 

จุดมุงหมาย 

หาระยะทาง

ระหวาง 

จุดสองจุด 

และหา 

จุดก่ึงกลาง

ของสวนของ

เสนตรง 

หาความชัน

ของเสนตรง 

และใช 

ความชัน 

ในการอธิบาย

เก่ียวกับ 

เสนขนานและ

เสนตัง้ฉาก 

เขียนกราฟ

และหาสมการ

เสนตรง 

หาระยะหาง

ระหวาง

เสนตรงกับจุด

และ 

เสนคูขนาน 

เขียนกราฟ

และหาสมการ

วงกลม วงรี 

พาราโบลา 

และ

ไฮเพอรโบลา 

ใชความรู

เก่ียวกับ

เรขาคณิต

วิเคราะหและ

ภาคตดักรวย

ในการ

แกปญหา 

1.        

2.        

3.        

4.        

5.        

6. 1)       

 2)       

7.        

8.        

9. 1)       

 2) โจทยทาทาย 

 3) โจทยทาทาย 

10. 1)       

 2)       

 3)       
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ขอ 
ขอ 
ยอย 

จุดมุงหมาย 

หาระยะทาง

ระหวาง 

จุดสองจุด 

และหา 

จุดก่ึงกลาง

ของสวนของ

เสนตรง 

หาความชัน

ของเสนตรง 

และใช 

ความชัน 

ในการอธิบาย

เก่ียวกับ 

เสนขนานและ

เสนตัง้ฉาก 

เขียนกราฟ

และหาสมการ

เสนตรง 

หาระยะหาง

ระหวาง

เสนตรงกับจุด

และ 

เสนคูขนาน 

เขียนกราฟ

และหาสมการ

วงกลม วงรี 

พาราโบลา 

และ

ไฮเพอรโบลา 

ใชความรู

เก่ียวกับ

เรขาคณิต

วิเคราะหและ

ภาคตดักรวย

ในการ

แกปญหา 

 4)       

11. 1)       

 2)       

 3)       

 4)       

12. 1)       

 2)       

 3)       

 4)       

13. 1)       

 2)       

 3)       

 4)       

14. 1)       

 2)       

 3)       
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ขอ 
ขอ 
ยอย 

จุดมุงหมาย 

หาระยะทาง

ระหวาง 

จุดสองจุด 

และหา 

จุดก่ึงกลาง

ของสวนของ

เสนตรง 

หาความชัน

ของเสนตรง 

และใช 

ความชัน 

ในการอธิบาย

เก่ียวกับ 

เสนขนานและ

เสนตัง้ฉาก 

เขียนกราฟ

และหาสมการ

เสนตรง 

หาระยะหาง

ระหวาง

เสนตรงกับจุด

และ 

เสนคูขนาน 

เขียนกราฟ

และหาสมการ

วงกลม วงรี 

พาราโบลา 

และ

ไฮเพอรโบลา 

ใชความรู

เก่ียวกับ

เรขาคณิต

วิเคราะหและ

ภาคตดักรวย

ในการ

แกปญหา 

 4)       

 5)       

 6)       

 7)       

 8)       

 9)       

 10)       

15. 1)       

 2)       

 3)       

 4)       

 5)       

 6)       

 7)       

 8)       

 9)       
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ขอ 
ขอ 
ยอย 

จุดมุงหมาย 

หาระยะทาง

ระหวาง 

จุดสองจุด 

และหา 

จุดก่ึงกลาง

ของสวนของ

เสนตรง 

หาความชัน

ของเสนตรง 

และใช 

ความชัน 

ในการอธิบาย

เก่ียวกับ 

เสนขนานและ

เสนตัง้ฉาก 

เขียนกราฟ

และหาสมการ

เสนตรง 

หาระยะหาง

ระหวาง

เสนตรงกับจุด

และ 

เสนคูขนาน 

เขียนกราฟ

และหาสมการ

วงกลม วงรี 

พาราโบลา 

และ

ไฮเพอรโบลา 

ใชความรู

เก่ียวกับ

เรขาคณิต

วิเคราะหและ

ภาคตดักรวย

ในการ

แกปญหา 

 10)       

16. 1)       

 2)       

 3)       

 4)       

 5)       

 6)       

 7)       

 8)       

17. 1)       

 2)       

 3)       

 4)       

18. 1)       

 2)       

 3)       
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ขอ 
ขอ 
ยอย 

จุดมุงหมาย 

หาระยะทาง

ระหวาง 

จุดสองจุด 

และหา 

จุดก่ึงกลาง

ของสวนของ

เสนตรง 

หาความชัน

ของเสนตรง 

และใช 

ความชัน 

ในการอธิบาย

เก่ียวกับ 

เสนขนานและ

เสนตัง้ฉาก 

เขียนกราฟ

และหาสมการ

เสนตรง 

หาระยะหาง

ระหวาง

เสนตรงกับจุด

และ 

เสนคูขนาน 

เขียนกราฟ

และหาสมการ

วงกลม วงรี 

พาราโบลา 

และ

ไฮเพอรโบลา 

ใชความรู

เก่ียวกับ

เรขาคณิต

วิเคราะหและ

ภาคตดักรวย

ในการ

แกปญหา 

 4)       

19. 1)       

 2) โจทยทาทาย 

20.        

21.  โจทยทาทาย 

22.        

23.        

24.        

25.        

26. 1)       

 2)       

 3)       

 4)       

27. 1)       

 2)       

 3)       
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ขอ 
ขอ 
ยอย 

จุดมุงหมาย 

หาระยะทาง

ระหวาง 

จุดสองจุด 

และหา 

จุดก่ึงกลาง

ของสวนของ

เสนตรง 

หาความชัน

ของเสนตรง 

และใช 

ความชัน 

ในการอธิบาย

เก่ียวกับ 

เสนขนานและ

เสนตัง้ฉาก 

เขียนกราฟ

และหาสมการ

เสนตรง 

หาระยะหาง

ระหวาง

เสนตรงกับจุด

และ 

เสนคูขนาน 

เขียนกราฟ

และหาสมการ

วงกลม วงรี 

พาราโบลา 

และ

ไฮเพอรโบลา 

ใชความรู

เก่ียวกับ

เรขาคณิต

วิเคราะหและ

ภาคตดักรวย

ในการ

แกปญหา 

 4)       

 5)       

 6)       

28.        

29.        

30.        

31. 1)       

 2)       

32.        

33.  โจทยทาทาย 
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3.5 ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครู 

• สมบัติการคลายกันของวงกลม  สมบัติการคลายกันของพาราโบลา  และความรูเพ่ิมเติม

เก่ียวกับคาความเยื้องศูนยกลาง  สามารถศึกษาไดจากหนังสือเรียนรูเพ่ิมเติมเพ่ือเสริม

ศักยภาพคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 4 – 6  เรื่องเรขาคณิตวิเคราะห  หนา 48 – 50 

• สมบัติการสะทอนของแสงบนวงรีและพาราโบลา สามารถศึกษาไดจากหนังสือเรียนรู

เพ่ิมเติมเพ่ือเสริมศักยภาพคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 4 – 6  เรื่องเรขาคณิตวิเคราะห  

หนา 76 – 80 

• การพิสูจนสมบัติของโฟกัสของภาคตัดกรวย สามารถศึกษาไดจากหนังสือเรียนรูเพ่ิมเติมเพ่ือ

เสริมศักยภาพคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 4 – 6  เรื่องเรขาคณิตวิเคราะห  หนา 83 – 86 

• รูปแบบท่ัวไปของสมการของภาคตัดกรวย 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F+ + + + + =  เม่ือ ,A B  

และ C  ไมเปนศูนยพรอมกัน  ในกรณีท่ี 0B ≠  จะมีกราฟเปนภาคตัดกรวยท่ีแกนของกราฟ

ไมขนานกับแกน X  และแกน Y  หรือภาคตัดกรวยลดรูป  สามารถศึกษาไดจากหนังสือเรียนรู

เพ่ิมเติมเพ่ือเสริมศักยภาพคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 4 – 6 เรื่อง เรขาคณิตวิเคราะห 

หนา 50 – 52   

 

3.6 ตัวอยางแบบทดสอบประจําบทและเฉลยแบบทดสอบประจําบท 

ในสวนนี้จะนําเสนอตัวอยางแบบทดสอบประจําบทท่ี 3 เรขาคณิตวิเคราะห สําหรับรายวิชา

เพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 4 เลม 2  ซ่ึงครูสามารถเลือกนําไปใชไดตามจุดประสงค

การเรียนรูท่ีตองการวัดผลประเมินผล 
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ตัวอย่างแบบทดสอบประจ าบท 

 

1. จงหาจุดบนเส้นตรง 2y x  ทั้งหมด ซึ่งอยู่ห่างจากจุด  1, 3  เป็นระยะทาง 13  หน่วย 

2. จุด A  และ B  มีพิกัดเป็น  0, 0  และ  3, 4  ตามล าดับ ถ้าทั้งสองจุดต่างเคลื่อนที่เข้าหา

กันในแนวเส้นตรงเดียวกันด้วยความเร็ว 1  หน่วยต่อนาที อยากทราบว่าทั้งสองจุดจะพบกัน

เมื่อเวลาผ่านไปกี่นาที และพบกันที่พิกัดใด 

3. ถ้าจุด   2, 3 ,  4, 15  และ  6, y  เป็นจุดบนเส้นตรงเดียวกัน แล้ว y  มีค่าเท่าใด 

4. ก าหนดให้   3, 6A   และ  1, 5B  เป็นจุดปลายของส่วนของเส้นตรง จงหาพิกัดของจุดบน

ส่วนของเส้นตรงนี้ ซึ่งอยู่ห่างจากจุด A  เป็นระยะ 3

8
 ของระยะทางระหว่างจุด A  และ B  

5. ถ้าจุดปลายของเส้นมัธยฐานทั้งสามของรูปสามเหลี่ยม คือ จุด  3.5, 8.5 ,  2, 5 และ 

 1.5, 5.5  จงหาพิกัดของจุดยอดท้ังสาม 

6. ก าหนด ABCD  เป็นรูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน ถ้าจุด A , B  และ C  มีพิกัดเป็น  1, 4 ,  3, 7  

และ  5, 2  ตามล าดับ จงหาพิกัดของจุด D  

7. ก าหนดให้   2, 2A   และ  2, 4B  เป็นจุดปลายของส่วนของเส้นตรง จงหาพิกัดของจุด 

C  บนเส้นตรง y x  ที่ท าให้ ABC  เป็นรูปสามเหลี่ยมที่มีมุม C  เป็นมุมฉาก 

8. ถ้าเส้นตรงที่เชื่อมระหว่างจุด  , x y  กับจุด   1, 3  มีความชันเป็น 4  จงหาความสัมพันธ์

ระหว่าง x  และ y  

9. ให้ , a b  และ c  เป็นจ านวนจริงใด ๆ ที่แตกต่างกันทั้งหมด  จงแสดงว่าจุด  ,  ,a b c 

 , b c a   และ  , c a b   อยู่บนเส้นตรงเดียวกัน 

10. ก าหนด   1, 1A    3, 5B  และ  2, 4C  เป็นจุดยอดของรูปสามเหลี่ยม จงหาพิกัดของ

จุดปลายของเส้นตรงที่ลากจากจุด A  ไปตั้งฉากกับด้าน BC  
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11. ก าหนด      0, 0 , , , , A B a b C a c b d   และ  , D c d  เป็นจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยม

ด้านขนาน จงแสดงว่าเส้นทแยงมุมของรูปสี่เหลี่ยม ABCD  ตัดกันเป็นมุมฉาก  ก็ต่อเมื่อ 
AB AD    

12. ก าหนดจุด A , B  และ C  มีพิกัดเป็น    0, 0 , 4, 2  และ  2, 4  ตามล าดับ  ให้ 1
L

เป็นเส้นตรงที่ตั้งฉากและผ่านจุดกึ่งกลางของส่วนของเส้นตรง AB  และ 2
L  เป็นเส้นตรง

ที่ตั้งฉากและผ่านจุดกึ่งกลางของส่วนของเส้นตรง BC   ถ้า 1
L  และ 2

L  ตัดกันที่ D   

จงแสดงว่า DA DB DC   (นั่นคือจุด D  เป็นจุดศูนย์กลางของวงกลมที่ผ่านจุด A , B  

และ C ) 

13. จงแสดงว่าในรูปสามเหลี่ยมใด ๆ เส้นตรงที่ลากผ่านจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมและ 

ตั้งฉากกับด้านตรงข้าม จะพบกันที่จุด ๆ เดียว 

14. จงหาสมการเส้นตรงที่มีความชันเท่ากับ 4  ซึ่งพ้ืนที่ที่ปิดล้อมด้วยเส้นตรงนี้กับแกน x  และ

แกน y  เป็นรูปสามเหลี่ยมที่มีพ้ืนที่ 8  ตารางหน่วย 

15.  จงหาเส้นตรงที่อยู่กึ่งกลางเส้นคู่ขนาน 3 0x y   และ 3 6 0x y    

16. จงหาสมการเส้นตรงที่ผ่านจุดตัดของวงกลม 2 2 4x y   และ 2 2 2 2 0x y x y     

17. จงหาวงกลมที่ผ่านจุด  0, 0 ,   1, 2  และ  3, 3   

18. จงหาสมการวงกลมที่มีรัศมี 4  หน่วย และมี 0x y   และ 0x y   เป็นเส้นสัมผัส 

19. ก าหนดวงรี E  มีความยาวครึ่งแกนเอก a  หน่วย และความยาวครึ่งแกนโท b  หน่วย  ให้ L  

เป็นเส้นตรงที่ขนานกับแกนโทของวงรีและผ่านโฟกัสจุดหนึ่งของวงรี  ถ้าเส้นตรง L  ตัดวงรี E  

ที่จุด A  และ B   จงเขียนแสดงความยาวของส่วนของเส้นตรง AB  ในรูปของ a  และ b  

หมายเหตุ ส่วนของเส้นตรง AB  มีชื่อเรียกว่า latus rectum 

20. จงหาสมการวงรีที่ผ่านจุด  1, 1  และมีแกนเอกอยู่บนแกน x  โดยแกนเอก และแกนโทยาว 

6  และ 4  หน่วย ตามล าดับ 
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21. จงหาพาราโบลาที่มีโฟกัสอยู่ที่จุด  4, 3  และไดเรกตริกซ์ คือ  5y     

22. จงหาสมการไฮเพอร์โบลาที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด  2, 3  จุดยอดอยู่ที่จุด  2, 7  และ

โฟกัสอยู่ที่จุด  2, 11  

23. จงหาเซตของจุดทั้งหมดในระนาบซึ่งผลต่างของระยะทางจากจุดใด ๆ ไป ยังจุด  1, 1  และ 

  1,  1   มีค่าคงตัวเท่ากับ 1  หน่วย 

24. สะพานรูปโค้งพาราโบลาคว่ า มีจุดปลายห่างกัน 100  เมตร และจุดสูงสุดของสะพานอยู่สูง

จากพ้ืนดิน 50  เมตร  ถ้ายศเดินขึ้นสะพานโดยวัดระยะตามแนวราบได้ 20 เมตร จงหาว่า 

ยศจะอยู่สูงจากพ้ืนดินกี่เมตร 

 

เฉลยตัวอย่างแบบทดสอบประจ าบท 

 

1. ให้ จุด  , a b  เป็นจุดบน 2y x  ซึ่งอยู่ห่างจากจุด  1, 3  เป็นระยะทาง 13  หน่วย 

 จากจุด  , a b  เป็นจุดบน 2y x   ดังนั้น 2b a     

 จากจุด  , a b  อยู่ห่างจาก  1, 3  เป็นระยะทาง 13  หน่วย จะได้ 

       
2 2

1 3a b    = 13  ------------ (1 ) 

 แทน b  ด้วย 2a  ใน (1 ) จะได้ 

       
2 2

1 2 3a a    = 13  

       
2 2

1 2 3a a    = 13  

  2 22 1 4 12 9a a a a      = 13  

  25 14 3a a   = 0 

    5 1 3a a   = 0 
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 ดังนั้น  1
  

5
a     หรือ  3a     

ถ้า 1
  

5
a    จะได้  2

  
5

b       

ถ้า 3a   จะได้ 6b   

 ดังนั้น จุดทั้งหมดคือ 1 2
, 

5 5

 
  
 

 และ  3, 6  

2. หาระยะทางระหว่างจุด A  และ B  ได้เป็น    
2 2

0 3 0 4 5     หน่วย 

 เพราะทั้งสองเคลื่อนที่ด้วยความเร็ว 1  หน่วยต่อนาทีเท่ากัน จึงจะพบกันเมื่อแต่ละจุด

เคลื่อนที่ได้ 5
2.5

2
  หน่วย ซึ่งใช้เวลา 2.5  นาที และพบกันที่จุดกึ่งกลางของสองจุดนั้น 

คือ  
0 3 0 4

, 1.5, 2
2 2

  
 

 
 

 ดังนั้น ทั้งสองจุดจะพบกันเมื่อผ่านไป 2.5  นาที ที่พิกัด  1.5, 2  

3. ให้ ,A B  และ C  มีพิกัดเป็น   2, 3    4, 15  และ  6,  y  ตามล าดับ 

 เนื่องจาก  

  2 2(4 ( 2)) (15 3) 36 144 180AB               

  
2 2 2(6 4) ( 15) 30 229BC  y       y y          

  
2 2 2(6 ( 2)) ( 3) 6 73AC  y    y y           

 และ จุด A , B  และ C  อยู่บนเส้นตรงเดียวกัน ก็ต่อเมื่อ AB BC AC   

 จะได้ว่า 
2180 30 229y y    = 

2 6 73y y   

    2 2180 2 180 30 229 30 229y y y y       = 2 6 73y y   

      22 180 30 229y y   = 24 336y   

     212 5 30 229y y   = 24 336y   

     25 30 229y y   = 2 28y   
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    25 30 229y y   = 24 112 784y y   

   25 150 1145y y   = 
24 112 784y y   

   2 38 361y y   = 0 

   2( 19)y   = 0 

 ดังนั้น y  = 19 

4. ให้จุด , , , , ,C D E F G H  และ I  เป็นจุดที่แบ่งส่วนของเส้นตรง AB  ออกเป็น 8  ส่วน

เท่า ๆ กัน ดังรูป 
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 ต้องการหาพิกัดของ จุด E   

 เนื่องจากจุด F  เป็นจุดกึ่งกลางระหว่างจุด A  และ B    

 ดังนั้น จุด F  มีพิกัด  
 3 1 6 5

,  1, 5.5
2 2

  
   

  
 

 

 เนื่องจากจุด D  เป็นจุดกึ่งกลางระหว่างจุด A  และ F    

 ดังนั้น จุด D  มีพิกัด  
 3 (  1) 6 5.5

,  2, 5.75
2 2

  
    

  
 

 

 เนื่องจากจุด E  เป็นจุดกึ่งกลางระหว่างจุด D  และ F    

 ดังนั้น จุด E  มีพิกัด  
 2 (  1) 5.75 5.5

,  1.5, 5.625
2 2

  
    

  
 

 

5. ให้ จุดยอดท้ังสามมีพิกัดเป็น  ,a  b ,  ,c  d  และ  ,e  f   

 โดยที่  3.5, 8.5  เป็นจุดกึ่งกลางของส่วนของเส้นตรงที่เชื่อมระหว่าง  ,a  b  และ  ,c  d  

  2, 5  เป็นจุดกึ่งกลางของส่วนของเส้นตรงที่เชื่อมระหว่าง  ,c  d  และ  ,e  f  

  1.5, 5.5  เป็นจุดกึ่งกลางของส่วนของเส้นตรงที่เชื่อมระหว่าง  ,e  f  และ  ,a  b  

 จะได้ ,
2 2

a c b d
 

  
 
 

 =  3.5, 8.5  

  ,
2 2

c e d f
 

  
 
 

 =  2, 5  

  ,
2 2

e a f b
 

  
 
 

 =  1.5, 5.5  

 นั่นคือ  ,a c  b d   =  7, 17  ------------ (1 ) 

   ,c e  d f   =  4, 10  ------------ ( 2 )  

   ,e a  f b   =  3, 11  ------------ ( 3 )  

 จาก    1 , 2  และ  3  จะได้  

   2 2 2 , 2 2 2a c e  b d f     =  14, 38  

   ,a c e  b d f     =  7, 19   ------------ ( 4 ) 
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 จาก  4  และ  1  จะได้    , 0, 2e  f    

 จาก  4  และ  2  จะได้    , 3, 9a  b    

 จาก  4  และ  3  จะได้    , 4, 8c  d    

 ดังนั้น พิกัดของจุดยอดทั้งสามคือ  3, 9 ,  4, 8  และ  0, 2  

6. ให้จุด D  มีพิกัดเป็น  ,x  y  

 หาความชันของ AB  ได้เป็น 7 4 3

3 1 2





 

 หาความชันของ CD  ได้เป็น 2

5

y

x




 

 หาความชันของ AD  ได้เป็น 4

1

y

x




  

เนื่องจาก ABCD  เป็นรูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน  ดังนั้น / /AB CD  และ / /AD BC  

 หาความชันของ BC  ได้เป็น 2 7 5

5 3 2


 


 

 นั่นคือ   2 3

5 2

y
  

x





             และ   4 5

1 2

y
  

x


 


 

              2 4 3 15y    x       และ         2 8 5 5y    x    

 จะได้ 3x   และ  1y    

 ดังนั้น จุด D  มีพิกัด  3, 1  

7. ให้จุด C  มีพิกัดเป็น  ,a  b  

 เนื่องจากจุด C  อยู่บนเส้นตรง  y x   ดังนั้น a b   

 เขียนกราฟได้ดังนี้ 
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 หรือ 

 
 

 เนื่องจากมุม C  เป็นมุมฉาก  ดังนั้น ผลคูณของความชันของส่วนของเส้นตรง CA  กับ 

CB  เท่ากับ  1  

 นั่นคือ  
2 4

2 2

b b

a a

 


 
 = 1  
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2

2

b

a




 = 

2

4

a

b





 

    2 6 8b b   =  2 4a   

 เนื่องจาก a b   

 จะได้ว่า 2 6 8b b   = 
2( 4)b   

   2 6 8b b   = 
24 b  

   22 6 4b b   = 0 

      
2 3 2b b   = 0 

     1 2b b   = 0 

 ดังนั้น  1b   หรือ 2b   

 นั่นคือ จุด C  บนเส้นตรง y x  ที่ท าให้ ABC  เป็นรูปสามเหลี่ยมที่มีมุม C  เป็นมุมฉาก 

มีพิกัดเป็น (1, 1)  หรือ (2, 2)  

8. จากโจทย์ จะได้  3

1

y

x




   = 4 

    3y   = 4 4x   

            y  = 4 7x   

 ดังนั้น ความสัมพันธ์ระหว่าง x  และ y  คือ 4 7y  x   

9. ความชันของเส้นตรงที่เชื่อมระหว่าง  , a b c   และ  , b c a   คือ 1
c a

c a





  

 ความชันของเส้นตรงที่เชื่อมระหว่าง  , b c a   และ  , c a b   คือ 1
a b

a b





 

 เนื่องจากเส้นตรงทั้งสองมีความชันเท่ากัน  ดังนั้น เส้นตรงทั้งสองขนานกัน 

 เนื่องจากเส้นตรงทั้งสองผ่านจุด ( , )b c a   ดังนั้นเส้นตรงทั้งสองเป็นเส้นเดียวกัน 

 จะได้ว่า จุด  , a b c  ,  , b c a   และ  , c a b   อยู่บนเส้นตรงเดียวกัน 

10. ให้ ( , )D x  y  เป็นจุดปลายของเส้นตรงที่ลากจากจุด A  ไปยังด้าน BC  

 เนื่องจากความชันของด้าน BC  เท่ากับ 4 5
1

2 3





   



      

   

   

 บทท่ี 3 | เรขาคณิตวิเคราะห์  

 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 221 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 ดังนั้น ความชันของส่วนของเส้นตรง DB  เท่ากับ 1  ด้วย 

 จะได้  5
1

3

y

x





  นั่นคือ  2y x    ------------ (1 ) 

 เนื่องจากส่วนของเส้นตรง AD  ตั้งฉากกับด้าน BC  ซึ่งมีความชัน 1    

 จะได้ว่า ความชันของส่วนของเส้นตรง AD  คือ  1    

 จะได้  1
1

1

y

x


 


  นั่นคือ  y x                  ------------ ( 2 ) 

 จาก (1) และ (2)  

จะได้ว่า  1x    และ 1y   

 ดังนั้น จุดปลายของเส้นตรงที่ลากจากจุด A  ไปตั้งฉากกับด้าน BC  มีพิกัดเป็น   1, 1    

11. เนื่องจากเส้นทแยงมุมของรูปสี่เหลี่ยม ABCD  ตัดกันเป็นมุมฉาก   

 ดังนั้น ผลคูณของความชันของเส้นตรง AC  กับ BD  เท่ากับ  1  

 จะได้   b d d b

a c c a

 


 
 = 1  

    2 2d b  = 
2 2a c  

    2 2a b  = 
2 2c d  

    
2AB  = 

2AD   

    AB  = AD   

 ดังนั้น เส้นทแยงมุมของรูปสี่เหลี่ยม ABCD  ตัดกันเป็นมุมฉาก ก็ต่อเมื่อ AB AD  

12. จุดกึ่งกลางของส่วนของเส้นตรง AB  คือ  2, 1   

 และความชันของส่วนของเส้นตรง AB  คือ 1

2
   

 ดังนั้น 1
L  มีความชัน  2  และผ่านจุด  2, 1  

 นั่นคือ 1
L  มีสมการเป็น  2 5y x    ------------ (1 ) 

 จุดกึ่งกลางของส่วนของเส้นตรง BC  คือ  3, 3   

 และความชันของส่วนของเส้นตรง BC  คือ  1    
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 ดังนั้น 2
L  มีความชัน 1  และผ่านจุด (3, 3)   

 นั่นคือ 2
L  มีสมการเป็น y x   ------------ ( 2 ) 

 จาก (1 ) และ ( 2 ) จะหาพิกัดของจุดตัด D  ได้เป็น 5 5
,

3 3
 

 
 
 

 

 จะเห็นว่า 

   

2 2
5 5 50

0 0
3 3 3

DA    
   

       
   

 

   

2 2
5 5 50

4 2
3 3 3

DB    
   

       
   

 

   

2 2
5 5 50

2 4
3 3 3

DC    
   

       
   

 

 นั่นคือ  DA DB DC   

13. ให้ ABC  เป็นรูปสามเหลี่ยม ซึ่ง A , B  และ C  มีพิกัดเป็น ( , 0), ( , 0)a  b   และ ( , )p  q  

ตามล าดับ   เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 

 จะได้ว่า เส้นตรงที่ผ่านจุด C  และตั้งฉากกับด้าน AB  คือ x p   
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 เนื่องจาก BC  มีความชัน q

p b
  ดังนั้น เส้นตรงที่ผ่านจุด A  และตั้งฉากกับ BC   

มีความชัน b p

q


 คือ    b p x p b a

y
q q

 
      

 เนื่องจาก AC  มีความชัน q

p a
  ดังนั้น เส้นตรงที่ผ่านจุด B  และตั้งฉากกับ AC   

มีความชัน a p

q


 คือ    a p x p a b

y
q q

 
      

 ให้ 1
L , 

2
L  และ 

3
L  เป็นเส้นตรง x p , 

   b p x p b a
y

q q

 
   และ 

   a p x p a b
y

q q

 
   ตามล าดับ       

จะได้ว่าเส้นตรง 1
L  และ 

2
L  ตัดกันที่จุด    

,
b p p p b a

p  
q q

   
 

 
  

โดยที ่     2

, ,
b p p p b a bp ap ab p

p  p  
q q q

       
    

  
  

 และจะได้ว่าเส้นตรง 1
L  และ 

3
L  ตัดกันที่จุด 

   
,

a p p p a b
p  

q q

   
 

 
 

 โดยที ่     2

, ,
a p p p a b ap bp ab p

p  p  
q q q

       
    

  
 

 ดังนั้น เส้นตรงที่ลากผ่านจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมและตั้งฉากกับด้านตรงข้าม  

 จะพบกันที่จุด ๆ เดียว 

14. เนื่องจากเส้นตรงมีความชันเท่ากับ 4  จึงได้สมการเส้นตรงเป็น 4y x c    

 จะได้ว่าเส้นตรงนี้ตัดแกน X  ที่ , 0
4

c
 

 
 
 

 และตัดแกน Y  ที่  0,  c  
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 ดังนั้น พ้ืนที่ที่ปิดล้อมด้วยเส้นตรงนี้กับแกน x  และแกน y  เป็นรูปสามเหลี่ยมที่มีพ้ืนที่ 
21

( )
2 4 8

c c
c

 
  
 

 ตารางหน่วย 

 นั่นคือ  
2

8

c  = 8  

    2c   = 64 

 จะได้ว่า 8c    หรือ  8c     

 ดังนั้น สมการเส้นตรงคือ 4 8y x   หรือ 4 8y x   

15. เนื่องจาก เส้นตรงที่อยู่กึ่งกลางเส้นคู่ขนาน ย่อมขนานกับเส้นคู่ขนานด้วย   

 ดังนั้น สมมติให้เส้นตรงที่ต้องการมีสมการเป็น 3 0x y c    เมื่อ c  เป็นค่าคงตัว 

 เนื่องจาก เส้นตรงที่ต้องการอยู่ห่างจากเส้นตรง 3 0x y   และ 3 6 0x y     

เป็นระยะทางเท่ากัน   

 จะได้  

 
22

0

3 1

c 

 

 = 

 
22

6

3 1

c 

 
 

    c  = 6c   

    2c   =  
2

6c   

    2c   = 
2 12 36c c   

    12c   = 36 

    c  = 3  

 ดังนั้น เส้นตรงที่ต้องการคือ 3 3 0x y    

16. จาก   2 2 4x y   -----------  1  

 และ  2 2 2 2 0x y x y     -----------  2  

 จะได้ 2 2 4x y      นั่นคือ  2x y   

 แทน x  ใน  1  ด้วย 2y    

 จะได้   
2 22y y   = 4 
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     2 24 4y y y     = 4 

    22 4y y   = 0 

     2y y    = 0 

 นั่นคือ  0y    หรือ  2y    

 จะได้  2x     หรือ  0x    

 ดังนั้น วงกลมทั้งสองวงตัดกันที่จุด  2, 0  และ  0, 2   

 จะได้ว่า เส้นตรงที่ผ่านจุดตัดของวงกลมทั้งสองมีความชัน 
 

2 0
1

0 2




 
  

 ดังนั้น สมการเส้นตรงที่ผ่านจุดตัดของวงกลมทั้งสอง คือ  2 1 0y x     

 นั่นคือ   2x y    หรือ 2 0x y      

17. ให้สมการวงกลม คือ 2 2 0x y ax by c      

 เนื่องจากวงกลมผ่านจุด  0, 0  จะได้ 0c    ----------- (1 ) 

 เนื่องจากวงกลมผ่านจุด   1, 2   จะได้      
2 2 1 2  1 2 0a b c         

 นั่นคือ 2  5b a c        ----------- (2) 

 เนื่องจากวงกลมผ่านจุด  3, 3  จะได้    2 23 3 3 3 0a b c       

 นั่นคือ 3 3  18a b c       ----------- (3) 

 จาก (1), (2) และ (3) จะได้ 7 11
,

3 3
a  b=    และ 0c   

 ดังนั้น สมการวงกลมคือ 2 2 7 11
0

3 3
x y x y     หรือ 2 23 3 7 11 0x y x y     

18. ให้จุดศูนย์กลางของวงกลมมีพิกัดเป็น  ,h  k   

 เนื่องจาก 0x y   และ 0x y   เป็นเส้นสัมผัสวงกลม  

 และวงกลมมีรัศมี 4  หน่วย   

 ดังนั้น  ,h  k  อยู่ห่างจาก 0x y   และ 0x y   เป็นระยะทาง 4  หน่วย 
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 นั่นคือ  

 
22

4
1  1

h k


 
 และ 

2 2
4

1 1

h k



 

 ดังนั้น  
2 22 32h hk k    และ 2 22 32h hk k    

 นั่นคือ  4 0hk   จะได้ว่า 0h   หรือ 0k    

 กรณ ี 0h    จะได้  4 2k   หรือ  4 2k    

 กรณ ี 0k    จะได้  4 2h   หรือ  4 2h    

 ดังนั้น สมการวงกลมทีม่ีรัศมียาว 4 หน่วย และมี 0x y   และ 0x y   เป็นเส้นสัมผัส คือ 

 
2

2 4 2 16x y    

 
2

2 4 2 16x y    

 
2

24 2 16x y    

 
2

24 2 16x y    

19. ให้วงรีมีสมการเป็น 
2 2

2 2
1

x y

a b
   มีจุดโฟกัสที่  , 0c   เมื่อ 2 2 2c a b   

 เนื่องจากเส้นตรง L  ผ่านจุด  , 0c   และขนานแกนโทของวงรี (แกน Y ) พิกัด x  ของ

จุดตัด L  กับ E  คือ c  

 ดังนั้น  
2 2

2 2

c y

a b
  = 1  

    2y  = 

2

2

2
1

c
b

a

 
 

 
 

    2y  = 
2 2

2

2

a c
b

a

 
 
 

 

    2y  = 

2

2

2

b
b

a

 
 
 

 

    2y  = 

4

2

b

a
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 นั่นคือ  
2b

y  
a

  หรือ 
2b

y  
a

   

 จะได้ จุด A  และ B  มีพิกัด 
2

,
b

c  
a

 
 
 

 และ 
2

,
b

c  
a

 
 

 
 ตามล าดับ 

 จะได้ ส่วนของเส้นตรง AB  ยาว  

2
2 2 2

2 2b b b
c c

a a a

  
      

  
 หน่วย 

20. เนื่องจากแกนเอกและแกนโทยาว 6  หน่วย และ 4  หน่วย ตามล าดับ   

 ดังนั้น 3a   และ 2b   

 เนื่องจากแกนเอกคือ แกน X   ดังนั้น สมมติให้จุดศูนย์กลางของวงรี คือ  , 0h   

 ดังนั้น สมการวงรี คือ  
2 2

2 2
1

3 2

x h y
    

 เนื่องจาก วงรีผ่านจุด (1, 1)  จะได้ 

    
 

2 2

2 2

1 1

3 2

h
  = 1  

    
 

2

2

1

3

h
 = 

3

4
 

     
2

1 h  = 
27

4
 

    
3 3

1
2

h      หรือ  3 3
1

2
h     

 จะได้  3 3
1

2
h     หรือ 3 3

1
2

h    

 ดังนั้น วงรีที่ต้องการ คือ 

2

2

2 2

3 3
1

2
1

3 2

x
y

 
  

 
   หรือ 

2

2

2 2

3 3
1

2
1

3 2

x
y

 
  

 
   
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21. พาราโบลาที่โจทย์ก าหนดเป็นพาราโบลาหงาย ซึ่งมีสมการรูปมาตรฐานเป็น 

   
2

4x h p y k    

 เนื่องจาก โฟกัส คือ  4, 3  จึงได้ 4h  , 3k p   

 เนื่องจาก เส้นไดเรกตริกซ์ คือ  5y    จึงได้  5k p    

 นั่นคือ  1k   , 4p   

 ดังนั้น พาราโบลา คือ    
2

4 16 1x y    

22. จากเงื่อนไขที่ก าหนดให้ จะได้ไฮเพอร์โบลาที่มีแกนตามขวางขนานแกน Y  

 จากจุดศูนย์กลางของไฮเพอร์โบลา คือ  2, 3  จะได้    , 2, 3h  k    

 จากจุดยอดของไฮเพอร์โบลา คือ  2, 7  จะได้    , 2, 7h  k a     นั่นคือ 4a   

 จากจุดโฟกัสของไฮเพอร์โบลา คือ  2, 11  จะได้    , 2, 11h  k c     นั่นคือ 8c   

 ดังนั้น 2 2 2 2 28 4 48b c a      

 เพราะว่าสมการไฮเพอร์โบลาที่มีแกนตามขวางขนานแกน Y  คือ    
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
   

 ดังนั้น ไฮเพอร์โบลาที่ต้องการ คือ     
2 2

3 2
1

16 48

y x 
   

23. ให้  ,x  y  เป็นจุดใด ๆ บนระนาบ 

 เนื่องจากผลต่างของระยะทางจากจุด  ,x  y  ไปยังจุด  1, 1  กับ   1,  1   เป็น 1  หน่วย 

      จะได้        
2 2 2 2

1 1 1 1x y x y        = 1  

      
2 2

1 1x y    =    
2 2

1 1 1x y     

      
2

2 2
1 1x y   

  
 =    

2
2 2

1 1 1x y    
  

 

      
2 2

1 1x y    =        
2 2 2 2

1 2 1 1 1 1x y x y         

 2 22 1 2 1x x y y      =    
2 2 2 21 2 1 1 2 1 2 1x y x x y y           
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    
2 2

 2 1 1x y     = 4 4 1x y   

    
2

2 2
 2 1 1x y    

  
 =  

2
4 4 1x y   

    
2 2

4 1 1x y   
 

 = 
2 216 16 1 32 8 8x y xy x y      

 2 24 8 4 4 8 4x x y y      = 
2 216 16 1 32 8 8x y xy x y      

 2 212 12 32 7x y xy    = 0  

 ดังนั้น เซตของจุดทั้งหมดในระนาบซึ่งผลต่างระยะทางจากจุดใด ๆ ไป ยังจุดตรึง  1, 1 กับ 

  1,  1   มีค่าคงตัว 1  หน่วยคือ   2 2, |12 12 32 7 0x  y x y xy     

24. สมมติให้ปลายสะพานมีพิกัดเป็น   50, 0   และ  50, 0   

 และให้จุดสูงสุดของสะพานอยู่ท่ี  0, 50   

 เขียนกราฟแสดงได้ดังนี้ 

 
 เนื่องจากสะพานโค้งเป็นรูปพาราโบลาคว่ า   

 ดังนั้น สมการมาตรฐานอยู่ในรูป    
2

4x h p y k    

 เนื่องจากจุดสูงสุดของสะพานอยู่ท่ี  0, 50    

 ดังนั้น    , 0, 50h  k    
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 นั่นคือ  2 4 50x p y   

 เนื่องจาก พาราโบลาผ่านจุด  50, 0    

 จะได้  250   =  4 0 50p   

    2500   =  4 50p   

    4 p   = 50  

 ดังนั้น สมการพาราโบลานี้ คือ  2  50 50x y    

 เนื่องจาก นายยศเดินขึ้นสะพานโดยวัดระยะตามแนวราบได้ 20 เมตร   

 นั่นคือ นายยศอยู่ท่ีต าแหน่ง 1
(30, ) y   

โดยที่  230   = 
1

 50( 50)y   

   900 = 
1

 50( 50)y   

   18   = 
1

50y    

   y   = 32 

 ดังนั้น นายยศอยู่สูงจากพ้ืนดิน 32  เมตร 

 

3.7 เฉลยแบบฝึกหัด  

คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4 เล่ม 2  แบ่งการเฉลยแบบฝึกหัดเป็น  

2 ส่วน คือ ส่วนที่ 1 เฉลยค าตอบ และส่วนที่ 2 เฉลยค าตอบพร้อมวิธีท าอย่างละเอียด ซึ่งเฉลย

แบบฝึกหัดที่อยู่ในส่วนนี้เป็นการเฉลยค าตอบของแบบฝึกหัด โดยไม่ได้น าเสนอวิธีท า อย่างไรก็ตาม

ครูสามารถศึกษาวิธีท าโดยละเอียดของแบบฝึกหัดได้ในส่วนท้ายของคู่มือครูเล่มนี้ 
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แบบฝึกหดั 3.1.1 

1. 1) 3  หน่วย 2) 13  หน่วย 

 3) 7  หน่วย 4) 29  หน่วย 

 5) 2 2  หน่วย 6) 10  หน่วย 

 7) 2 5  หน่วย 8) 2 2s t  หน่วย 

 9) 2 2s t  หน่วย   10) 2 s t  หน่วย 

2. 1) (7,4)  2) 5  หน่วย 

 3)  12,0  

4. 4 2 2 13 2 41   หน่วย 

5. 2  

6. 
29

0,
24

 
 

 
 

7. รูปสามเหลี่ยมนี้ไม่เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว   

 เนื่องจากไม่มีสองด้านใดเลยของรูปสามเหลี่ยมนี้ที่มีความยาวเท่ากัน 

8. 88  ตารางหน่วย  

9. ให้ (0,0),A (8,18)B  และ (12,27)C  

 จะได้ว่า จุด ,A B  และ C   อยู่บนเส้นตรงเดียวกัน   

เนื่องจาก    2 97 97 3 97AB BC AC        

10. 1 2 2 3 1 3PP P P PP   หรือ 1 3 2 3 1 2PP P P PP   หรือ 1 2 1 3 2 3PP PP P P    

11. 1) 117t  กิโลเมตร 2) 585  กิโลเมตร 

 3) 20 นาที 

12. เวลา 10.00 น.  
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แบบฝึกหัด 3.1.2 

1. 1) 
7 1

,
4 2

 
 
 

 2) 
23

0,
4

 
 

 
 

 3)  2,0  4) 
3

2,
2

 
  
 

 

2. 1)  1,0   2)  5,16   

4.  1 12 ,2x y  

5. 17  หน่วย  

6. 
3 11

,
2 2

 
 
 

 

7. 
373

2
 หน่วย 

8. 4 13 2 37  หน่วย 

9. 
13 25

,
4 4

 
 
 

  

 

แบบฝึกหัด 3.1.3 

1. 1) 3   2) 3  

 3) 
4

7
    4) 

4

3
      

 5) 
15

8
    6) 

3

1 t
 เมื่อ 1t   

2. 1) 6   2) 
9

2
 

 3) 5   4) x   คือ  จ านวนจริงทุกจ านวนยกเว้น 5 

 5) 1   6) 
1

3
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3. 
a b

ab


   โดยที่ 0, 0a b   และ a b  

4. ด้าน AB  ยาว 3 2  หน่วย  และมีความชัน 1  

 ด้าน BC  ยาว 3 2  หน่วย  และมีความชัน 1   

 และด้าน AC  ยาว 6  หน่วย  และไม่นิยามความชัน 

5. 
5

9
 และ 1  

6. 1  หรือ 1  

 

แบบฝึกหัด 3.1.4 

2. 0  
4. ให้     1,2 , 6,7A B และ  3,4  

 จะได้ว่า จุด ,A B   และ C   ไม่อยู่บนเส้นตรงเดียวกัน 

 เนื่องจาก ความชันของเส้นตรงที่ผ่านจุด A  และ B  ไม่เท่ากับ ความชันของเส้นตรงที่ 

 ผ่านจุด B  และ C  

5. 2  
 

แบบฝึกหัด 3.1.5 

1. 
4

3
  

2. 
m

k
  เมื่อ 0k   

3. 
2

3
  

4. เส้นตรงที่ผ่านจุด  4,3  และ  3, 5   ไม่ตั้งฉากกับเส้นตรงผ่านจุด  2, 3    และ  8,2   
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6. ให้     1,6 , 8,8A B และ  7,2  

 จดุ ,A B  และ C  ไม่ได้เป็นจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก   

 เนื่องจาก ไม่มีด้านใดเลยของรูปสามเหลี่ยม ABC  ที่ตั้งฉากกัน 

7. 30  
10. 1) ABCD  เป็นรูปสี่เหลี่ยมด้านเท่า 2) ABCD  เป็นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

11. 1) ABCD เป็นรูปสี่เหลี่ยมด้านขนาน 2) ABCD ไม่เป็นรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

 

แบบฝึกหัด 3.1.6 

1. 1)  1,0  ไม่เป็นสมาชิกของความสัมพันธ์ t  

 2)  8,6  ไม่เป็นสมาชิกของความสัมพันธ์ t  

 3)  0, 2  เป็นสมาชิกของความสัมพันธ์ t  

 4)  2, 1  เป็นสมาชิกของความสัมพันธ์ t  

 5)  6 2, 2  ไม่เป็นสมาชิกของความสัมพันธ์ t  

2. 1)  
3

,
7

x y y
 

   
 

 

 2)  
2

,
3

x y x
 

    
 

 

 3)   , 7x y y    และ   , 1x y y    

 4)   , 3x y x    และ   , 7x y x    
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3. ความชัน  ระยะตัดแกน X   และระยะตัดแกน Y   ของกราฟของสมการที่ก าหนดให้ 

 เป็นดังนี้ 

สมการ ความชัน ระยะตัดแกน X  ระยะตัดแกน Y  

1) 2 3 7x y   
2

3
 

7

2
 

7

3
  

2) 5 4 2 0x y    
5

4
  

2

5
 

1

2
 

3) 4 5 0x y    1

4
 5  

5

4
 

4) 3 2 7 0x y    3

2
  

7

3
  

7

2
  

5) 5 11 0x y    5  
11

5
 11  

6) 
3 4

24
4 3

x y   9

16
 32  18  

7) 0x y   1  0  0  

8) 2 3 0y    0  ไม่ตัดแกน X  
3

2
  

9) 4x   ไม่นิยาม 4  ไม่ตัดแกน Y  

10)    3 1 2 2y x     2

3
  

7

2
 

7

3
 

 

6. 2 17 0x y    

7. 2 3 12 0x y    
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8. กราฟของเส้นตรง 2 3 1 0x y    และ 2 0x y     เปน็ดังนี้ 

 
 จุดตัดของกราฟทั้งสองคือ  1,1  

9. 1)   , 2 1 0x y x y      

 2)   , 5 21 0x y x y      

 3)   , 4x y x    

10. 7 27 0x y     

11.  ,2x  หรือ  , 2x   เมื่อ x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ 

 

แบบฝึกหัด 3.1.7 

1. 1) 4  หน่วย 2) 2  หน่วย 

 3) 13  หน่วย 4) 0  หน่วย 

 5) 0  หน่วย 
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2. 1) 2  หน่วย 2) 3  หน่วย 

 3) 
3

2
 หน่วย 4) 

8 2

3
 หน่วย 

 5) 
6 10

5
 หน่วย 

3. 3 4 10 0x y    และ 3 4 0x y   

4. 4 3 2 0x y    และ 4 3 18 0x y    

5. 12 5 41 0x y    และ 12 5 37 0x y    

6. 12 5 62 0x y    และ 12 5 42 0x y    

 

แบบฝึกหัด 3.2.1 

1. 2 26  หน่วย 

2.  4, 0   

3. วงกลมนี้มีรัศมยีาว 5  หน่วย 

จุด  0, 0   อยู่บนวงกลมนี้  

4. วงกลมนี้มีรัศมยีาว 5  หน่วย  

สมการวงกลมนี้ คือ    
2 2

4 7 25x y      

5. สมการรูปแบบมาตรฐาน คือ    
2 2 21 3 8x y       กราฟของสมการดังกล่าวเกิดจาก

การเลื่อนขนานกราฟของ 2 2 64x y    ไปทางซ้าย 1  หน่วย และเลื่อนขึ้นบน 3 หน่วย  

6. ต้นข้าวเข้าใจผิด เนื่องจากวงกลมท่ีก าหนดให้มีรัศมียาว 10  หน่วย 

7. 1) 
2 2 9x y    

2)    
2 2

4 3 9x y      
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8. 1) สมการวงกลมนี้ คือ    
2 2

2 1 9x y      หรือ 2 2 4 2 4 0x y x y       

 

 2) สมการวงกลมนี้ คือ 2 2 65x y    
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 3) สมการวงกลมนี้ คือ    
2 2

1 5 130x y      หรือ 2 2 2 10 104 0x y x y       

 
4) สมการวงกลมนี้ คือ    

2 2
3 1 32x y      หรือ 2 2 6 2 22 0x y x y       
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

5) สมการวงกลมนี้ คือ    
2 2

7 3 9x y      หรือ 2 2 14 6 49 0x y x y       

 

6) สมการวงกลมนี้ คือ    
2 2

5 5 25x y      หรือ 2 2 10 10 25 0x y x y       
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

9. 1) วงกลมนี้มีจุดศูนย์กลางทีจุ่ด  2,4   และมีรัศมียาว  3  หน่วย   

 

2)  วงกลมนี้มีจุดศูนย์กลางทีจุ่ด  2,0  และมีรัศมียาว 7  หน่วย   
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

3) วงกลมนี้มีจุดศูนย์กลางที่จุด  0,4  และมีรัศมียาว 4

5
 หน่วย   

 

4)  วงกลมนี้มีจุดศูนย์กลางที่จุด 
5

2,
2

 
 

 
  และมีรัศมียาว 10  หน่วย   

 เขียนวงกลมได้ดังนี้ 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

11.    
2 2

1 1 13x y        

12.    2 24 2 12     ตารางหน่วย  

13. 
3 5

4 2
y x   และ 3

10
4

y x    

14. 1) 
2 2 242,200x y    

2)  เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 

 หมายเหตุ เส้นสีน้ าเงินแทนโลก และเส้นสีฟ้าแทนวงโคจรของดาวเทียมไทยคม 

15. 1)  6 3 5 2 8 3 5      กิโลเมตร หรือประมาณ  1.29  กิโลเมตร  

 2) 68 7  กิโลเมตร หรือประมาณ 1.25  กิโลเมตร 

 

แบบฝึกหัด 3.2.2 

1. 1)   จุดยอดคือ  0, 5  และ  0, 5   โฟกัสของวงรีคือ  0, 4  และ  0, 4   

 ความเยื้องศูนย์กลางคือ 4

5
  แกนเอกมีความยาว 10  หน่วย 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 แกนโทมีความยาว 6  หน่วย  

 
2)   จุดยอดคือ  5, 0   และ  5, 0   โฟกัสของวงรีคือ  4, 0   และ  4, 0  

 ความเยื้องศูนย์กลางคือ 4

5
  แกนเอกมีความยาว 10  หน่วย 

 แกนโทมีความยาว 6  หน่วย  
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

3) จุดยอดคือ  0, 3  และ  0, 3   โฟกัสของวงรีคือ  0, 5   และ  0, 5   

 ความเยื้องศูนย์กลางคือ 5

3
   แกนเอกมีความยาว 6  หน่วย 

 แกนโทมีความยาว 4  หน่วย  

 

4) จุดยอดคือ  5, 0  และ  5, 0   โฟกัสของวงรีคือ  21, 0   และ  21, 0   

 ความเยื้องศูนย์กลางคือ 21

5
  แกนเอกมีความยาว 10  หน่วย 

 แกนโทมีความยาว 4  หน่วย  
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

5) จุดยอดคือ  4, 0   และ  4, 0   โฟกัสของวงรีคือ  12, 0  และ  12, 0   

 ความเยื้องศูนย์กลางคือ 3

2
  แกนเอกมีความยาว 8  หน่วย 

 แกนโทมีความยาว 4  หน่วย  
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

6) จุดยอดคือ  0, 4  และ  0, 4   โฟกัสของวงรีคือ  0, 12  และ  0, 12  

 ความเยื้องศูนย์กลางคือ 3

2
 แกนเอกมีความยาว  8  หน่วย 

 แกนโทมีความยาว 4  หน่วย  

 

7) จุดยอดคือ  0, 3   และ  0, 3   โฟกัสของวงรีคือ 6
0,

2

 
  

 
 และ 6

0,
2

 
  
 

 

 ความเยื้องศูนย์กลางคือ 2

2
  แกนเอกมีความยาว 2 3  หน่วย 

  แกนโทมีความยาว 6   หน่วย  
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

8) จุดยอดคือ  6, 0  และ  6, 0   โฟกัสของวงรีคือ  1, 0  และ  1, 0  

 ความเยื้องศูนย์กลางคือ 6

6
   แกนเอกมีความยาว 2 6  หน่วย 

 แกนโทมีความยาว 2 5  หน่วย  
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

9) จุดยอดคือ  1, 0  และ  1, 0   โฟกัสของวงรีคือ 3
, 0

2

 
  
 

 และ 3
, 0

2

 
  
 

 

 ความเยื้องศูนย์กลางคือ 3

2
  แกนเอกมีความยาว 2  หน่วย 

 แกนโทมีความยาว 1  หน่วย  

 

10) จุดยอดคือ 
1

0,
2

 
 

 
 และ 1

0,
2

 
 
 

  โฟกัสของวงรีคือ 5
0,

6

 
  

 
 และ 5

0,
6

 
  
 

 

 ความเยื้องศูนย์กลางคือ 5

3
  แกนเอกมีความยาว 1  หน่วย 

 แกนโทมีความยาว 2

3
 หน่วย  
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

11) จุดยอดคือ  0, 2  และ  0, 2   โฟกัสของวงรีคือ 6
0,

2

 
  

 
 และ 6

0,
2

 
  
 

 

 ความเยื้องศูนย์กลางคือ 3

2
   แกนเอกมีความยาว 2 2  หน่วย 

 แกนโทมีความยาว 2  หน่วย และเขียนวงรีได้ดังนี้ 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

12) จุดยอดคือ  2, 0  และ  2, 0  โฟกัสของวงรีคือ  2, 0  และ  2, 0  

 ความเยื้องศูนย์กลางคือ 2

2
    แกนเอกมีความยาว 4  หน่วย 

 แกนโทมีความยาว 2 2  หน่วย และเขียนวงรีได้ดังนี้ 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

13) จุดยอดคือ  0, 1  และ  0, 1   โฟกัสของวงรีคือ 2
0,

2

 
  

 
 และ 2

0,
2

 
  
 

 

 ความเยื้องศูนย์กลางคือ 2

2
 แกนเอกมีความยาว 2  หน่วย 

 แกนโทมีความยาว 2  หน่วย และเขียนวงรีได้ดังนี้ 

 

14) จุดยอดคือ 
5

0,
2

 
  

 
 และ 5

0,
2

 
  
 

  โฟกัสของวงรีคือ  0, 1  และ  0, 1  

 ความเยื้องศูนย์กลางคือ 2 5

5
 แกนเอกมีความยาว 5  หน่วย 

  แกนโทมีความยาว 1  หน่วย และเขียนวงรีได้ดังนี้ 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

2. 1) 
2 2

1
25 16

x y
    2) 

2 2

1
7 16

x y
   

 3) 
2 2

1
4 8

x y
   4) 

2 2

1
256 48

x y
   

3. 1) 
2 2

1
25 9

x y
   2) 

2 2

1
16 25

x y
   

 3) 
2

2 1
4

y
x    4) 

2 2

1
9 4

x y
   

 5) 
2 2

1
9 13

x y
   6) 

2 2

1
36 11

x y
   

 7) 
2 2

1
100 91

x y
   8) 

2 2

1
25 9

x y
   

 9) 
2 2

1
25 5

x y
   10)  

2 2

1
320 324

x y
   

 11) 
2 264 64

1
225 81

x y
   12) 

2
2 1

4

y
x    

4. 
2 2

16 16
1

2.25 10 2.2491 10

x y
 

   
 

5.   9 95.16 1.29 10 6.45 10     กิโลเมตร 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

แบบฝึกหัด 3.2.3 

1. 1)   โฟกัสของพาราโบลาคือ 1
0,

16

 
 
 

   ไดเรกตริกซ์คือ 
1

16
y    

 เลตัสเรกตัมยาว 1

4
 หน่วย   

 

 2)   โฟกัสของพาราโบลาคือ 1
, 0

4

 
 
 

   ไดเรกตริกซ์คือ 
1

4
x    

 เลตัสเรกตัมยาว 1  หน่วย   
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 
 

 3)   โฟกัสของพาราโบลาคือ 9
0,

4

 
 
 

   ไดเรกตริกซ์คือ 
9

4
y    

 เลตัสเรกตัมยาว 9  หน่วย   

 

 4)   โฟกัสของพาราโบลาคือ 1
, 0

2

 
 
 

   ไดเรกตริกซ์คือ 
1

2
x   

 เลตัสเรกตัมยาว 2  หน่วย   
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

 5)   โฟกัสของพาราโบลาคือ  0, 2    ไดเรกตริกซ์คือ 2y   

 เลตัสเรกตัมยาว 8  หน่วย   

 

 6)   โฟกัสของพาราโบลาคือ 1
, 0

2

 
 
 

   ไดเรกตริกซ์คือ 
1

2
x    

 เลตัสเรกตัมยาว 2  หน่วย    

 

 

 

 

 

 



      

   

   

 บทท่ี 3 | เรขาคณิตวิเคราะห์  

 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 257 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

 7)   โฟกัสของพาราโบลาคือ 1
, 0

24

 
 
 

   ไดเรกตริกซ์คือ 
1

24
x   

 เลตัสเรกตัมยาว 1

6
 หน่วย   

 

 8)   โฟกัสของพาราโบลาคือ 7
0,

4

 
 
 

   ไดเรกตริกซ์คือ 
7

4
y    

 เลตัสเรกตัมยาว 7  หน่วย   
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

 9)   โฟกัสของพาราโบลาคือ  3
0,

20

 
 

 
   ไดเรกตริกซ์คือ 

3

20
y   

 เลตัสเรกตัมยาว 3

5
 หน่วย   

 

 10)  โฟกัสของพาราโบลาคือ  1
, 0

6

 
 
 

   ไดเรกตริกซ์คือ 
1

6
x   

 เลตัสเรกตัมยาว 2

3
 หน่วย   

 

  

 

 

 

 

 

 



      

   

   

 บทท่ี 3 | เรขาคณิตวิเคราะห์  

 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 259 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 
 

2. 1)   2 8y x  2)   2 2y x   

 3)   2 32x y   4)   2 20x y   

 5)  2 8x y   6)   2 24y x    
 7)   2 40y x  8)   2 2x y  

 9)   2 4y x  10)  
2 24x y   

 11) 
2 32x y  12) 

2 8x y   

3. 1) 
2 12x y   2) 

2 8y x  
 3) 

2 8y x   4) 
2 4x y  

 5) 
2 8y x  6) 

2 16x y   
4. 1) 

2 15x y  

 2) ควรติดตั้งอุปกรณ์รวมสัญญาณไว้ที่โฟกัส คือ 15
0,

4

 
 
 

 ซ่ึงห่างจากจุดยอด 

  ไปทางด้านบน 15

4
  หน่วย 

แบบฝึกหัด 3.2.4 

1. 1) จุดยอดอยู่ที่จุด  และ  โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

 เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

 0, 1  0, 1  0, 2  0, 2

y x 
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 2)   จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

 เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

 

  

 1, 0  1, 0  10, 0  10, 0

3y x 
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 3)   จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

 เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

 

 4)   จุดยอดอยู่ที่จุด  0, 2  และ  0, 2  โฟกัสอยู่ที่จุด  0, 3  และ  0, 3  

 เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

 1, 0  1, 0  26, 0  26, 0

5y x 

2y x 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

 5)   จุดยอดอยู่ที่จุด  0, 2  และ  0, 2   โฟกัสอยู่ที่จุด  0, 5  และ  0, 5  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง 2y x     
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 6)   จุดยอดอยู่ที่จุด  3, 0  และ  3, 0  โฟกัสอยู่ที่จุด  5, 0  และ  5, 0  

 เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

 
 

 7)   จุดยอดอยู่ที่จุด  0, 2  และ  0, 2   โฟกัสอยู่ที่จุด  0, 2 5  และ  0, 2 5  

 เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

4

3
y x 

1

2
y x 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 
 

 8)   จุดยอดอยู่ที่จุด  2 2, 0  และ  2 2, 0   

  โฟกัสอยู่ที่จุด  10, 0  และ  10, 0  

 เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

 

 9)   จุดยอดอยู่ที่จุด  0, 3   และ  0, 3   

 โฟกัสอยู่ที่จุด 3 2
0,

2

 
  

 
 และ 3 2

0,
2

 
  
 

 

 เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

1

2
y x 

2y x 
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 10)  จุดยอดอยู่ที่จุด  3, 0  และ  3, 0   โฟกัสอยู่ที่จุด  3 17, 0  และ  3 17, 0  

 เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

 

4y x 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 11)  จุดยอดอยู่ที่จุด  0, 2  และ  0, 2   โฟกัสอยู่ที่จุด  0, 2 2  และ  0, 2 2  

 เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

 

 12)  จุดยอดอยู่ที่จุด  0, 2  และ  0, 2   โฟกัสอยู่ที่จุด  0, 13  และ  0, 13  

 เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

 

 13)  จุดยอดอยู่ที่จุด  0, 3  และ  0, 3   โฟกัสอยู่ที่จุด  0, 34  และ  0, 34  

 เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

y x 

2

3
y x 

3

5
y x 
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 14)  จุดยอดอยู่ที่จุด  0, 5  และ  0, 5   โฟกัสอยู่ที่จุด  0, 34  และ  0, 34  

 เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

 

 15)  จุดยอดอยู่ที่จุด 1
0,

3

 
 

 
  และ 1

0,
3

 
 
 

  โฟกัสอยู่ที่จุด 5
0,

12

 
 

 
 และ 5

0,
12

 
 
 

 

 เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

5

3
y x 

4

3
y x 
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 16)  จุดยอดอยู่ที่จุด 
1

, 0
2

 
 
 

  และ 1
, 0

2

 
 
 

  โฟกัสอยู่ที่จุด 5
, 0

2

 
  
 

 และ 5
, 0

2

 
  
 

 

 เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   2y x 
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2. 1) 
2 2

1
4 12

x y
   2) 

2 2

1
144 25

y x
   

 3) 
2 2

1
16 16

y x
   4) 

2 2

1
12 48

x y
   

 5) 
2 24

1
9 9

x y
   6) 

2
2 1

9

y
x   

3. 1)   
2 2

1
9 16

y x
   2)   

2 2

1
64 36

x y
   

 3)   
2

2 1
3

y
x    4)    

2 2

1
4 32

y x
   

 5)   
2

2 1
25

y
x    6)    

2 2

1
36 324

y x
   

 7)    
2 25 5

1
64 256

y x
   8)    

2 2

1
36 20

y x
   

 9)    
2 2

1
16 16

x y
   10)  

2
2 1

8

x
y   
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 11) 
2 2

1
9 16

x y
    12)  

2
2 4

4 1
3

x
y     

5.   

6.  ตัวอย่างค าตอบ   เป็นสมการไฮเพอร์โบลา ซึ่ง  และ   

 นั่นคือ    

7.  เมื่อ k  เพ่ิมข้ึนในช่วง  0,   กิ่งของไฮเพอร์โบลาจะขยับเข้าหาแกน   

 นั่นคือ ไฮเพอร์โบลาจะยิ่งกางมากขึ้นเรื่อย ๆ ตามค่า  ทีเ่พ่ิมข้ึน 

8.   หรือ  

9. 
13 13

2 1.2
6 3

     เมตร    

10. 
2 2

1
625 1875

x y
   

11. 1) 
2 2

1
0.49 8.51

x y
   

  

2 2

2 2

2 2
1

x y

c c
 

2
2 1

25

y
x   1a  5b 

a b

Y

k

   

2 2

2 2
9 9

1
4.83 10 4.83 10

x y
 

 

2 2

18 18
1

23.33 10 23.33 10

x y
 

 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 2)   

 

และหน่วยย่อยของเจ้าหน้าที่ป่าไม้ทั้งสองอยู่ที่จุด  3, 0  และ  3, 0  

 

แบบฝึกหัด 3.2.5 

1. 1)   จุดศูนย์กลาง คือ  1, 2  โฟกัส คือ  1, 2 5   

 จุดยอด คือ  1, 1  และ  1, 5   แกนเอกยาว 6  หน่วย 

 แกนโทยาว 4  หน่วย  
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 2)   จุดศูนย์กลาง คือ  3, 3  โฟกัส คือ  3 15, 3   

 จุดยอด คือ  1, 3   และ  7, 3  แกนเอกยาว 8  หน่วย 

 แกนโทยาว 2  หน่วย  

 
 

 3)   จุดศูนย์กลาง คือ  5, 0   โฟกัส คือ  9, 0  และ  1, 0   

 จุดยอด คือ  10, 0   และ  0, 0   แกนเอกยาว 10  หน่วย 

 แกนโทยาว  6 หน่วย  
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 4)   จุดศูนย์กลาง คือ  0, 2   โฟกัส คือ  0, 2 3    

 จุดยอด คือ  0, 4  และ  0, 0   แกนเอกยาว 4  หน่วย 

 แกนโทยาว 2  หน่วย  
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

2. 1)   จุดยอด คือ  3, 2  โฟกัส คือ  3, 0  

 ไดเรกตริกซ์ คือ 4y      

 

 2)   จุดยอด คือ  2, 5  โฟกัส คือ 1
, 5

2

 
 
 

 

 ไดเรกตริกซ์ คือ 7

2
x    
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 3)   จุดยอด คือ 1
, 0

2

 
 
 

 โฟกัส คือ 1 1
,

2 16

 
  
 

 

 ไดเรกตริกซ์ คือ 1

16
y    

 
 

 4)   จุดยอด คือ 1
, 0

2

 
 
 

 โฟกัส คือ 7
, 0

2

 
 
 

 

 ไดเรกตริกซ์ คือ 9

2
x     
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3. 1)   จุดศูนย์กลาง คือ  1, 3  โฟกัส คือ  4, 3   และ  6, 3  

 จุดยอด คือ  2, 3   และ  4, 3  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง  
4

3 1
3

y x     
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 2)   จุดศูนย์กลาง คือ  8, 6  โฟกัส คือ  8 2, 6   และ  8 2, 6   

 จุดยอด คือ  9, 6  และ  7, 6  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง  6 8y x     

 
 3)   จุดศูนย์กลาง คือ  1, 0  โฟกัส คือ  1, 5  และ  1, 5  

 จุดยอด คือ  1, 1  และ  1, 1  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง  
1

1
2

y x    

 
 4)   จุดศูนย์กลาง คือ  3, 1  โฟกัส คือ  3, 1 26  และ  3, 1 26  

 จุดยอด คือ  3, 4  และ  3, 6  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง  1 5 3y x     
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4. 1)    2 1
4

4
x y    หรือ 24 0x y c    

 2)    2 24 6y x   หรือ 2 24 144y x   

 3)   
 

2 25
1

25 16

x y
   4)   

   
2 2

2 3
1

4 9

x y 
   

 5)    
2 21 1y x    6)   

 
2 24 3

1
4 16

x y
   

5.   1)   จุดศูนย์กลางของวงรีนี้ คือ  1, 1     

  ความยาวของแกนเอก 8  หน่วย และความยาวของแกนโท 4  หน่วย  
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 2)   ต้องเลื่อนขนานกราฟ 
2 2

1
16 4

x y
   ไปทางซ้าย 1  หน่วย  

  และเลื่อนลงข้างล่าง 1  หน่วย  

 3)   
   

2 2
1 1

1
16 4

x y 
   

6.   1)   สมการวงรี ที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน   

  จุดศูนย์กลาง คือ  0, 2  จุดยอด คือ  3, 2  และ  3, 2  

  โฟกัส คือ  5, 2  และ  5, 2  แกนเอกยาว 6  หน่วย 

 แกนโทยาว 4  หน่วย  
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 2)   สมการนี้เป็นสมการพาราโบลาที่เส้นโค้งหงายข้ึน 

 จุดยอด คือ  4, 4  โฟกัส คือ  4, 3  

 ไดเรกตริกซ์ คือ 5y     

 
 3)   สมการไฮเพอร์โบลา ที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง   

  จุดศูนย์กลาง คือ  2, 1  จุดยอด คือ  2, 1 5  และ  2, 1 5  

  โฟกัส คือ 
3

2,
2

 
 

 
 และ 7

2,
2

 
 
 

  เส้นก ากับ คือ  1 2 2y x     
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 4)   สมการพาราโบลาที่เส้นโค้งหงายข้ึน  

  จุดยอด คือ  3, 0  โฟกัส คือ  3, 3  

 ไดเรกตริกซ์ คือ 3y     
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 5)   สมการวงรีที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน   

  จุดศูนย์กลาง คือ  3, 5  จุดยอด คือ  2, 5   และ  8, 5  

  โฟกัส คือ  3 21, 5   และ  3 21, 5   

  แกนเอกยาว 10  หน่วย แกนโทยาว 4  หน่วย  

 
 6)   สมการวงรีที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน   

  จุดศูนย์กลาง คือ  1, 0   จุดยอด คือ  1 2, 0  และ  1 2, 0      

  โฟกัส คือ  0, 0  และ  2, 0   แกนเอกยาว 2 2  หน่วย 

 แกนโทยาว 2  หน่วย  
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 7)   สมการไฮเพอร์โบลา ที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง   

  จุดศูนย์กลาง คือ  3, 0   จุดยอด คือ  3, 4   และ  3, 4   

  โฟกัส คือ  3, 5  และ  3, 5   เส้นก ากับ คือ  
4

3
3

y x     

 

 8)   สมการพาราโบลาทีเ่ส้นโค้งเปิดไปทางด้านขวา  

  จุดยอด คือ 1
1,

2

 
 
 

 โฟกัส คือ 3 1
,

2 2

 
 
 

 

 ไดเรกตริกซ์ คือ 1

2
x    
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 9)   สมการไฮเพอร์โบลา ที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน 

  จุดศูนย์กลาง คือ  5, 5   จุดยอด คือ  4, 5  และ  6, 5   

  โฟกัส คือ  5 2, 5  และ  5 2, 5    เส้นก ากับ คือ  5 5y x      
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 10)   สมการดังกล่าวเป็นสมการของเส้นตรงสองเส้น ดังนี้ 

 

 11)   สมการดังกล่าวแทนจุด  1, 3  เพียงจุดเดียว  

 
 12)   สมการนี้ไม่มีกราฟในระนาบจ านวนจริง 
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7. 1)    

 
 2)    

 
 3)    
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 4)    

 
 

8. 1) 17F   2) 17F   

 3) 17F   

9. 

2

2

2

399

8
1

25401

8

x
y

 
 

 
 

 
 
 

 

 

แบบฝึกหัดท้ายบท 

1. 1.8 32y x   

2. 34 ตารางหน่วย 

3.    
2 2

2 5 4x y     

4.    
2 2

5 1 26x y      

5. 

22 2
1 11 34

2 2 2
x y

    
               

 หรือ 
2 2

1 11 17

2 2 2
x y

   
      

   
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6. 1)  

 
 2)  
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7. เขียนกราฟของอาณาบริเวณที่สอดคล้องกับอสมการที่ก าหนดให้ได้ดังนี้ 

 

 พ้ืนที่ที่ต้องการ คือ  9

4
  ตารางหน่วย 

8. 
3 13

2 2
y x    

9. 1) 3x   

 2) 3 2y x     และ 3 2y x    

 3) 3 2y x    

10. 3 

11. 1) จุดศูนย์กลาง คือ  0, 0   จุดยอด คือ  4, 0  และ  4, 0   

  โฟกัส คือ  2 3, 0  และ  2 3, 0   แกนเอกยาว 8  หน่วย  

  แกนโทยาว 4  หน่วย  
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

 2) จุดศูนย์กลาง คือ  0, 0   จุดยอด คือ 
1

0,
2

 
 

 
  และ 1

0,
2

 
 
 

  

  โฟกัส คือ 
5

0,
6

 
  

 
 และ 5

0,
6

 
  
 

  แกนเอกยาว 1  หน่วย  

  แกนโทยาว 2

3
 หน่วย  

 

 3)   จุดศูนย์กลาง คือ  0, 2   จุดยอด คือ  3, 2  และ  3, 2   

  โฟกัส คือ  5, 2  และ  5, 2   แกนเอกยาว 6  หน่วย  
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  แกนโทยาว 4  หน่วย  

 
 

 4) จุดศูนย์กลาง คือ  1, 2   จุดยอด คือ  1, 2 2 2    และ  1, 2 2 2    

  โฟกัส คือ  1, 4  และ  1, 0   แกนเอกยาว 4 2  หน่วย 

 แกนโทยาว 4  หน่วย 
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12. 1)   จุดยอด คือ  0, 0  โฟกัส คือ  0, 2  

 ไดเรกตริกซ์ คือ 2y     

 

 2) จุดยอด คือ  0, 0  โฟกัส คือ 1
, 0

2

 
 
 

 

  ไดเรกตริกซ์ คือ 1

2
x     

 
 

 3) จุดยอด คือ  2, 2  โฟกัส คือ 7
, 2

4

 
 
 

 

 ไดเรกตริกซ์ คือ 9

4
x     
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 4) จุดยอด คือ 3 11
,

2 10

 
  
 

 โฟกัส คือ 3 69
,

2 40

 
  
 

 

  ไดเรกตริกซ์ คือ 19

40
y     

 
 

13. 1) จุดศูนย์กลาง คือ  0, 0  จุดยอด คือ  4, 0  และ  4, 0  

 โฟกัส คือ  2 6, 0  และ  2 6, 0   เส้นก ากับ คือ เส้นตรง 2

2
y x   
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 2) จุดศูนย์กลาง คือ  0, 0  จุดยอด คือ  0, 2  และ  0, 2  

  โฟกัส คือ  0, 2 5  และ  0, 2 5  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง 1

2
y x   

 

 3) จุดศูนย์กลาง คือ  3, 1   จุดยอด คือ  3, 1 2    และ  3, 1 2    

  โฟกัส คือ  3, 1 2 5    และ  3, 1 2 5     

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง  
1

1 3
3

y x     
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 4) จุดศูนย์กลาง คือ  0, 3  จุดยอด คือ  0, 0  และ  0, 6  

  โฟกัส คือ  0, 3 3 2  และ  0, 3 3 2   เส้นก ากับ คือ เส้นตรง 3y x    

  
 

14. 1) สมการพาราโบลาที่เส้นโค้งเปิดไปทางด้านซ้าย  

  จุดยอด คือ  1, 0  โฟกัส คือ  2, 0  
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 2) สมการวงรีที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน   

  จุดศูนย์กลาง คือ 1
0,

2

 
 
 

  จุดยอด คือ 
1

3,
2

 
 
 

 และ 1
3,

2

 
 
 

  

  โฟกัส คือ 
11 1

,
2 2

 
  
 

 และ 11 1
,

2 2

 
  
 

   

 

 

 3) สมการไฮเพอร์โบลาที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง   

  จุดศูนย์กลาง คือ  0, 0   จุดยอด คือ  0, 12  และ  0, 12   

  โฟกัส คือ  0, 12 2   และ  0, 12 2   
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 4) สมการไฮเพอร์โบลาที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน 

  จุดศูนย์กลาง คือ  3, 0  จุดยอด คือ  6, 0  และ  0, 0  

  โฟกัส คือ  3 10, 0   และ  3 10, 0   

 
 

 5) สมการวงรีที่มีแกนเอกอยู่ในแนวตั้ง   

  จุดศูนย์กลาง คือ  1, 4   จุดยอด คือ  1, 4 2 5  และ  1, 4 2 5  

  โฟกัส คือ  1, 4 15  และ  1, 4 15  
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 6) สมการพาราโบลาที่เส้นโค้งหงายขึ้น  

 จุดยอด คือ 13
1,

6

 
 

 
  โฟกัส คือ 5

1,
3

 
 

 
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 7) สมการไฮเพอร์โบลาที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง   

  จุดศูนย์กลาง คือ  1, 0  จุดยอด คือ  1, 2  และ  1, 2  

  โฟกัส คือ  1, 3  และ  1, 3  1, 3  

 

 8) สมการวงรีที่มีแกนเอกอยู่ในแนวตั้ง   

  จุดศูนย์กลาง คือ  3, 3  จุดยอด คือ  3, 4  และ  3, 2  

  โฟกัส คือ 
2

3, 3
2

 
   

 
 และ 2

3, 3
2

 
   

 
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 9) สมการไฮเพอร์โบลาที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน 

  จุดศูนย์กลาง คือ 1
, 1

2

 
 

 
 จุดยอด คือ 

1
, 1

2

 
  
 

 และ 3
, 1

2

 
 

 
 

  โฟกัส คือ 
1

10, 1
2

 
  

 
 และ 1

10, 1
2

 
  

 
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 10) สมการวงรีที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน   

  จุดศูนย์กลาง คือ  2, 0   จุดยอด คือ  2 2 3, 0   และ   2 2 3, 0  

  โฟกัส คือ  1, 0  และ  5, 0   

 

15. 1) สมการวงกลม  

  จุดศูนย์กลาง คือ  3, 2   รัศมียาว 2  หน่วย 

 
 

 2) สมการวงรี ที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน   

  จุดศูนย์กลาง คือ  3, 2  แกนเอกยาว 4  หน่วย  

  แกนโทยาว 2  หน่วย  
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 3) สมการไฮเพอร์โบลาที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน 

  จุดศูนย์กลาง คือ 1
, 0

2

 
 
 

 จุดยอด คือ 
1

, 0
2

 
 
 

 และ 3
, 0

2

 
 
 

 

  โฟกัส คือ 
1

5, 0
2

 
 

 
 และ 1

5, 0
2

 
 

 
  

 
 

 4) สมการพาราโบลาที่มีเส้นโค้งเปิดไปทางด้านขวา  

  จุดยอด คือ  1, 2  โฟกัส คือ  0, 2  
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 ไดเรกตริกซ์ คือ 2x     

 
 5) สมการวงรีที่มีแกนเอกอยู่ในแนวตั้ง   

  จุดศูนย์กลาง คือ  1, 4  แกนเอกยาว 2 3

3
 หน่วย  

  แกนโทยาว 1  หน่วย  
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 6) สมการไฮเพอร์โบลาที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง 

  จุดศูนย์กลาง คือ 1
2,

2

 
 
 

  จุดยอด คือ 1
2, 2

2

 
  
 

 และ 1
2, 2

2

 
  
 

  

  โฟกัส คือ 
1

2, 6
2

 
  
 

 และ 1
2, 6

2

 
  
 

  

 

 7) สมการพาราโบลาที่เส้นโค้งหงายขึ้น  

  จุดยอด คือ 1 3
,

5 5

 
 

 
   โฟกัส คือ 1 7

,
5 5

 
 
 

  

 ไดเรกตริกซ์ คือ 13

5
y      
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 8) สมการวงกลม 

  จุดศูนย์กลาง คือ  0, 2    รัศมียาว  หน่วย 

 

 9) สมการไฮเพอร์โบลาที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง 

  จุดศูนย์กลาง คือ  1, 3   จุดยอด คือ  1, 6    และ  1, 0   

  โฟกัส คือ 
3 5

1, 3
2

 
    
 

 และ 3 5
1, 3

2

 
    
 

 

1

2
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 10) สมการวงกลม  

  จุดศูนย์กลาง คือ  2, 3     รัศมียาว 2 3  หน่วย 
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16. 1)  2)  

 3)  4)  

 5)  6)  

 7) 
   

2 2
4 7 2

1
225 100

x y 
   8)  

17. 1) 
2 2 14 4 28 0x y x y      2) 

   
2 2

3 5
1

16 25

x y 
   

 3)    
2

2 4 3x y     4) 
   

2 2
5 5

1
16 9

x y 
   

18. 1)   2, 4x y x y   ความสัมพันธ์นี้เป็นฟังก์ชัน 

 2)       2 2
, 9 4 5x y x y      ความสัมพันธ์นี้ไม่เป็นฟังก์ชัน 

 3)  
   

2 2
6 1

, 1
4 5

y x
x y

   
  

  

  ความสัมพันธ์นี้ไม่เป็นฟังก์ชัน 

2 4x y
 

22 4
1

9 25

yx 
 

2 2

4 16

y x
  1

   
2 2

4 2
1

4 5

y x 
 

   
2 2

1 2
1

3 4

x y 
     

2
5 20 5y x  

 2 4 1y x 
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 4)  
   

2 2
5 1

, 1
169 133

x y
x y

   
  

  

  ความสัมพันธ์นี้ไม่เป็นฟังก์ชัน 

19. 1)    
2 2

5 3 25x y     

 2) 12 พิกัด 

20.  

21. 
3 9 9

2 4m
  ตารางหน่วย เมื่อ  

22. 
2 3y x  

23. 25 2   หน่วย 

24. 
2

1
3

y x    

25. 

2 231 64
64 1

8 3

y
x

 
   

 
 

26. 1) วงกลม มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่  1, 3  และรัศมียาว 1  หน่วย 

 2) วงกลม มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่ 1
, 2

2

 
 

 
 และรัศมียาว 3 2

2
 หน่วย 

 3) ไม่มีกราฟในระนาบจ านวนจริง 

 4) จุดหนึ่งจุด 

27. 1) พาราโบลา 2) ไฮเพอร์โบลา 

 3) เส้นตรงสองเส้นตัดกัน 4) วงรี 

 5) วงกลม 6) ไม่มีกราฟในระนาบจ านวนจริง 

28. ไฮเพอร์โบลา 

29. 
2 5

2
x y   

30.  2 26200 6550x y    เมื่อ 0x   

   
2 2

1 2
1

41 16

x y 
 

0 4m 
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31. 1) 

2 2

2 2
1

2.5 1.5

x y
   2) 4  เมตร 

32. 
2 2

1
25 4

y x
   

33.  0.36, 0.76  และ  0.36, 0.76  
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เฉลยแบบฝึกหัดและวิธีท าโดยละเอียด 

บทที่ 1 ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน 

 

แบบฝึกหัด 1.1  

1. 1)             1, 3 , 1, 6 , 1, 7 , 2, 3 , 2, 6 , 2, 7A B   

               3, 1 , 3, 2 , 6, 1 , 6, 2 , 7, 1 , 7, 2B A   

  2)             , , , , , , , , , , ,A B a e a f b e b f c e c f 
 

               , , , , , , , , , , ,B A e a e b e c f a f b f c 
 

  3)                   3,1 , 3,2 , 3,3 , 2,1 , 2,2 , 2,3 , 1,1 , 1,2 , 1,3A B          
 

                   1, 3 , 1, 2 , 1, 1 , 2, 3 , 2, 2 , 2, 1 , 3, 3 , 3, 2 , 3, 1B A          
 

2.  จ านวนสมาชิกของ A B  คือ n m mn   

  จ านวนสมาชิกของ B A  คือ m n mn   

  จ านวนสมาชิกของ A A  คือ 2n n n   

  จ านวนสมาชิกของ B B  คือ 2m m m   

3.   1) เนื่องจาก         1, 2 , 1, 3 , 2, 2 , 2, 3M N   

   และ         1, 4 , 1, 5 , 2, 4 , 2, 5M P   

  
 ดังนั้น                     1, 2 , 1, 3 , 1, 4 , 1, 5 , 2, 2 , 2, 3 , 2, 4 , 2, 5M N M P     

  2) เนื่องจาก  1, 2M   

   และ  2, 3, 4, 5N P   

  
 ดังนั้น                   1, 2 , 1, 3 , 1, 4 , 1, 5 , 2, 2 , 2, 3 , 2, 4 , 2, 5M N P    
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  3) เนื่องจาก  1, 2M 
 

   และ N P   

   ดังนั้น  M N P   
 

  4) เนื่องจาก         1, 2 , 1, 3 , 2, 2 , 2, 3M N 
 

   และ         1, 4 , 1, 5 , 2, 4 , 2, 5M P   

   ดังนั้น    M N M P    
 

4.   จะได้                   1, 1 , 1, 2 , 1, 3 , 2, 1 , 2, 2 , 2, 3 , 3, 1 , 3, 2 , 3, 3E E   

  จะเห็นว่า r E E   

  ดังนั้น r  เป็นความสัมพันธ์บนเซต E  

5.   1)           2, 0 , 2, 1 , 4, 0 , 4, 1 , 4, 2r   

  2)   ,r x y A B x y     

6.             1 1, 5 , 2, 4 , 3, 3 , 4, 2 , 5, 1r   

    
1

1, 2, 3, 4, 5rD S   

  
1

1, 2, 3, 4, 5rR S   

  
      2 3, 3 , 4, 3 , 5, 3r   

    
2

3, 4, 5rD   

  
2

3rR   

 3r    

   
3rD    

 
3rR    

7.  1) ให้               3, 9 , 2, 4 , 1, 1 , 0, 0 , 1, 1 , 2, 4 , 3, 9r      

    
ดังนั้น  3, 2, 1, 0, 1, 2, 3rD    

 

      0, 1, 4, 9rR   
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  2)  ให้           2, 2 , 1, 1 , 0, 0 , 1, 1 , 2, 2m   
 

   
 ดังนั้น  2, 1, 0, 1, 2mD   

 

      0, 1, 2mR   

  3)  ให้   , 2n x y y x    
 

      
          , 2, 4 , 1, 3 , 0, 2 , 1, 1 , 2, 0 ,      

 

    ดังนั้น  , 2, 1, 0, 1, 2,nD    
 

      nR   

  4)  ให้   , 2p x y y 
 

    ดังนั้น pD 
 

       2pR   

 5)  ให้   2, 1q x y y x  
 

    ดังนั้น qD 
 

       1,qR    

  6) ให้   , 2s x y y x       

 ดังนั้น
 sD 

  

     
 0sR     

  7) ให้   2, 2t x y y x  
 

 ดังนั้น
 tD 

  

      2,tR  


 

  8)  ให้   2, 1v x y y x     

 ดังนั้น
  1, 1vD  

  

       0, 1vR   
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  9)  ให้  
1

,
2

w x y y
x

 
  

 
  

 ดังนั้น
 

 2wD  
  

      
 0wR    

8.   1)           1 2, 1 , 3, 4 , 2, 2 , 1, 2 , 1, 3r    

   
 1 1, 2, 3

r
D    

   
 1 1, 2, 3, 4

r
R    

  2)
 

            1 , 4, 5 , 2, 3 , 0, 1 , 2, 1 , 4, 3 , 6, 5 ,r      

   
 1 0, 2, 4, 6,

r
D    

   
 1 , 5, 3, 1, 1, 3, 5,

r
R       

  3)  1 2
,

3

x
r x y y  

  
 

 

   1r
D    

   1r
R    

  4)
 

  1 , 1r x y xy    

   
 1 0

r
D     

   
 1 0

r
R     

9.  1) จาก   , 1r x y A A y x      เมื่อ A   1, 2, 3, 4   

   จะได้              1, 2 , 1, 3 , 1, 4 , 2, 3 , 2, 4 , 3, 4r   

   ดังนั้น              1 2, 1 , 3, 1 , 4, 1 , 3, 2 , 4, 2 , 4, 3r   

   เขียนกราฟของ r  และ 1r  ได้ดังนี้   
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 2) จาก   2,r x y y x     

  จะได้   21 ,r x y y x      เขียนกราฟของ r  และ 1r  ได้ดังนี้   
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 3) จาก   , 1r x y y x    

  จะได้   1 , 1r x y y x      เขียนกราฟของ r  และ 1r  ได้ดังนี้   

 
 

 

แบบฝึกหัด 1.2ก  

1. 1) เป็นฟังก์ชัน 2) เป็นฟังก์ชัน 

 3) ไมเ่ป็นฟังก์ชัน 4) เป็นฟังก์ชัน 

2. 1) เป็นฟังก์ชัน 2) เป็นฟังก์ชัน 

 3) ไมเ่ป็นฟังก์ชัน 4) เป็นฟังก์ชัน 

 5) เป็นฟังก์ชัน 6) ไมเ่ป็นฟังก์ชัน 

 7) เป็นฟังก์ชัน 8) ไมเ่ป็นฟังก์ชัน 
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3. 1) ไม่เป็นฟังก์ชัน  เพราะมีคู่อันดับที่มีสมาชิกตัวหน้าเหมือนกัน แต่สมาชิกตัวหลัง 

  ต่างกัน คือ  3,b  และ  3,c  

 2) เป็นฟังก์ชัน  

 3)  เป็นฟังก์ชัน เพราะจาก   , 2x y A A y x     เมื่อ  2, 1, 0, 1, 2A     

   เมื่อเขียนแบบแจกแจงสมาชิก จะได้       0, 2 , 1, 1 , 2, 0    

   ซึ่งจะเห็นว่าแต่ละสมาชิกในโดเมนจับคู่กับสมาชิกในเรนจ์เพียงตัวเดียวเท่านั้น 

 4) เป็นฟังก์ชัน  เพราะจาก   ,x y A B y x    เมื่อ  0, 1A   และ  1, 1B    

  เมื่อเขียนแบบแจกแจงสมาชิก จะได้     0, 1 , 1, 1    

  ซึ่งจะเห็นว่าแต่ละสมาชิกในโดเมนจับคู่กับสมาชิกในเรนจ์เพียงตัวเดียวเท่านั้น 

 5)  วิธีที่ 1 ไม่เป็นฟังก์ชัน เพราะจาก   2 2, 4x y x y   พบว่า 0 ซึ่งอยู่ใน 

    โดเมนจับคู่กับ 2  และ 2   ซึ่งเป็นสมาชิกในเรนจ์ 

   วิธีที่ 2 ไม่เป็นฟังก์ชัน เพราะจาก   2 2, 4x y x y   เขียนกราฟได้ดังนี้  

 

 จะได้ว่า เมื่อลากเส้นขนานกับแกน Y ตัดกราฟ จะมีเส้นขนานกับแกน Y     

 ที่ตัดกราฟของ 2 2 4x y   สองจุด   
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6) เป็นฟังก์ชัน 

7) เป็นฟังก์ชัน 

8) เป็นฟังก์ชัน 

9) ไม่เป็นฟังก์ชัน เพราะจาก   , 3x y x y    พบว่า 0 ซึ่งอยู่ในโดเมน

 จับคู่กับ 3  และ 3  ซึ่งเป็นสมาชิกในเรนจ์ 

4. 1) เป็นฟังก์ชันจาก A  ไป B   2) ไม่เป็นฟังก์ชันจาก A  ไป B  

 3)  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไป B   4) ไม่เป็นฟังก์ชันจาก A  ไป B  

5. 1)   2f a    2)   1f a   

    4f b       4f b    

    3f c       1f c    

    1f d       3f d   

6. 1)     21 1 1f     
     

2
1 1 1f         22 2 4f    

    20 0 0f    

  จะได้ว่า           2, 4 , 1, 1 , 0, 0 , 1, 1 , 2, 4f     

 2)   
 

 
2

2 2 4
2

52 1
f


   

 
   

   
 

 
2

2 1
1 1

1 1
f


   

 
   

   
 

 
2

2 0
0 0

0 1
f  


 

  จะได้ว่า      
4 4

2, , 1, 1 , 0, 0 , 1, 1 , 2,
5 5

f
    

        
    

 

 3)     1 1 2 3f     

     2 2 2 2f     

   
2

2 2 4f    

 
 

 
2

2 1
1 1

1 1
f  



 
 

 
2

2 2 4
2

52 1
f  



 2 2 2 0f     

 1 1 2 1f     
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  จะได้ว่า           2, 0 , 1, 1 , 0, 2 , 1, 3 , 2, 2f     

 4)   2 2 1 1f         1 1 1 2f     

   1 1 1 0f         2 2 1 3f     

   0 0 1 1f     

  จะได้ว่า           2, 1 , 1, 0 , 0, 1 , 1, 2 , 2, 3f     

7.  2f     1 

  0f     1 

  1f     1 

 
1

2
f
 
 
 

    1 

  3f    3  

 9f     2 

    3 3 2 3 1f h f        เมื่อ  0h    

8.  1)      
3

3 2 3 2 4 3 2 3 142f           
      33 3 4 3 3 36f      

      32 2 4 2 3 13f      

   นั่นคือ    3 2 36 13 49f f       

   ดังนั้น  3 2f    ไม่เท่ากับ     3 2f f    

  2)      
3

3 2 3 2 4 3 2 3 237f         

      33 3 4 3 3 36f      

      32 2 4 2 3 13f      

   นั่นคือ    3 2 36 13 468f f     

  ดังนั้น  3 2f   ไม่เท่ากับ    3 2f f
 

  

 0 0 2 2f   
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9.  1) จาก   2f x x  

   จะได้       0, 0 , 1, 2 , 2, 4f   

   นั่นคือ  0, 1, 2fD   และ  0, 2, 4fR   

   เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 

 2) จาก   2 3f x x   

   จะได้       2, 1 , 3, 3 , 4, 5f    

   นั่นคือ  2, 3, 4fD   และ  1, 3, 5fR   

   เขียนกราฟได้ดังนี้ 
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  3) จาก   22f x x  

   จะได ้     0, 0 , 1, 2f   

   นั่นคือ  0, 1fD   และ  0, 2fR    

   เขียนกราฟได้ดังนี้ 
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  4) จาก   2 2, 25  f x y x y  

   จะได้         0, 5 , 3, 4 , 4, 3 , 5, 0f   

   นั่นคือ  0, 3, 4, 5fD   และ  0, 3, 4, 5fR    

   เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 

10. 1) fD    และ  1

2
fR

 
  
 

  

 2)  2,fD      และ     0,fR    

 3) fD    และ   1,fR      

 4) fD    และ   0,fR    
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11. จาก  h x  และ hD   ที่ก าหนดให้ เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 

 จากกราฟ จะได้  6 10hR y y        

12. 1) ฟังก์ชันจาก A   ไป B   ได้แก่ 1 2 4 5, , ,f f f f  และ 6f  

 2) ฟังก์ชันจาก A  ไปทั่วถึง B  ได้แก่ 2f  และ 5f  

  3) ฟังก์ชันจาก B  ไป  A  ได้แก่ 3f  และ 7f  

  4) ไม่มีฟังก์ชันจาก B  ไปทั่วถึง B    

  5) ฟังก์ชันจาก A  ไป A  ได้แก่ 4f  และ 6f  

  6) ฟังก์ชัน 1 1  จาก A  ไป B  ได้แก่ 2f  และ 5f  

  7) ฟังก์ชันจาก B  ไปทั่วถึง A  ได้แก่ 7f  

  8) ฟังก์ชัน 1 1  จาก B  ไป A  ได้แก่ 7f  
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13. 1) วิธีที่ 1   จาก   2f x x x   

  ให้ 1x  และ 2x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ 

 สมมติ           1f x     2f x  

 จะได้       2
1 1x x    2

2 2x x  

         2 2
1 2 1 2x x x x      0  

           1 2 1 2 1x x x x      0  

 นั่นคือ  1 2x x    0   หรือ   1 2 1x x     0  

   1x    2x   หรือ   1x    21 x   

 จะเห็นว่ามีกรณีที่ 1 2x x  แต่    1 2f x f x  

 เช่น 1 0x   จะได้  1 0f x   และ 2 1x    จะได้  2 0f x   

 ดังนั้น  f   ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

วิธีที่ 2  จาก   2f x x x   

 เขียนกราฟได้ดังนี้   
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 จะได้ว่า เมื่อลากเส้นขนานกับแกน X  ตัดกราฟ จะมีเส้นขนานกับแกน X    

 ที่ตัดกราฟของ   2f x x x   สองจุด   

 ดังนั้น  f   ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

2)  วิธีที่ 1  จาก    2 5 g x x      

 ให้ 1x  และ 2x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ 

 สมมติ                     1g x     2g x  

 จะได้                     12 5x      22 5x    

                12x    22x  

 ดังนั้น  1 2x x   

 นั่นคือ  ถ้า    1 2g x g x  แล้ว 1 2x x  

 ดังนั้น  g  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

วิธีที่ 2  จาก    2 5 g x x   

 เขียนกราฟได้ดังนี้   
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 เมื่อลากเส้นขนานกับแกน X  ตัดกราฟ จะได้ว่าเส้นขนานกับแกน X     

 ทุกเส้น ตัดกราฟของ    2 5 g x x   เพียงจุดเดียว 

 ดังนั้น g  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

 3)  วิธีที่ 1  จาก       2 –1h x x  

 ให้  และ  เป็นจ านวนจริงใด ๆ 

 สมมติ               
 

   

 จะได้               12 –1x   22 –1x  

 จะได้               1

2

2 –1x    2

2

2 –1x  

              
2

1 2

2

2 –1 2 –1x x   0 

        1 2 1 2
2 –1 2 –1 2 –1 2 –1x x x x    

   
  0 

   1 2 1 2
2 2 2 2 2x x x x     0 

   1 2 1 2
4 1x x x x     0 

 นั่นคือ         
1 2

0x x      หรือ     
1 2

1 0x x    

 ดังนั้น               
1 2

x x    หรือ 
1 2

1x x    

 จะเห็นว่ามีกรณีที่ 1 2x x  แต่    1 2h x h x  

  เช่น 1 0x   จะได้  1 1h x    และ  2 1x   จะได้  2 1h x   

 ดังนั้น  h   ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

วิธีที่ 2  จาก       2 –1h x x  

 เขียนกราฟได้ดังนี้ 

1x 2x

 1h x   2h x












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    จะได้ว่า เมื่อลากเส้นขนานกับแกน X  ตัดกราฟ จะมีเส้นขนานกับแกน X  

    ที่ตัดกราฟของ       2 –1h x x  สองจุด   

    ดังนั้น  h   ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

 

แบบฝึกหัด 1.2ข  

1. 1) เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  1, 1  และ  2, 4  

  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  1, 2  

 2) เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  0, 1  

  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  2, 0  และ  1, 4  

 3) เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  2, 1   และ  1, 2  

  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง    3, 2 , 1, 1    และ  2, 4  

 4) เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  1, 1  

  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  3, 1   และ  1, 3  
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2. 1) ส าหรับ   3 7f x x    บนช่วง  0,  

  ให้ 1x  และ 2x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ บนช่วง  0,  ซ่ึง 1 2x x  

  จะได้  13x     23x  

    13 7x      23 7x   

      1f x      2f x  

 ดังนั้น  f  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  0,    
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 2) ส าหรับ   2 5f x x    บนช่วง  ,0  

  ให้ 1x  และ 2x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ บนช่วง  ,0  ซ่ึง 1 2x x  

  จะได้  2
1x     2

2x  

    2
1x     2

2x  

    2
1 5x      2

2 5x   

      1f x      2f x  

 ดังนั้น  f  เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  ,0    
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 3) ส าหรับ  f x x  บนช่วง  2, 6  

   ให้ 1x  และ 2x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ บนช่วง  2, 6   ซ่ึง 1 2x x  

   จะได้      1x    2x  

  1f x     2f x      

    ดังนั้น  f  เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนช่วง  2, 6    
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 4) ส าหรับ  f x x   บนช่วง  0, 5  

   ให้ 1x  และ 2x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ บนช่วง  0, 5   ซ่ึง 1 2x x  

   จะได้      1x    2x  

    1x    2x  

  1f x     2f x      

    ดังนั้น  f  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง    

 
  

 0, 5
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แบบฝึกหัด 1.3ก  

1. 1) ข 2) ก  

 3) ค 

2. 1)   2.54f x x  เป็นฟังก์ชันของความยาวที่มีหน่วยเป็นเซนติเมตร  

  เมื่อ x  เป็นความยาวที่มีหน่วยเป็นนิ้ว   

 
 

  

(นิ้ว) 

 (เซนติเมตร) 
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 2)   5 150f x x   เป็นฟังก์ชันของค่าขนส่งสินค้า x  กิโลกรัม จากกรุงเทพฯ  

  ไปยังจังหวัดที่อยู่ในเขตชายแดนภาคใต้    

 

 (บาท) 

 (กิโลกรัม) 
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 3)   0.05 6,000f x x   เป็นฟังก์ชันของรายรับ (บาท) ของพนักงานขายสินค้า 

  ที่มียอดขาย x  บาท 

 
 

3. 1) ให้  f x  แทนฟังก์ชันแสดงยอดขายสินค้า (บาท) เมื่อเวลาผ่านไป x  ปี  

    f x    12,000 0.1 12,000x   

   12,000 1,200x   

  ดังนั้น  ฟังก์ชันแสดงยอดขายสินค้าเม่ือเวลาผ่านไป x  ปี คือ   12,000 1,200f x x   

 2)  5f   12,000 1,200 5   
   18,000  

  ดังนั้น  อีก 5 ปีข้างหน้า บริษัทนี้ควรจะมียอดขายสินค้า 18,000 ชิ้น 

  

 (ชิ้น) 

 

 (บาท) 

 

 

 

 

   



     

     

     

    
 

334 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 

 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

แบบฝึกหัด 1.3ข  

1. 1)  
2

4 3y x    

  เมื่อเทียบกับ  
2

y a x h k     

  จะได้ 1, 4a h   และ 3k    

  นั่นคือ กราฟหงายขึ้น มีจุดวกกลับที่จุด  4, 3  และคู่กับกราฟ (ฌ) 

 2)  
2

4 3y x      

  เมื่อเทียบกับ  
2

y a x h k     

  จะได้ 1, 4a h    และ 3k   

  นั่นคือ กราฟคว่ าลง มีจุดวกกลับที่จุด  4, 3  และคู่กับกราฟ (ญ) 

 3)  
2

4 3y x    

  เมื่อเทียบกับ  
2

y a x h k     

  จะได้ 1, 4a h    และ 3k    

  นั่นคือ กราฟหงายขึ้น มีจุดวกกลับที่จุด  4, 3   และคู่กับกราฟ (ซ) 

 4)  
2

4 3y x      

  เมื่อเทียบกับ  
2

y a x h k     

  จะได้ 1, 4a h     และ 3k   

  นั่นคือ กราฟคว่ าลง มีจุดวกกลับที่จุด  4, 3  และคู่กับกราฟ (ช) 

 5)  
2

2 2y x    

  เมื่อเทียบกับ  
2

y a x h k     

  จะได้ 2, 2a h   และ 0k   

  นั่นคือ กราฟหงายขึ้น มีจุดวกกลับที่จุด  2, 0  และคู่กับกราฟ (ฉ) 
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 6)  
2

3 4y x       

  เมื่อเทียบกับ  
2

y a x h k     

  จะได้ 1, 3a h    และ 4k    

  นั่นคือ กราฟหงายขึ้น มีจุดวกกลับที่จุด  3, 4   และคู่กับกราฟ (ข) 

 7)  
21

1 3
2

y x      

  เมื่อเทียบกับ  
2

y a x h k     

  จะได้ 1
, 1

2
a h     และ 3k    

  นั่นคือ กราฟคว่ าลง มีจุดวกกลับที่จุด  1, 3   และคู่กับกราฟ (จ) 

 8)  
2

2 3 2y x         

  เมื่อเทียบกับ  
2

y a x h k     

  จะได้ 2, 3a h     และ 2k   

  นั่นคือ กราฟคว่ าลง มีจุดวกกลับที่จุด  3, 2  และคู่กับกราฟ (ค) 

 9) y   
2 2 3x x    

      2 2 1 2x x     

      
2

1 2x     

  เมื่อเทียบกับ  
2

y a x h k     

  จะได้ 1, 1a h   และ 2k   

  นั่นคือ กราฟหงายขึ้น มีจุดวกกลับที่จุด  1, 2  และคู่กับกราฟ (ง) 

 10) y  
22 4 5x x    

     22 2 1 3x x     

     
2

2 1 3x     

  เมื่อเทียบกับ  
2

y a x h k     
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  จะได้ 2, 1a h   และ 3k   

  นั่นคือ กราฟหงายขึ้น มีจุดวกกลับที่จุด  1, 3  และคู่กับกราฟ (ก) 

2. 1) ให้   2 4 5y f x x x     

  เขียนให้อยู่ในรูป  
2

a x h k   ได้ดังนี้ 

   f x     2 4 4 9x x     

       
2

2 9x    

 จะได้  1, 2a h   และ 9k    

 เนื่องจาก 0a    ดังนั้น กราฟของ f  จะหงายขึ้น  มีจุดวกกลับที่จุด  2, 9   

 และมีค่าต่ าสุด คือ 9   

 และจาก  f x   2 4 5x x     5 1x x   

 จะได้จุดตัดแกน X  คือ  1, 0  และ  5, 0  

 เขียนกราฟของ   2 4 5f x x x    ได้ดังนี ้  

 

  จะได้ f
D   และ  9,

f
R     
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 2) ให้   2 6 8y f x x x      

  เขียนให้อยู่ในรูป  
2

a x h k   ได้ดังนี้ 

   f x      2 6 8x x     

       2 6 9 8 9x x       

       
2

3 1x     

 จะได้  1, 3a h    และ 1k   

 เนื่องจาก 0a    ดังนั้น กราฟของ f  จะคว่ าลง  มีจุดวกกลับที่จุด  3, 1   

 และมีค่าสูงสุด คือ 1   

 และจาก  f x   2 6 8x x      2 6 8x x      4 2x x    

 จะได้จุดตัดแกน X  คือ  2, 0  และ  4, 0  

  เขียนกราฟของ   2 6 8f x x x     ได้ดังนี ้

 
 

  จะได้ 
f

D   และ  , 1
f

R    
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 3) ให้   2 2y f x x x     

  เขียนให้อยู่ในรูป  
2

a x h k   ได้ดังนี้ 

   f x      2 2x x    

       2 2 1 1x x     

       
2

1 1x    

 จะได้  1, 1a h     และ 1k   

 เนื่องจาก 0a    ดังนั้น กราฟของ f  จะคว่ าลง  มีจุดวกกลับที่จุด  1, 1   

 และมีค่าสูงสุด คือ 1  

 และจาก  f x   2 2x x    2x x   

 จะได้จุดตัดแกน X  คือ  2, 0  และ  0, 0  

 เขียนกราฟของ   2 2f x x x    ได้ดังนี ้

 

  จะได้ f
D   และ  , 1

f
R    
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 4) ให้   2 6 8y f x x x     

  เขียนให้อยู่ในรูป  
2

a x h k    ได้ดังนี้ 

   f x     2 6 9 1x x     

       
2

3 1x     

 จะได้  1, 3a h   และ 1k    

 เนื่องจาก 0a   ดังนั้น กราฟของ f  จะหงายขึ้น  มีจุดวกกลับที่จุด  3, 1   

 และค่าต่ าสุด คือ 1   

 และจาก  f x   2 6 8x x     2 4x x   

 จะได้จุดตัดแกน X  คือ  2, 0  และ  4, 0  

 เขียนกราฟของ   2 6 8f x x x    ได้ดังนี ้

 

  จะได้ 
f

D   และ  1,
f

R     
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3. 1) ให้ y  แทนรายได้จากการขายสินค้า x  ชิ้น 

  จะได้     y     100 0.1x x  

         2100 0.1x x   

  ดังนั้น  สมการแสดงรายได้จากการขายสินค้า x  ชิ้น คือ 2100 0.1y x x   

 2) จาก y    2100 0.1x x  

  เขียนให้อยู่ในรูป  
2

a x h k   ได้ดังนี้ 

      y     20.1 1,000x x    

            2 2 20.1 1,000 500 0.1 500x x     

          
2

0.1 500 25,000x    

 จะได้  0.1, 500a h    และ 25,000k   

 เนื่องจาก 0a    ดังนั้น กราฟของ f  จะคว่ าลงและมีจุดวกกลับที่จุด  500, 25000    

  ดังนั้น  จะต้องขายสินค้า 500 ชิ้น จึงจะมีรายได้มากท่ีสุด 25,000 บาท 

4. 1) ให้  f x  แทนรายได้ต่อเดือนของเจ้าของหอพักแห่งนี้   

  เมื่อ x  คือจ านวนห้องว่าง 

  จะได้      f x      80 4,000 200x x   

         2320,000 16,000 4,000 200x x x    

         2200 12,000 320,000x x    

  ดังนั้น  สมการแสดงรายได้ของเจ้าของหอพักแห่งนี้ คือ  

    2200 12,000 320,000f x x x     
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 2) จาก  f x    2200 12,000 320,000x x    

  ถ้าต้องการให้มีรายได้เดือนละ 375,000 บาท  

  นั่นคือ   375,000    2200 12,000 320,000x x    

     0    2200 12,000 55,000x x    

     0    2 60 275x x   

     0      55 5x x   

  จะได้ 5x   หรือ 55x   

  ถ้า 5x    เจ้าของหอพักต้องคิดค่าเช่าห้องละ  4,000 200 5 5,000   บาท 

  ถ้า 55x   เจ้าของหอพักต้องคิดค่าเช่าห้องละ  4,000 200 55 15,000   บาท 

  ดังนั้น  ถ้าต้องการให้มีรายได้เดือนละ 375,000 บาท  เจ้าของหอพักต้องคิดค่าเช่า 

  ห้องละ 5,000 บาท หรือ 15,000 บาท 

 3) จาก  f x    2200 12,000 320,000x x    

  จะมีจุดวกกลับ คือ  ,
2 2
b b

f
a a

 
  
 

 

  นั่นคือ จะมีจุดวกกลับเมื่อ 
 

12,000
30

2 200
x   


 

  และ      
2

30 200 30 12,000 30 320,000 500,000f       

  ดังนั้น  เจ้าของหอพักต้องตั้งราคาห้องละ  4,000 200 30 10,000   บาท   

  จึงท าให้มีรายได้มากท่ีสุด 500,000  บาท 
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5. ให้ x  เป็นจ านวนนับจ านวนที่หนึ่ง 

  y  เป็นจ านวนนับอีกจ านวนหนึ่ง 

 เนื่องจากจ านวนนับสองจ านวนมีผลบวกเป็น 45   

 จะได้ว่า     x y    45  

 ดังนั้น               y    45 x  

 เนื่องจากผลคูณของจ านวนทั้งสองจ านวนนี้เป็น 164  

 จะได้ว่า       xy    164  

           45x x    164  

           245x x    164  

      2 45 164x x     0  

        4 41x x     0  

 ดังนั้น    4x    หรือ 41x   

 นั่นคือ x  มีค่ามากที่สุดเป็น 41   

6. วิธีที่ 1  จาก 2 6x y   จะได้ 2 6y x   

   เขียน 2xy  ในรูปของ x  ได้ดังนี้ 

        2xy     6x x  

           
26x x  

   พิจารณา   26f x x x   

  พบว่าสัมประสิทธิ์ของ 2x  เป็นจ านวนลบ  ดังนั้นจุดวกกลับของกราฟ  

    26f x x x   จะเป็นจุดที่  f x  มีค่ามากที่สุด และพิกัดของจุดวกกลับ 

  ของกราฟ   2f x ax bx c    มี 
2
b
a

  เป็นสมาชิกตัวหน้า 

   จาก   26f x x x   จะได้ 1a    และ 6b   
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   ดังนั้น  สมาชิกตัวหน้าของพิกัดของจุดวกกลับ คือ 
 
6

3
2 1

 


 

   เนื่องจาก       
2

3 6 3 3 9f     

   ดังนั้น  พิกัดของจุดวกกลับของกราฟ คือ  3, 9  

   จะได้ว่า เมื่อ 2 6x y   ค่ามากท่ีสุดของ 2xy  คือ 9 

 วิธีที่ 2  จาก 2 6x y   จะได้ 2 6y x   

   เขียน 2xy  ในรูปของ x  ได้ดังนี้ 

        2xy     6x x  

           
26x x  

            2 6x x   

            2 2 26 3 3x x     

            
2

3 9x    

   พิจารณา    
2

3 9f x x     เมื่อเทียบกับ  
2

a x h k   

   จะได้ 1, 3a h    และ 9k   

   จะได้ว่า พิกัดของจุดวกกลับของกราฟ คือ  3, 9  

   เนื่องจาก จุดวกกลับของกราฟของ    
2

3 9f x x     จะเป็นจุดที่  f x  

   มีค่ามากท่ีสุด 

   ดังนั้น เมื่อ 2 6x y    ค่ามากท่ีสุดของ 2xy  คือ 9  
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แบบฝึกหัด 1.4ก  

1. 1) ให้   3 1y f x x    

x  –2  –1 0 1 2 

y  –7 0 1 2 9 

 

  จะได้ fD   และ fR   
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 2) ให้  
2

3 , 1

, 11

x x
y f x

xx

 
  


 

x  –3 –2 –1 0 1 2 3 4 

y  8 3 0 –1 4 5 6 7 

 

  จะได้  fD   และ  1,fR      

  

 

 

 

 เมื่อ  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 เมื่อ  
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 3) ให้   1
2

y f x
x

 


  

x  12  3  1  0  1  2  8  

y  0.1  1  1  0.5  0.3  0.25  0.1  

 

  จะได้  2fD     และ  0fR    
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 4) ให้   2y f x x    

x  –3 –2 –1 0 1 2 3 

y  1 0 1 2 3 4 5 

 

  จะได้ fD   และ    0, 0fR      
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2. เขียนฟังก์ชันในรูป  f x  เมื่อ x  แทนน้ าหนักของพัสดุมีหน่วยเป็นกิโลกรัม   

 และ  f x  แทนอัตราค่าบริการในการส่งพัสดุของบริษัทแห่งนี้มีหน่วยเป็นบาท ดังนี้ 

 

20.00 ; 0 1

35.00 ; 1 2

50.00 ; 2 3

65.00 ; 3 4

80.00 ; 4 5

95.00 ; 5 6

x

x

x
f x

x

x

x

 


 

  

 
 

  


 

 

 
  

 (บาท) 

 (กิโลกรัม) 
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3. เขียนฟังก์ชันในรูป  f x  เมื่อ x  แทนน้ าหนักของจดหมายมีหน่วยเป็นกรัม   

 และ  f x  แทนอัตราค่าบริการในการส่งจดหมาย (ไปรษณีย์ลงทะเบียน) ของบริษัท 

 แห่งนี้มีหน่วยเป็นบาท  ดังนี้ 

 

16.00 ; 0 20

18.00 ; 20 100

22.00 ; 100 250

28.00 ; 250 500

38.00 ; 500 1,000

x

x

f x x

x

x

 


 


  
  


 

 

 
  

 (บาท) 

 (กรัม) 
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แบบฝึกหัด 1.4ข  

1. 1)   2 3f x x   

 เริ่มจากกราฟของ 2y x  แล้วเลื่อนลง 3 หน่วย จะได้กราฟของ 2 3y x    

 ดังรูป 

 
 

 2)    
2

2 3g x x     

 เริ่มจากกราฟของ 2y x  เลื่อนไปทางซ้าย 2 หน่วย จะได้กราฟของ  
2

2y x    

 แล้วเลื่อนกราฟของ  
2

2y x   ลง 3 หน่วย จะได้กราฟของ  
2

2 3y x     

 ดังรูป 
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 3)   3h x x   

 เริ่มจากกราฟของ y x  เลื่อนไปทางขวา 3 หน่วย จะได้กราฟของ  

 3y x   ดังรูป 
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 4)   1 3k x x    

 เริ่มจากกราฟของ y x  เลื่อนไปทางซ้าย 1 หน่วย จะได้กราฟของ 1y x    

 แล้วเลื่อนกราฟของ 1y x   ขึ้น 3 หน่วย จะได้กราฟของ 1 3y x     

 ดังรูป 

 
 

 5)   2 5r x x    

 เริ่มจากกราฟของ y x  เลื่อนไปทางขวา 2 หน่วย จะได้กราฟของ 2y x    

 แล้วเลื่อนกราฟของ 2y x   ลง 5 หน่วย จะได้กราฟของ 2 5y x    ดังรูป 
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 6)   3 5s x x    

 เริ่มจากกราฟของ y x  เลื่อนไปทางซ้าย 3 หน่วย จะได้กราฟของ 3y x    

 แล้วเลื่อนกราฟของ 3y x   ขึ้น 5 หน่วย จะได้กราฟของ 3 5y x     

 ดังรูป 
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2. 1) สมการของกราฟที่ได้ในขั้นสุดท้าย คือ  
2

3 2y x     เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 
 

 2) สมการของกราฟที่ได้ในขั้นสุดท้าย คือ  
3

5 1y x    เขียนกราฟได้ดังนี้ 
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 3) สมการของกราฟที่ได้ในขั้นสุดท้าย คือ 1
2

2
y x    เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 
 

 4) สมการของกราฟที่ได้ในขั้นสุดท้าย คือ 1 5y x    เขียนกราฟได้ดังนี้ 
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แบบฝึกหัด 1.5  

1. 1) โดเมนของ f  คือ  และโดเมนของ g  คือ  

  โดเมนของ ,f g f g   และ fg  คือ f gD D   

 โดเมนของ f

g
 คือ     | 0 2

f g g
D D x D g x         

  f g x       f x g x    
2 – 2x x  

  f g x       f x g x     2 – 2x x    
2 2x x   

  fg x       f x g x     2 – 2x x    
3 22x x  

 
f

x
g

 
 
 

   
 

 

f x

g x
    

2

– 2

x

x
 

2)
 

โดเมนของ f  คือ  3,3  และโดเมนของ g  คือ  , 2 2 ,    
 

 

 โดเมนของ ,f g f g   และ fg  คือ 3, 2 2,3f gD D        
   

 

 โดเมนของ f

g
 คือ     | 0 3, 2 2, 3

f g g
D D x D g x         

    

  f g x       f x g x    2 29 2x x    

  f g x       f x g x    2 29 2x x    

  fg x       f x g x      2 29 2x x     4 211 18x x    

 
f

x
g

 
 
 

   
 

 

f x

g x
    

2

2

9

2

x

x




   

2

2

9

2

x

x




 

3) โดเมนของ f  คือ  และโดเมนของ g  คือ  

 โดเมนของ ,f g f g   และ fg  คือ f gD D   

 โดเมนของ f

g
 คือ   | 0

f g g
D D x D g x      

  f g x       f x g x       3 2 24 3 1x x x     
3 2 17x x   

  f g x       f x g x       3 2 24 3 1x x x      
3 2 1x x   
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  fg x       f x g x      3 2 24 3 1x x x     
5 4 3 23 12 4x x x x    

 
f

x
g

 
 
 

   
 

 

f x

g x
    

3 2

2

4

3 1

x x

x




 

4) โดเมนของ f  คือ  0  และโดเมนของ g  คือ  2   

 โดเมนของ ,f g f g   และ fg  คือ f gD D    2,0   

 โดเมนของ f

g
 คือ     | 0 2, 0

f g g
D D x D g x         

  f g x       f x g x    
2 4

2x x







 
 

   
2

4 2

2

x

x x




 

  f g x       f x g x    
2 4

2x x

 
  

 
   

2

6 4

2

x

x x




 

  fg x       f x g x    
2 4

2x x

 
  

 
   

2

8

2x x



 

 
f

x
g

 
 
 

   
 

 

f x

g x
    

2

4

2

x

x

 
 

 

   
2

2

x

x

 
   

5) โดเมนของ f  คือ  และโดเมนของ g  คือ  ,1  

 โดเมนของ ,f g f g   และ fg  คือ  ,1f gD D    

 โดเมนของ f

g
 คือ     | 0 ,1

f g g
D D x D g x        

  f g x       f x g x    2 1 1x x    

  f g x       f x g x    2 1 1x x    

  fg x       f x g x    2 1 1x x      3 2 1x x x     

 
f

x
g

 
 
 

   
 

 

f x

g x
    

2 1

1

x

x




    

2 1

1

x

x




 

6) โดเมนของ f  คือ  2   และโดเมนของ g  คือ  1  

 โดเมนของ ,f g f g   และ fg  คือ  2, 1f gD D     
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 โดเมนของ f

g
 คือ     | 0 2, 0, 1

f g g
D D x D g x         

  f g x       f x g x    
1

2 1

x

x x


 
   

2

2

3 1

2

x x

x x

 

 
 

  f g x       f x g x    
1

2 1

x

x x


 
   

2

2

1

2

x x

x x

  

 
 

  fg x       f x g x    
1

2 1

x

x x


 
   

2 2

x

x x 
 

 
f

x
g

 
 
 

   
 

 

f x

g x
    

1

2

1

x
x

x





   
2

1

2

x

x x




 

2. 1) ให้  g x x  และ   2h x x    ดังนั้น       f x hg x x   

 โดเมนของ g  คือ  0,  และโดเมนของ h  คือ  ,2  

 ดังนั้น  โดเมนของ f  คือ  0, 2g hD D   

2) ให้   2g x x   และ  
1

h x
x

   ดังนั้น      f x g x h x   

 โดเมนของ g  คือ  2,   และโดเมนของ h  คือ  0  

 ดังนั้น  โดเมนของ f  คือ    2,0 0,g hD D      

3) ให้    
2

2g x x   และ    
1

44h x x    ดังนั้น      f x g x h x   

 โดเมนของ g  คือ  และโดเมนของ h  คือ  4,  

 ดังนั้น  โดเมนของ f  คือ  4,f hD D    

4)

 

ให้   5g x x   และ   1h x x    ดังนั้น  
 

 

g x
f x

h x
  

 โดเมนของ g  คือ  5,   และโดเมนของ h  คือ  

 ดังนั้น  โดเมนของ f  คือ  และ  

  

 g hx x D D        0 5,1 1,h x     
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3. จาก  จะได้  และ  

 จาก  จะได้  และ  

 1)
 

เนื่องจาก , , 

  ,   

 ดังนั้น   และ  

2) เนื่องจาก , , 

  ,   

 ดังนั้น   และ  

3)  เนื่องจาก , , 

   ,   

 ดังนั้น   และ  

 

4) เนื่องจาก , , 

   ,   

 ดังนั้น   และ  

             

4. เนื่องจาก  และ  

1) โดเมนของ  คือ  

         3  จะได้  

          6  จะได้  

ดังนั้น   

2)
 

โดเมนของ  คือ  

         จะได้  

    3 – 5xf x fD  fR 

  2  1 g xx   gD   , 1gR  

  2   1– 0  10   g         3 – 5   21  1f   

      3 – 5   50  0f       
2

5 5   1–      24g   

    1 20f g f       5 20 4f gg    

      3 – 5 4 74    f         3 – 5    7 17 6f  

  21 1   1–     0g     2   1– 0  10   g  

     14 7 6f f f      1 0 1g g g 

   
2

   1  2 –   32  g           3 – 5    3 13 4f   

      3 – 5    2 12 1f       
2

11 1   1–      121 0g   

      2 3 4–2 1f fgg f     

      2 1 0–2 1 12fg f gg     

   1 1   3 – 5     8f           3 – 5    8 28 9f   

  22 2   1–      3g       
2

   1  3 –   83  g    

      1 8 9–1 2f fff f     

      2 3 82g g g g g    

 3, 2 ,0,fD    3, 1, 2gD    1, 2hD 

f g  3, 2f gD D   

  3f g      3  3f g    1 3   3, 3 f g  

  2f g     2 2  f g  0 6   2, 6 f g 

    3, 3 , 2, 6f g  

f g  3, 2f gD D   

  3f g      3  3f g    1 2  1  3, 1 f g   
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            จะได้  

ดังนั้น   

3) โดเมนของ  คือ  

         จะได้  

          6  จะได้  

ดังนั้น   

4) โดเมนของ  คือ  

        จะได้  

          0 จะได้  

ดังนั้น   

5) โดเมนของ  คือ   

         จะได้  

       0  จะได้  

ดังนั้น   

6) โดเมนของ  คือ   

       2 จะได้  

ดังนั้น   

  

  2f g     2 2  f g  0 6  6  2, 6 f g  

    3, 1 , 2, 6f g    

g f  3, 2g fD D   

  3g f      3  3g f    2 1  1  3, 1 g f  

  2g f     2 2  g f  6 0   2, 6 g f 

    3, 1 , 2, 6g f  

fg  3, 2f gD D   

  3fg       3 3f g   1 2  2  3,2 fg 

  2fg     2 2  f g  0 6   2, 0 fg

    3, 2 , 2, 0fg  

f

g
    | 3,0  2

f g g
D D x D g x     

 3
f

g

 
 

 


 

 

3

3

f

g






1

2

1
3,

2

f

g

 
 





 2
f

g

 
 
 


 

 

2

2

f

g


0

6
  2, 0

f

g


 
1

3, , 2, 0
2

f

g

  
   

  

g

f
    | 0 3

f g g
D D x D g x    

 3
g

f

 
 

 


 

 

3

3

g

f






2

1
  3, 2

g

f
 

  3, 2
g

f
 
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7)   และ  

 จะได้  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  

 เนื่องจาก  และ    

 ดังนั้น   

 เนื่องจาก  และ    

 ดังนั้น  

 เนื่องจาก  แต่  ไม่อยู่ในโดเมนของ    

 ดังนั้น   ไม่อยู่ในโดเมนของ  

 จะได้  

8)
 

  และ  

 จะได้  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  

 เนื่องจาก  และ    

 ดังนั้น   

 เนื่องจาก  แต่  ไม่อยู่ในโดเมนของ    

 ดังนั้น   ไม่อยู่ในโดเมนของ  

 เนื่องจาก  แต่  ไม่อยู่ในโดเมนของ    

 ดังนั้น   ไม่อยู่ในโดเมนของ  

 จะได้  

9)   และ  

 จะได้  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  

 เนื่องจาก  และ    

 ดังนั้น   

 0, ,3, 2f  D     3, 1, 2g   D      2, 6gR  

   2g fR D  f g

   23g     02  f 

      3  03 2g gf f f  

  21  g    02  f 

      1 01 2g gf f f  

  62  g  6 f

2 f g

    3, 0 , 1, 0f g  

 1, ,3, 2g  D     3, 0, 2f   D    0, 1, 4f  R  

 1f gR D  g f

   13f     21  g 

      3 23 1g f fg g  

  40  f  4 g

0 g f

  02  f  0 g

2 g f

  3, 2g f  

 0, ,3, 2f  D       1, 2hD      0, 4hR  

 0 h fR D  f h

  01  h    40  f 

      0 41 1f h hf f 



     

     

     

    
 

362 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 

 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 เนื่องจาก  แต่  ไม่อยู่ในโดเมนของ    

 ดังนั้น   ไม่อยู่ในโดเมนของ  

 จะได้  

10)
  

  และ  

 จะได้  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  

 เนื่องจาก  และ    

 ดังนั้น   

 เนื่องจาก  แต่  ไม่อยู่ในโดเมนของ    

 ดังนั้น   ไม่อยู่ในโดเมนของ  

 เนื่องจาก  แต่  ไม่อยู่ในโดเมนของ    

 ดังนั้น   ไม่อยู่ในโดเมนของ  

 จะได้  

11)    และ  

 จะได้  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  

 เนื่องจาก  และ    

 ดังนั้น   

 เนื่องจาก  และ    

 ดังนั้น   

 เนื่องจาก  แต่  ไม่อยู่ในโดเมนของ    

 ดังนั้น   ไม่อยู่ในโดเมนของ  

 จะได้  

  

  42  h  4 f

2 f h

  1, 4f h 

   1 ,, 2hD    3, 0, 2f   D    0, 1, 4f  R  

 1 f hR D  h f

   13f     01  h 

      3 03 1h f fh h  

  40  f  4 h

0 h f

  02  f  0 h

2 h f

  3, 0h f  

   1 ,, 2hD    3, 1, 2g   D      2, 6gR  

 2 g hR D  h g

   23g     42  h 

      3 43 2h g gh h  

  21  g    42  h 

      2 41 1h g gh h  

  62  g  6 h

2 h g

    3, 4 , 1, 4h g  
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12)    และ  

 จะได้   

 ดังนั้น  ไม่มี  

5. 1) จาก  จะได้  และ  

  จาก  จะได้  และ  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

    

   ส าหรับ  จะได้ 

    
    

    

    

  ดังนั้น  โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

    

   ส าหรับ  จะได้ 

    
    

    

    

  ดังนั้น  โดยที่  

 1, ,3, 2g  D       1, 2hD      0, 4hR  

 h gR D 

g h

     3 2f x x   fD   fR 

     4 –1g x x  gD   gR 

g fR D  f g

f gD    g fx D g x D 

  4 1x x  



f gx D

 f xg    f g x

  4 –1f x

  3 4 –1 2x 

 12 1x 

  12 1f g xx   f gD 

f gR D  g f

g fD    f gx D f x D 

  3 2x x  



g fx D

 g f x    g f x

  3 2g x 

  4 3 2 1x  

 12 7x 

  12 7g f xx   g fD 
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 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

    

  ส าหรับ  จะได้ 

    
    

    

    

  ดังนั้น  โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

    

  ส าหรับ  จะได้ 

     
     

    

    

  ดังนั้น  โดยที่  

2) จาก  จะได้  และ  

 จาก  จะได้  และ  

  

f fR D  f f

f fD    f fx D f x D 

  3 2x x  



f fx D

 f f x    f f x

  3 2f x 

  3 3 2 2x  

 9 8x 

  9 8xf f x   f fD 

g gR D  g g

g gD    g gx D f x D 

  4 1x x  



g gx D

 g g x    g g x

  4 1g x 

  4 4 1 1x  

 16 5x 

  16 5g g xx   g gD 

  2    f x x  fD     0,fR  

      5g x x   gD   gR 



      

   

   

   

 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 365 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

    

  ส าหรับ  จะได้ 

    
    

    

    

  ดังนั้น  โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

    

  ส าหรับ  จะได้ 

    

    

    

  ดังนั้น  โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

    

  ส าหรับ  จะได้ 
  

g fR D  f g

f gD    g fx D g x D 

  5x x  



f gx D

 f xg    f g x

  5f x 

  
2

5x 

 2 10 25x x 

  2 10 25g xf x x  f gD 

 0,f gR D   g f

g fD    f gx D f x D 

  2x x 



g fx D

 g f x    g f x

  2g x

 2 5x 

  2 5g f x x  g fD 

 0,f fR D   f f

f fD    f fx D f x D 

  2x x 



f fx D
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  ดังนั้น  โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

    

  ส าหรับ  จะได้ 

    
    

    

    

  ดังนั้น  โดยที่  

3) จาก  จะได้  และ  

 จาก  จะได้  และ  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

      

  ส าหรับ  จะได้ 
  

  

 f f x    f f x

  2f x

  
2

2x

 4x

  4f xf x  f fD 

g gR D  g g

g gD    g gx D g x D 

  5x x  



g gx D

 g g x    g g x

  5g x 

  5 5x  

 10x 

  10g g x x  g gD 

 
1

    f x
x

    0fD      0fR  

     2 3g x x   gD   gR 

 0g fR D   f g

f gD    g fx D g x D 

   2 3 0x x   


3

2

 
  
 

f gx D
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  ดังนั้น  โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

      

       

  ส าหรับ  จะได้ 

    

    

    

    

  ดังนั้น  โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

      

        

 ส าหรับ  จะได้ 
  

 f g x    f g x

  2 3f x 


1

2 3x 

 
1

2 3
f g x

x




3

2
f gD

 
   

 

 0f gR D   g f

g fD    f gx D f x D 

  
1

0x
x

 
   

 

  0

g fx D

 g f x    g f x


1

g
x

 
 
 


1

2 3
x

 
 

 


2

3
x


 
2

3g f x
x

   0g fD  

 0f fR D   f f

f fD    f fx D f x D 

    
1

0 0x
x

 
    

 

  0

f fx D
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  ดังนั้น  โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

    

  ส าหรับ  จะได้ 

    
    

    

    

  ดังนั้น  โดยที่  

4) จาก  จะได้  และ  

 จาก  จะได้  และ  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

      
  ส าหรับ  จะได้ 

  

 f f x    f f x


1

f
x

 
 
 


1

1

x

 x

 f f x x  0f fD  

g gR D  g g

g gD    g gx D g x D 

  2 3x x  



g gx D

 g g x    g g x

  2 3g x 

  2 2 3 3x  

 4 9x 

  4 9g g x x  g gD 

     f x x
fD     0,fR  

     2 5g x x 
gD  gR 

g fR D  f g

f gD    g fx D g x D 

  2 5x x  



f gx D
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  ดังนั้น  โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

     

        

  ส าหรับ  จะได้ 

    
    

     

  ดังนั้น  โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

     

        

  ส าหรับ  จะได้ 

    

    

        

        

  ดังนั้น  โดยที่  

  

 f g x    f g x

  2 5f x 

 2 5x 

  2 5f g x x  f gD 

 0,f gR D   g f

g fD    f gx D f x D 

  x x 



g fx D

 g f x    g f x

  g x

 2 5x 

  2 5g f x x  g fD 

 0,f fR D   f f

f fD    f fx D f x D 

  x x 



f fx D

 f f x    f f x

  f x

 x

 x

 f f x x f fD 
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 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

        

  ส าหรับ  จะได้ 

    
    

    

    

  ดังนั้น  โดยที่  

5) จาก  จะได้  และ  

 จาก  จะได้  และ  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

       

  ส าหรับ  จะได้ 

    
    

    

    

  ดังนั้น  โดยที่  

g gR D  g g

g gD    g gx D g x D 

  2 5x x  



g gx D
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  2 5g x 
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 4 15x 

  4 15g g x x  g gD 
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2

 
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 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

     

       

  ส าหรับ  จะได้ 

    

    

    

    

  ดังนั้น   โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

    

   

 

     

  ส าหรับ  จะได้ 
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  ดังนั้น   โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

       

  ส าหรับ  จะได้ 

    
    

    

    

  ดังนั้น  โดยที่  

6) จาก  จะได้  และ  

 จาก  จะได้  และ  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

       

  ส าหรับ  จะได้ 
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  ดังนั้น   โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

       

  ส าหรับ  จะได้ 

    

    

    

    

  ดังนั้น  โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

       

  ส าหรับ  จะได้ 
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  ดังนั้น   โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี โดยที่ 

     

    

       

  ส าหรับ  จะได้ 

    

    

    

    

  ดังนั้น  โดยที่  

6. จาก  จะได้  และ 
 

จาก  จะได้  และ  

จาก  จะได้  และ  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

       

 ส าหรับ  จะได้ 

                                        

      
  

 

       

 ดังนั้น  โดยที่  
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 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

       

 ส าหรับ  จะได้ 

     

       

       

 ดังนั้น  โดยที่  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 

     

    

       

 ส าหรับ  จะได้ 

     

       

       

 ดังนั้น  โดยที่  และ  

 เนื่องจาก  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  โดยที่ 
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 ส าหรับ  จะได้ 

     

       

       

 ดังนั้น  โดยที่  

7. 1) จาก  

 ให้  และ   

 จะได้    

     

     

     

2) จาก  

 ให้  และ   

 จะได้     

      

      

      

3) จาก  

 ให้  และ   

 จะได้    
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4) จาก  

 ให้   และ    

 จะได้    

      

     

     

5) จาก   

 ให้   และ   

 จะได้    

     

      

     

6)
 

จาก  

 ให้  และ   

 จะได้    
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8. จาก     

 จะได้    

     

     

 ให้   

 จะได้   

 ดังนั้น   

 

แบบฝึกหัด 1.6  

1. 1) 
  

 
 

  

 2) 
  

 
 

  

 3) 
  

 
 

  

 4) 
  

 
 

  

 5) 
 

วิธีที่ 1 จาก   

    ให้  จะได้   ดังนั้น  

    สลับ  กับ  จะได้    

    จะได้  

    ดังนั้น  

  วิธีที่ 2 จาก  

    หา 
 
ที่ท าให้ 
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    จะได้      =   

    นั่นคือ    = 10 

    ดังนั้น   

 6) 
 

จาก    เมื่อ    

  หา 
 
ที่ท าให้ 

  
   

      
  

      
  

      
  

  ดังนั้น 
    

 หรือ  

  เนื่องจาก   จะได้  

  นั่นคือ  

  ดังนั้น  

2. 1)  จาก    

  ให้    เป็นจ านวนจริงใด ๆ ซึ่ง   

  จะได้ว่า    

  ท าให้    

  ดังนั้น    เป็นฟังก์ชัน   และโดยทฤษฎีบท  เป็นฟังก์ชัน 

  พิจารณาหาฟังก์ชันผกผันของ  โดยให้   

  หา  ในพจน์ของ    

  จะได้  
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   เปลี่ยน  เป็น  และเปลี่ยน  เป็น  จะได้  

   ดังนั้น  มีฟังก์ชันผกผัน คือ   

2)   จาก  
  

 

  ให้    เป็นจ านวนจริงใด ๆ ซึ่ง   

  จะได้ว่า    

  ท าให้    

  ดังนั้น    เป็นฟังก์ชัน   และโดยทฤษฎีบท  เป็นฟังก์ชัน 

  พิจารณาหาฟังก์ชันผกผันของ  โดยให้   

  หา  ในพจน์ของ    

 จะได้  
 

  

  เปลี่ยน  เป็น  และเปลี่ยน  เป็น  จะได้  

   ดังนั้น  มีฟังก์ชันผกผัน คือ  

3)   จาก      

  ให้    เป็นจ านวนจริงใด ๆ ซึ่ง
1 2
, 0x x  และ   

  จะได้ว่า   ,   
1 2
, 0x x  

  ท าให้    

  ดังนั้น    เป็นฟังก์ชัน   และโดยทฤษฎีบท  เป็นฟังก์ชัน 

  พิจารณาหาฟังก์ชันผกผันของ  โดยให้    

  หา  ในพจน์ของ    

y x x y
5

2

x
y




f  1 5

2

x
f x 



 
1

f x
x



1 2
,x x    1 2

f x f x

1 2

1 1

x x


1 2
x x

f 1 1
1f 

f  
1

f x y
x

 

x y

x 
1

y

y x x y
1

y
x



f  1 1
f x

x

 

  2 4 ,f x x  0x 

1 2
,x x    1 2

f x f x

2 2

1 2
4 4x x  

1 2
x x

f 1 1
1f 

f   2 4, 0f x y x x   

x y
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 จะได้  
 

  

   
 

   

  เปลี่ยน  เป็น  และเปลี่ยน  เป็น  จะได้  

   ดังนั้น  มีฟังก์ชันผกผัน คือ  

4)   จาก        

  ให้    เป็นจ านวนจริงใด ๆ ซึ่ง   

  จะได้ว่า     

  ท าให้    

  ดังนั้น    เป็นฟังก์ชัน   และโดยทฤษฎีบท  เป็นฟังก์ชัน 

  พิจารณาหาฟังก์ชันผกผันของ  โดยให้    

 หา  ในพจน์ของ    

 จะได้  
 

  

   
 

   

  เปลี่ยน  เป็น  และเปลี่ยน  เป็น  จะได้  

   ดังนั้น  มีฟังก์ชันผกผัน คือ   

5)   จาก        

  ให้    เป็นจ านวนจริงใด ๆ ซึ่ง   

  จะได้ว่า     

  ท าให้    

2x  4y 

x  4y 

y x x y 4, 4y x x   

f  1 4, 4f x x x    

 
1

3
f x

x




1 2
,x x    1 2

f x f x

1 2

1 1

3 3x x


 

1 2
x x

f 1 1
1f 

f  
1

3
f x y

x
 



x y

3x  
1

y

x 
1

3
y


y x x y
1

3y
x

 

f  1 1
3f x

x

  

  1f x x 

1 2
,x x    1 2

f x f x

1 2
1 1x x  

1 2
x x
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  ดังนั้น    เป็นฟังก์ชัน   และโดยทฤษฎีบท  เป็นฟังก์ชัน 

  พิจารณาหาฟังก์ชันผกผันของ  โดยให้    

 หา  ในพจน์ของ    

 จะได้   
 

   

   
 

    

  เปลี่ยน  เป็น  และเปลี่ยน  เป็น  จะได้  

   ดังนั้น  มีฟังก์ชันผกผัน คือ   

3. 1)   จาก    5y f x x        

  หา  ในพจน์ของ  จะได้  

  เปลี่ยน  เป็น  และเปลี่ยน  เป็น  จะได้  

  ดังนั้น   

  เขียนกราฟของ   และ    ได้ดังนี้   

 
  

f 1 1 1f 

f   1f x y x  

x y

1y   x

x   
2

1y 

y x x y  
2

1 , 1y x x   

f    
21 1 , 1f x x x    

x y 5x y 

y x x y 5y x 

 1 5f x x  

f
1f 
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2)   จาก  
5

x
y f x       

 หา  ในพจน์ของ  จะได้  

  เปลี่ยน  เป็น  และเปลี่ยน  เป็น  จะได้  

  ดังนั้น   

  เขียนกราฟของ   และ    ได้ดังนี้   

 
 

3)  
 
จาก  

5 2

1 3

x
y f x

x


 


     

 หา  ในพจน์ของ     

 
จะได้

   
  

   
 

  

   
 

  

   
 

  

    
  เมื่อ    

x y 5x y

y x x y 5y x

 1 5f x x 

f
1f 

x y

 1 3y x  5 2x

3y xy  5 2x

3 2xy x  5 y

 3 2x y   5 y

x 
5

3 2

y

y





2

3
y  
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  เปลี่ยน  เป็น  และเปลี่ยน  เป็น  จะได้   เมื่อ   

  ดังนั้น   เมื่อ   

  เขียนกราฟของ   และ    ได้ดังนี้   

 
 

4) จาก    25y f x x    

 หา  ในพจน์ของ     

 
จะได้

   
  

   
 

   เมื่อ    

 เนื่องจาก  ดังนั้น   เมื่อ   

  เปลี่ยน  เป็น  และเปลี่ยน  เป็น    

  จะได้   เมื่อ   

  ดังนั้น   เมื่อ   

  เขียนกราฟของ   และ    ได้ดังนี้   

y x x y
5

3 2

x
y

x






2

3
x  

 1 5

3 2

x
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 
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f
1f 

, 0x 

x y

2x  5 y

x  5 y  5y 

0x  5x y  5y 

y x x y

5y x  5x 

 1 5f x x   5x 

f
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5) จาก   1 1y f x x      จะได้  ซึ่งเป็นโดเมนของ  

 หา  ในพจน์ของ     

 
จะได้

   
  

    
  

    
  

   
 

  

  เปลี่ยน  เป็น  และเปลี่ยน  เป็น    

  จะได้  

  ดังนั้น  โดยที่  

  เขียนกราฟของ   และ    ได้ดังนี้    

 1,fR  
1f 

x y

1y   1x 

 
2

1y   1x 

x   
2

1 1y  

x  2 2y y

y x x y

2 2y x x 

 1 2 2f x x x    1 1,
f

D   

f
1f 
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4. ก.  เขียนกราฟของ   และ    ได้ดังนี้   

 

  ให้   

  หา  ในพจน์ของ      
  

f
1f 

3 6y x 

x y
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จะได้

    
  

    
 

  

  เปลี่ยน  เป็น  และเปลี่ยน  เป็น    

  จะได้  

  ดังนั้น   

ข.   เขียนกราฟของ   และ    ได้ดังนี ้

 
 ให้   

  หา  ในพจน์ของ      

 
จะได้

    
  

    
 

  

  เปลี่ยน  เป็น  และเปลี่ยน  เป็น  จะได้  

  ดังนั้น  

3x  6y 

x 
6

3

y 

y x x y

6

3

x
y


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1f 

3 2y x 
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ค.   เขียนกราฟของ   และ    ได้ดังนี้   

 

 ให้   

 หา  ในพจน์ของ   จะได้  

     
  

 เนื่องจาก   ดังนั้น  

  เปลี่ยน  เป็น x  และเปลี่ยน x  เป็น  จะได้  

  ดังนั้น   

  

f
1f 

29 , 0y x x  

x y

2x  9 y

0x  9x y 

y y 9y x 

 1 9f x x  
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ง.   เขียนกราฟของ   และ    ได้ดังนี้  

 

 จาก   จะได้  ซึ่งเป็นโดเมนของ  

 ให้   

 หา  ในพจน์ของ     

 
จะได้

    
  

    
 

  

  เปลี่ยน  เป็น 8  และเปลี่ยน 8 เป็น  จะได้  

  ดังนั้น  โดยที่  

5. วิธีที่ 1 จาก  

   ใช้บทนิยาม  โดยเขียน  ให้อยู่ในรูปเซต  จะได้  

จะได้ 
 

 

ให้  และ  เป็นจ านวนจริงใด ๆ  ซึ่ง  และ  

f
1f 

  3f x x   0,fR  
1f 

3y x 

x y

2y  3x 

x  2 3y 

y y
2 3y x 

 1 2 3f x x    1 0,
f

D   

  3f x x

f   3,f x y y x 

     –1 3 3     ,     ,    f x  y x y  y xyx   

,x y z   1,x y f    1,x z f 
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จะได้ว่า    และ    

ดังนั้น     

นั่นคือ    เป็นฟังก์ชัน   

ดังนั้น   มีฟังก์ชันผกผัน และ  

วิธีที่ 2 จาก  

ใช้ทฤษฎีบท  โดยแสดงว่า  เป็นฟังก์ชัน  ดังนี้ 

ให้ และ  เป็นจ านวนจริงใด ๆ  ซึ่ง  

จะได้ว่า   ท าให้  

นั่นคือ  เป็นฟังก์ชัน    

   ดังนั้น  มีฟังก์ชันผกผัน และ  

6. วิธีที่ 1 จาก  

 ใช้บทนิยาม  โดยเขียน  ในรูปเซต  จะได้   

 จะได้      

 จะเห็นว่า  ไม่เป็นฟังก์ชัน เพราะ  และ  

  ดังนั้น  ไม่มีฟังก์ชันผกผัน 

วิธีที่ 2 จาก  

ใช้ทฤษฎีบท  เนื่องจาก  และ   

ดังนั้น  ไม่เป็นฟังก์ชัน    

  จะได้  ไม่มีฟังก์ชันผกผัน 

 

3y x 3z x

y z

1f 

f  –1 3 f x x

  3f x x

f 1 1

1x 2x    1 2f x f x

3 3
1 2 x x 1 2x x

f 1 1

f  –1 3 f x x

  4f x x 

f   , 4f x y y x  

     1 , 4 , 4f x y x y x y y x      

1f    15, 1 f    15, 1 f  

f

  4f x x 

 1, 5 f  1, 5 f 

f 1 1

f
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แบบฝึกหัดท้ายบท  

1.  จาก  และ  

  จะได้   

  จะเห็นว่า  แต่  นั่นคือ   

  ดังนั้น    ไม่เป็นความสัมพันธ์บนเซต    

2.  1)  และ  

  2)   และ 
 

  
3)   และ 

  
 

  4)   และ 
 

  5) 
 

 และ 
 

6)  และ  

7)   และ  

8)  3, 3rD     และ   

3.   1)  

   
 

   
 

  2)  

   
 

   
 

  3) และ  

   
 

   
 

 2 25E x x           4, 2 , 3, 1 , 2, 3 , 5, 4r 
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r E
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r
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          1 2, 2 , 3, 2 , 4, 1 , 2, 3 , 3, 3r 

 1 2, 3, 4
r

D  

 1 1, 2, 3
r

R  

 1 1
,

2

x
r x y y  

  
 

1r
D  

1r
R  

 1 , 0r x y x   2y x

 1 0,
r

D   

 1 0,
r

R   
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  4)
 

 

   
 

   
 

4. 1) จาก   เมื่อ  

   จะได้   เขียนกราฟของ  และ  ได้ดังนี้ 

 
 

 2) จาก  

   จะได้   เขียนกราฟของ    และ    ได้ดังนี้   

  1 ,r x y y x  

1r
D  

1r
R  

r    , 2x y A A y x    A   3, 2, 1, 0, 1, 2, 3  

1r    , 2x y A A y x    r 1r

  , 2r x y y x 

 1 ,
2

x
r x y y  

  
 

r 1r
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 3) จาก  

   จะได้   เขียนกราฟของ  และ  ได้ดังนี้   

  

  , 1 2r x y y x  

 1 1
,

2

x
r x y y  

  
 

r 1r

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 



     

     

     

    
 

394 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 

 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

5.  ไม่จ าเป็น  เช่น    และ   

 จะได้    และ    

 โดยที่    

 ดังนั้น ไม่จ าเป็นที่  จะเป็นตัวผกผันของ  เมื่อ  และ  เป็นความสัมพันธ์ ซึ่ง 

 และ    

6.  1) เป็นฟังก์ชัน 2) เป็นฟังก์ชัน 

3) ไม่เป็นฟังก์ชัน 4) ไม่เป็นฟังก์ชัน 

7.  1)  ไม่เป็นฟังก์ชัน เพราะพบว่า 4 ซึ่งอยู่ในโดเมนจับคู่กับ  และ  ซึ่งเป็นสมาชิก 

  ในเรนจ์ 

 2)  ไม่เป็นฟังก์ชัน เพราะจาก   ,x y A A y x     เมื่อ   

   จะได้             1, 1 , 1, 2 , 1, 3 , 2, 2 , 2, 3 , 3, 3  ซึ่งพบว่า 1 ซึ่งอยู่ในโดเมน 

  จับคู่กับ 1, 2 และ 3 ซึ่งเป็นสมาชิกในเรนจ์ และ 2 ซึ่งอยู่ในโดเมนจับคู่กับ 2  

  และ 3 ซึ่งเป็นสมาชิกในเรนจ์ 

 3)  วิธีที่ 1 ไม่เป็นฟังก์ชัน เพราะจาก   , 3x y x   

    จะได้ว่า  3  ซึ่งอยู่ในโดเมน  จับคู่กับสมาชิกทุกตัวในเรนจ์ 

   วิธีที่ 2 ไม่เป็นฟังก์ชัน เพราะจาก   , 3x y x   เขียนกราฟได้ดังนี้ 

    1, 2 , 3, 4r      2, 3 , 4, 1s 

 1, 3r sD R   2, 4r sR D 

    1 2, 1 , 3, 4r s  

s r r s

r sD R r sR D

d e

 1, 2, 3A 
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    จะได้ว่า เมื่อลากเส้นขนานกับแกน  ตัดกราฟ จะมีเส้นขนานกับ 

    แกน  ที่ตัดกราฟของ  มากกว่าหนึ่งจุด   

 4) เป็นฟังก์ชัน เขียนกราฟของ  ได้ดังนี้   

 

   จะได้ว่า เส้นขนานกับแกน  ทุกเส้น ตัดกราฟของ  เพียงจุดเดียว   

  

Y

Y 3x 

  ,x y y x

Y y x
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 5)  วิธีที่ 1 ไม่เป็นฟังก์ชัน  

    เพราะจาก    , 1x y y   เมื่อ  และ  เมื่อ  

    จะมี 0 ซึ่งอยู่ในโดเมนจับคู่กับ 1  และ 1 ซึ่งเป็นสมาชิกในเรนจ์  

  วิธีที่ 2 ไม่เป็นฟังก์ชัน  

    เพราะจาก    , 1x y y   เมื่อ  และ  เมื่อ  

   เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 

    จะได้ว่า เมื่อลากเส้นขนานกับแกน Y  ตัดกราฟ จะมีเส้นขนานกับแกน Y   

    ที่ตัดกราฟสองจุด 

8. เนื่องจาก  

 จะได้      

       

       

       

  

0x  1y   0x 

0x  1y   0x 

  2 3 5  f x x x

 0f     
2

0 3 0 5   5

 1f      
2

1 3 1 5     7

 3f     
2

3 3 3 5   13

 f a   2 3 5a a   2 3 5a a 
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9. 1)   และ    

 2)   และ   

 3)  และ   

4)  และ   

5)  และ   

10. 1) จาก  เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 

  จะได้   และ     

 2) จาก  เขียนกราฟได้ดังนี้ 

   f x h f x

h

 


   2 2 22 3 3 5 3 5x hx h x h x x

h

       


22 3hx h h

h

 

 2 3x h 

fD  fR 

 2,fD    0,fR  

fD   0,fR  

fD   0,fR  

fD   0,fR  

  5 2f x x  

fD  fR 

  3 5f x x 
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  จะได้   และ     

 3) จาก  เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 

fD  fR 

  2 6 10f x x x   
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  จะได้   และ   

 4) จาก  เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 

จะได้   และ   

11. จาก เป็นจ านวนเฉพาะที่น้อยกว่า  และ  

   

 จะได้  และ  

 1) ฟังก์ชันจาก  ไป  ได้แก่  และ  

 2) ไม่มีฟังก์ชันจาก  ไป   

  3) ฟังก์ชันจาก  ไป  ได้แก่  

  4) ฟังก์ชัน 1 1  จาก  ไป  ได้แก่  และ  

  5) ไม่มีฟังก์ชัน 1 1  จาก  ไป   

fD   , 1fR   

  3 5 7f x x  

fD   7,fR  

A xx  7

 24 4B x x    

 2, 3, 5A   2, 1, 0, 1, 2B   

A B 2 3,f f 6f

B A

A A 2f

A B 3f 6f

B B
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  6) ไม่มีฟังก์ชันจาก  ไปทั่วถึง   

  7) ไม่มีฟังก์ชันจาก  ไปทั่วถึง   

  8) ไม่มีฟังก์ชันจาก  ไปทั่วถึง   

12.  1) วิธีที่ 1   จาก  

  จะเห็นว่ามีกรณีที่  แต่  

  เช่น  จะได้   และ   จะได้  

  ดังนั้น    ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

วิธีที่ 2  จาก  

  เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 

    จะได้ว่า เมื่อลากเส้นขนานกับแกน   ตัดกราฟ จะมีเส้นขนานกับ 

    แกน  ที่ตัดกราฟหลายจุด   

    ดังนั้น    ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

  

A A

B A

B B

 
, 1

3 , 1

x x
f x

x


 

 

1 2x x    1 2f x f x

1 1x   1 3f x   2 2x   2 3f x  

f

 
, 1

3 , 1

x x
f x

x


 

 

X

X

f
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 2) วิธีที่ 1   จาก  

   ให้  และ  เป็นจ านวนจริงใด ๆ 

  สมมติ             

  จะได้          

     

     

    0 

   0  

     0 

     0 

 จะได้    0  หรือ    0 

 นั่นคือ      หรือ      

 จาก         

 จะเห็นว่ามีกรณีที่  แต่  

  เช่น  จะได้   และ   จะได้  

 ดังนั้น    ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

วิธีที่ 2  จาก  

  เขียนกราฟได้ดังนี้ 

  3 2h x x 

1x 2x

 1h x   2h x

13 2x   23 2x 

2

13 2x  
2

23 2x 

 
2

13 2x    
2

23 2x 

   
2 2

1 23 2 3 2x x   

       1 2 1 23 2 3 2 3 2 3 2x x x x             

  1 2 1 23 3 3 3 4x x x x   

  1 2 1 23 3 4x x x x   

1 2x x  1 23 3 4x x  

1x  2x 1x  23 4

3

x 

1x  23 4

3

x 

1 2x x    1 2h x h x

1

4

3
x    1 2h x  2 0x   2 2h x 

h

  3 2h x x 
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    จะได้ว่า เมื่อลากเส้นขนานกับแกน   ตัดกราฟ จะมีเส้นขนานกับ 

    แกน  ที่ตัดกราฟของ  สองจุด   

    ดังนั้น    ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

3)  วิธีที่ 1 จาก   

 ให้  และ  เป็นจ านวนจริงใด ๆ 

 สมมติ             

 จะได้          

           

      

 ดังนั้น                          

 นั่นคือ  ถ้า    แล้ว   

 ดังนั้น    เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

  

X

X   3 2h x x 

h

    1g x x 

1x 2x

 1g x   2g x

1 1x   2 1x 

 
2

1 1x    
2

2 1x 

1
1x   2

1x 

1x  2x

   1 2g x g x 1 2x x

g
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วิธีที่ 2  จาก  

 เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 

    จะได้ว่า เส้นขนานกับแกน  ทุกเส้น ตัดกราฟของ   

    เพียงจุดเดียว   

    ดังนั้น    เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

 4) วิธีที่ 1   จาก  

  ให้  และ  เป็นจ านวนจริงใด ๆ 

 สมมติ             

 จะได้          

            

     0 

    0 

     0 

  

    1g x x 

X     1g x x 

g

  2 2r x x x  

1x 2x

 1r x   2r x

2
1 1 2x x   2

2 2 2x x 

2
1 1x x  2

2 2x x

   2 2

1 2 1 2x x x x   

    1 2 1 2 1 2x x x x x x    

  1 2 1 2 1x x x x   
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 จะได้    0  หรือ    0 

 นั่นคือ      หรือ      

 จาก         

  จะเห็นว่ามีกรณีที่  แต่  

   เช่น  จะได้   และ   จะได้  

  ดังนั้น    ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

วิธีที่ 2  จาก  

 เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 

    จะได้ว่า เมื่อลากเส้นขนานกับแกน   ตัดกราฟ จะมีเส้นขนานกับแกน   

    ที่ตัดกราฟของ  สองจุด   

    ดังนั้น    ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

  

1 2x x  1 2 1x x  

1x  2x 1x  21 x

1x  21 x

1 2x x    1 2r x r x

1 2x   1 4r x  2 1x    2 4r x 

r

  2 2r x x x  

X X

  2 2r x x x  

r
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13.  1) จาก   

  จะได้ว่า  และ  

  ดังนั้น   เป็นฟังก์ชันจาก  ไปทั่วถึง  

 

 2) จาก   

  จะได้ว่า  และ  

  เนื่องจาก  แต่  

  ดังนั้น   ไม่เป็นฟังก์ชันจาก  ไปทั่วถึง  

 

  2f x x 

fD   0,fR  

f  0, 

  2 1h x x 

hD   1,hR  

 0 0,  0 hR

h  0, 
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 3) จาก   

  จะได้ว่า  และ  

  ดังนั้น   เป็นฟังก์ชันจาก  ไปทั่วถึง  

 

14.  1)  จาก  

 จะแสดงว่า  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

  ให้  และ  เป็นจ านวนจริงใด ๆ 

 สมมติ             

 จะได้          

           

           

ดังนั้น   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

  

   
22 4 4 2g x x x x    

gD   0,gR  

g  0, 

  1f x x 

f

1x 2x

 1f x   2f x

11 x  21 x

1x  2x

1x  2x

f
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 จาก  จะได้ว่า  และ  

  ดังนั้น   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก  ไปทั่วถึง  

 

 2)  จาก  

  วิธีที่ 1 จะแสดงว่า  ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

  ให้  และ  เป็นจ านวนจริงใด ๆ 

  สมมติ             

  จะได้          

    

           

          

            

  

  1f x x 
fD  fR 

f

  2 4 2h x x x  

h

1x 2x

 1h x   2h x

2
1 14 2x x   2

2 24 2x x 

2 2
1 1 2 24 4x x x x    0

2 2
1 2 1 24 4x x x x    0

    1 2 1 2 1 24x x x x x x     0

  1 2 1 2 4x x x x    0
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  นั่นคือ     หรือ       

       หรือ        

  จาก       

  จะเห็นว่ามีกรณีที่  แต่  

  เช่น  จะได้   และ   จะได้  

  ดังนั้น    ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

   จะได้ว่า   ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก  ไปทั่วถึง  

  วิธีที่ 2 จะแสดงว่า  ไม่เป็นฟังก์ชันทั่วถึง 

    เนื่องจาก     แต่    

    ดังนั้น    ไม่เป็นฟังก์ชันทั่วถึง 

   จะได้ว่า   ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก  ไปทั่วถึง  

 
  

1 2x x  0 1 2 4x x   0

1x  2x 1x  24 x

1x  24 x

1 2x x    1 2h x h x

1 0x   1 2h x  2 4x   2 2h x 

h

h

h

hD   2,hR    

h

h
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15. 1) เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  

  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  และ  

 2) เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  และ  

  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  และ  

 3) เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  และ  

  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  

 4) เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  และ  

  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  

16. 1) ส าหรับ  บนช่วง  

  ให้  และ  เป็นจ านวนจริงใด ๆ บนช่วง  ซ่ึง  

  จะได้      

           

  เนื่องจาก  ดังนั้น  และ   

  จะได้        

         

 ดังนั้น   เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  

 1, 2

 3, 1   2, 4

     3, 2 , 1, 1 , 1, 2    3, 4

 2, 1   2, 3

   3, 1 , 1, 0    2, 4

 0, 2

 3, 0  1, 3

 0, 1

  2 1f x x 
1

,
2

 
 
 

1x 2x
1

,
2

 
 
 

1 2x x

12x  22x

12 1x   22 1x 

1 2

1
, ,

2
x x

 
  
 

12 1 0x   22 1 0x  

12 1x   22 1x 

 1f x   2f x

f
1

,
2

 
 
 
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 2) ส าหรับ  บนช่วง  

  ให้  และ  เป็นจ านวนจริงใด ๆ บนช่วง  ซ่ึง  

  จะได้      

        

        

      

 ดังนั้น   เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบนช่วง  

  2 4f x x    , 0

1x 2x  , 0 1 2x x

2
1x 

2
2x

2
1x 

2
2x

2
1 4x  

2
2 4x 

 1f x   2f x

f  , 0
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 3) ส าหรับ  บน  

  ให้  และ  เป็นจ านวนจริงใด ๆ ซึ่ง  

  จะได้      

        

     

 ดังนั้น   เป็นฟังก์ชันเพ่ิมบน  

  3 2f x x 

1x 2x 1 2x x

3
1x 

3
2x

3
1 2x  

3
2 2x 

 1f x   2f x

f
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 4) ส าหรับ  บนช่วง  

  จาก  

  ให้  และ  เป็นจ านวนจริงใด ๆ บนช่วง  ซ่ึง  

  จะได้      

  เนื่องจาก   ดังนั้น  และ  

  จะได้      

     

 ดังนั้น   เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  

  2 2 1f x x x    1, 1

   
22 2 1 1f x x x x    

1x 2x  1, 1 1 2x x

1 1x   2 1x 

 1 2, 1, 1x x  
1 1 0x   2 1 0x  

 
2

1 1x    
2

2 1x 

 1f x   2f x

f  1, 1
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17. 1) ฉ  2) ก 

 3) ง  4) ข 

 5) จ  6) ค 

18. 1) โดเมนของ  คือ  และโดเมนของ  คือ  

 โดเมนของ  และ  คือ  

 โดเมนของ  คือ   

       

       

      

   

       

  

f g

,f g f g  fg f gD D 

f

g
    | 0 1,1

f g g
D D x D g x      

  f g x     f x g x     2 22 1x x x    1 2x

  f g x     f x g x     2 22 1x x x    22 2 1x x 

  fg x     f x g x    2 22 1x x x 

 4 3 22 2x x x x   

 
f

x
g

 
 
 


 

 

f x

g x


2

2

2

1

x x

x




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 2) โดเมนของ  คือ  และโดเมนของ  คือ  

 โดเมนของ  และ  คือ   

 โดเมนของ  คือ     

     

      

      

       

 3) โดเมนของ  คือ  และโดเมนของ  คือ  

 โดเมนของ  และ  คือ  

 โดเมนของ  คือ  

      

       

      

     3

2

1
1

1
x

x

 
 

 
 

        เมื่อ   

          

       

f    , 2 2,    g  , 3

,f g f g  fg    , 2 2, 3f gD D    

f

g
      | 0 , 2 2, 3

f g g
D D x D g x       

  f g x     f x g x  2 4 3x x  

  f g x     f x g x  2 4 3x x  

  fg x     f x g x  2 4 3x x  

 
f

x
g

 
 
 


 

 

f x

g x


2 4

3

x

x





f  1, 1  g

,f g f g  fg  1, 1
f g

D D   

f

g
    | 0 1, 1

f g g
D D x D g x      

  f g x     f x g x  3

2

1
1

1
x

x
 



  f g x     f x g x   3

2

1
1

1
x

x
 



 3

2

1
1

1
x

x
 



  fg x     f x g x 


2 1

1

x x

x

 


1x 

 
f

x
g

 
 
 


 

 

f x

g x


2

3

1

1

1

x

x






  2 3

1

1 1x x 



      

   

   

   

 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 415 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 4) โดเมนของ  คือ  และโดเมนของ  คือ  1   

 โดเมนของ  และ  คือ  

 โดเมนของ  คือ   

      

       

        

         

19.  จาก  และ  

จะได้   และ   

จะได้ว่า    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง  จึงมี  

    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง  จึงมี  

    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง  จึงมี  

   0, 3 
g g

R D    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง  จึงมี  

1) เนื่องจาก   และ    ดังนั้น  

 เนื่องจาก   และ   ดังนั้น  

2) เนื่องจาก   และ    ดังนั้น  

 เนื่องจาก   และ   ดังนั้น  

3) เนื่องจาก  และ      

 ดังนั้น   

f  3 g

,f g f g  fg  1, 3
f g

D D   

f

g
    | 0 1, 3

f g g
D D x D g x      

  f g x     f x g x 
1

3 1

x

x x


 

  f g x     f x g x 
1

3 1

x

x x


 

  fg x     f x g x 
1

3 1

x

x x


 


  3 1

x

x x 

 
f

x
g

 
 
 


 

 

f x

g x
 3

1

1

x

x

x






 1

3

x x

x





  1 3f x x     29g x x 

   , 3, , 3, 3
f f g

D R D       0, 3gR 

 0, 3g fR D  f g

 3, 3f gR D   g f

 3,f fR D    f f

g g

 0 3g   3 1f      0 3 1f g f 

 0 2f    2 5g       0 2 5g f g  

 3 1f   1 1f       3 1 1f f f  

 2 5g    5 2g      2 5 2g g g  

 1 2 2g    2 2 2 2 1 3 2 2 2f     

      1 1 2 2 2 2 2f g f g f     
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 เนื่องจาก  และ    

 ดังนั้น   

4) เนื่องจาก  และ    

 ดังนั้น   

 เนื่องจาก    และ     

 ดังนั้น    

5) เนื่องจาก  และ     

 ดังนั้น    

 เนื่องจาก  และ    

 ดังนั้น   

20. เนื่องจาก  และ  

   

 จะได้  และ  

1) โดเมนของ  คือ  

              

  จะได้   

                

  จะได้   

ดังนั้น   

2) โดเมนของ  คือ  

            

จะได้   

 2 0f   0 3g 

      2 2 0 3g f g f g  

 1 1f    1 3f   

      1 1 1 3f f f f f    

 3 0g   0 3g 

      2 3 0 3g g g g g  

  1 3f x x      1 3 1 3 1 3f x x      

      1 3 1 2 3f f x f f x f x x       

  29g x x     2 2 29 9 9g x x x    

      29g g x g g x g x x   

                 1, 1 , 0, 4 , 1, 5 , 1, 0 , 1, 4 , 2, 1f x g x   

        0, 0 , 2, 1 , 1, 2h x  

   1, 0, 1 , 1, 1, 2
f g

D D     0, 1, 2
h

D 

f g  1, 1
f g

D D  

  1f g     1 1f g   1 0 1

 1, 1 f g  

  1f g    1 1f g 5 4 9

 1, 9 f g 

    1, 1 , 1, 9f g  

g h  1, 2
g h

D D 

  1g h    1 1g h 4 2 2

 1, 2 g h 
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               

  จะได้   

ดังนั้น   

3) โดเมนของ  คือ  และ  

            

จะได้   

           

จะได้   

ดังนั้น   

4) โดเมนของ  คือ  และ  

           

จะได้   

ดังนั้น   

5) โดเมนของ  คือ  

           

จะได้   

              

  จะได้   

  2g h    2 2g h  1 1  2

 2, 2 g h 

    1, 2 , 2, 2g h 

g

f
 g h
x x D D      0 1, 1f x   

 1
g

f

 
 

 

 

 

1

1

g

f





0

1
0

 1, 0
g

f
 

 1
g

f

 
 
 

 

 

1

1

g

f

4

5

4
1,

5

g

f

 
 

 

 
4

1, 0 , 1,
5

g

f

  
   

  

f

h
 f h
x x D D      0 1h x  

 1
f

h

 
 
 

 

 

1

1

f

h

5

2

5
1,

2

f

h

 
 

 

5
1,

2

f

h

  
   

  

hg  1, 2
h g

D D 

  1hg    1 1h g 2 4 8

 1, 8 hg

  2hg    2 2h g  1 1  1

 2, 1 hg 
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ดังนั้น   

6)  และ  

 จะได้   ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี   

 เนื่องจาก  และ   ดังนั้น  

 เนื่องจาก  แต่  ไม่อยู่ในโดเมนของ  

 ดังนั้น  ไม่อยู่ในโดเมนของ  

 เนื่องจาก  และ  

 ดังนั้น  

 จะได้  

7)  และ  

 จะได้  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  

 เนื่องจาก  และ    

 ดังนั้น        1 1 1 2    h f h f h  

 เนื่องจาก  แต่  ไม่อยู่ในโดเมนของ  

 ดังนั้น   ไม่อยู่ในโดเมนของ  

 เนื่องจาก  แต่  ไม่อยู่ในโดเมนของ  

 ดังนั้น  ไม่อยู่ในโดเมนของ  

 จะได้  

8)   และ  

 จะได้  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี  

 เนื่องจาก  และ  

 ดังนั้น    

    1, 8 , 2, 1hg  

   1, 0, 1 , 0, 1, 2
f h

D D    1, 0, 2
h

R  

 1, 0
h f

R D   f h

 0 0h   0 4f        0 0 0 4f h f h f  

 1 2h  2 f

1 f h

 2 1h    1 1f  

      2 2 1 1f h f h f   

      2 0, 4 , 2, 1f h 

   0, 1, 2 , 1, 0, 1
h f

D D    1, 4, 5
f

R 

 1
f h

R D  h f

 1 1f    1 2h 

 0 4f  4 h

0 h f

 1 5f  5 h

1 h f

  1, 2h f  

   0, 1, 2 , 1, 1, 2
h g

D D    0, 1, 4
g

R 

 0, 1
g h

R D  h g

 1 0g    0 0h 

      1 1 0 0h g h g h    
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 เนื่องจาก  แต่  ไม่อยู่ในโดเมนของ    

 ดังนั้น  ไม่อยู่ในโดเมนของ  

 เนื่องจาก  และ  

 ดังนั้น  

 จะได้     1, 0 , 2, 2h g    

9)
    1, 1, 2 , 0, 1, 2

g h
D D    และ  

 จะได้  1, 2
h g

R D    ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง จึงมี g h  

 เนื่องจาก  0 0h   แต่ 0  ไม่อยู่ในโดเมนของ g  

 ดังนั้น 0  ไม่อยู่ในโดเมนของ g h  

 เนื่องจาก  และ   ดังนั้น       1 1 2 1g h g h g    

 เนื่องจาก  2 1 h  และ  1 0g      

 ดังนั้น        2 2 1 0g h g h g     

 จะได้     1, 1 , 2, 0g h   

21. 1) จาก   5 6f x x   จะได้ 
f

D   และ 
f

R   

 จาก  
3

x
g x   จะได้ 

g
D   และ 

g
R   

 เนื่องจาก 
g f

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี f g  

  f g x      f g x  

    
3

x
f
 
 
 

 

    5 6
3

x 
 

 
 

    
5

6
3

x
  

  

 1 4g  4 h

1 h g

 2 1g   1 2h 

      2 2 1 2h g h g h  

 1, 0, 2
h

R  

 1 2h   2 1g 
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f g

D      g f
x D g x D   

    
3

x
x

 
  

 
 

     

  ดังนั้น   
5

6
3

x
f g x    โดยที่ 

f g
D   

 เนื่องจาก 
f g

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี g f  

  g f x      g f x  

     5 6g x   

    
5 6

3

x 
 

    
5

2
3

x
  

  
g f

D      f g
x D f x D   

     5 6x x    

     

  ดังนั้น   
5

2
3

x
g f x    โดยที่ 

g f
D   

 เนื่องจาก 
f f

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี f f  

  f f x      f f x  

     5 6f x   

     5 5 6 6x    

    25 36x   

  
f f

D      f f
x D f x D   

     5 6x x     

     

  ดังนั้น    25 36f f x x   โดยที่ 
f f

D   
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 เนื่องจาก 
g g

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี g g  

  g g x      g g x  

    
3

x
g
 
 
 

 

    3

3

x

 

    
9

x
 

  
g g

D      g g
x D g x D   

    
3

x
x

 
  

 
  

     

  ดังนั้น   
9

x
g g x   โดยที่ 

g g
D   

2) จาก   3 1f x x   จะได้ 
f

D   และ 
f

R   

 จาก   2g x x   จะได้ 
g

D   และ 
g

R   

 เนื่องจาก 
g f

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี f g  

  f g x      f g x  
     2f x   

     
3

2 1x    

    3 26 12 9x x x    

  
f g

D      g f
x D g x D   

     2x x     

     

  ดังนั้น    3 26 12 9f g x x x x     โดยที่ 
f g

D   
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 เนื่องจาก 
f g

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี g f  

  g f x      g f x  

     3 1g x   

     3 1 2x    

    3 3x   

  
g f

D      f g
x D f x D   

     3 1x x    

     

  ดังนั้น    3 3g f x x   โดยที่ 
g f

D   

 เนื่องจาก 
f f

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี f f  

  f f x      f f x  

     3 1f x   

     
3

3 1 1x    

    9 6 33 3 2x x x    

  
f f

D      f f
x D f x D   

     3 1x x    
     

  ดังนั้น    9 6 33 3 2f f x x x x     โดยที่ 
f f

D   

 เนื่องจาก 
g g

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี g g  

  g g x      g g x  

     2g x   

     2 2x    

    4x   
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g g

D      g g
x D g x D   

     2x x      

         

  ดังนั้น    4g g x x   โดยที่ 
g g

D   

3) จาก   2f x x  จะได้ 
f

D   และ  0,
f

R    

 จาก   5g x x   จะได้  5,
g

D     และ  0,
g

R    

 เนื่องจาก  0,
g f

R D    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี f g  

  f g x      f g x  

     5f x   

     
2

5x   

    5x   

  
f g

D      g f
x D g x D   

      5, 5x x      

     5,      

  ดังนั้น    5f g x x   โดยที่  5,
f g

D     

 เนื่องจาก  0,
f g

R D    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี g f  

  g f x      g f x  

     2g x  

    
2 5x   

  
g f

D      f g
x D f x D   

      2 5,x x     

         

  ดังนั้น    2 5g f x x   โดยที่ 
g f

D   
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 เนื่องจาก  0,
f f

R D    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี f f  

  f f x      f f x  

     2f x  

     
2

2x  

    4x  

  
f f

D      f f
x D f x D   

     2x x   
         

  ดังนั้น    4f f x x  โดยที่ 
f f

D   

 เนื่องจาก  0,
g g

R D    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี g g  

  g g x      g g x  

     5g x   

    5 5x    

  
g g

D      g g
x D g x D   

        5, 5 5,x x        

     5,     

  ดังนั้น    5 5g g x x    โดยที่  5,
g g

D     

4) จาก   4f x x   จะได้ 
f

D   และ 
f

R   

 จาก   4g x x   จะได้ 
g

D   และ  0,
g

R    

 เนื่องจาก g f
R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี f g  

  f g x      f g x  
     4f x   

    4 4x    
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f g

D      g f
x D g x D   

     4x x    

         

  ดังนั้น    4 4f g x x    โดยที่ 
f g

D   

 เนื่องจาก 
f g

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี g f  

  g f x      g f x  

     4g x   

     4 4x    

    x  

  
g f

D      f g
x D f x D   

     4x x    

         

  ดังนั้น   g f x x  โดยที่ 
g f

D   

 เนื่องจาก 
f f

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี f f  

  f f x      f f x  

     4f x   

     4 4x       

    8x     

 
f f

D      f f
x D f x D   

     4x x    

         

  ดังนั้น    8f f x x   โดยที่ 
f f

D   
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 เนื่องจาก  0,
g g

R D    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี g g  

  g g x      g g x  

     4g x   

    4 4x    

  
g g

D      g g
x D g x D   

     4x x    

       

  ดังนั้น    4 4g g x x    โดยที่ 
g g

D   

5) จาก  
1

f x
x

  จะได้   0,
f

D   และ  0,
f

R    

 จาก   2 4g x x x   จะได้ 
g

D   และ   

 เนื่องจาก  0,
g f

R D    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี f g  

  f g x      f g x  

     2 4f x x  

    
2

1

4x x
 

  
f g

D      g f
x D g x D   

      2 4 0,x x x     

       , 4 0,      

  ดังนั้น   
2

1

4
f g x

x x



 โดยที่   

  

 4,gR   

   , 4 0,f gD     
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 เนื่องจาก   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี g f  

  g f x      g f x  

    
1

g
x

 
 
 

 

    

2

1 1
4

x x

   
   

   
 

    
1 4

x x
  

  
g f

D      f g
x D f x D   

     
1

0,
 

   
 

x
x

 

     0,      

  ดังนั้น   
1 4

g f x
x x

   โดยที่  0,
g f

D    

 เนื่องจาก  0,
f f

R D    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี f f  

  f f x      f f x  

    
1

f
x

 
 
 

 

    
1

1

x

    

    4 x     

  
f f

D      f f
x D f x D   

       
1

0, 0,x
x

 
    

 
 

     0,      

  ดังนั้น   4f f x x  โดยที่  0,
f f

D    

  

 0,
f g

R D  
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 เนื่องจาก  ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี g g  

  g g x      g g x  

     2 4g x x  

       
2

2 24 4 4x x x x    

    4 3 28 20 16x x x x    

  
g g

D      g g
x D g x D   

     2 4x x x    

         

  ดังนั้น   4 3 28 20 16g g x x x x x     โดยที่ 
g g

D   

6) จาก  
2

f x
x

  จะได้  0
f

D    และ  0
f

R    

 จาก  
2x

g x
x


  จะได้  0

g
D    และ  1

g
R    

 เนื่องจาก  0, 1
g f

R D     ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี f g  

  f g x      f g x  

    
2x

f
x

 
 
 

 

    
2

2x

x


 

    
2

2

x

x 
 

  
f g

D      g f
x D g x D   

       
2

0 0
x

x
x

 
    

    

 

    0, 2  

  ดังนั้น  
2

2

x
f g x

x



 โดยที่  0, 2

f g
D    

 4,g gR D   
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 เนื่องจาก  0
f g

R D    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี g f  

  g f x      g f x  

    
2

g
x

 
 
 

 

    

2
2

2
x

x



 

    1 x  

  
g f

D      f g
x D f x D   

       
2

0 0x
x

 
    

 
 

     0     

  ดังนั้น   1g f x x   โดยที่  0
g f

D    

 เนื่องจาก  0
f f

R D    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี f f  

  f f x      f f x  

    
2

f
x

 
 
 

 

    
2

2

x

    

    x  

  
f f

D      f f
x D f x D   

       
2

0 0x
x

 
    

 
 

     0     

  ดังนั้น  f f x x  โดยที่  0
f f

D    
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 เนื่องจาก  0, 1
g g

R D    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี g g  

  g g x      g g x  

    
2x

g
x

 
 
 

 

    

2
2

2

x

x
x

x





 

    
2

2

x

x




 

  
g g

D      g g
x D g x D   

       
2

0 0
x

x
x

 
    

 
  

     0, 2  

  ดังนั้น  
2

2

x
g g x

x





 โดยที่  0, 2

g g
D    

22. จาก   3 1f x x   จะได้ 
f

D   และ 
f

R 
 

จาก  
1

1
g x

x



 จะได้  1

g
D     และ  0

g
R    

จาก    
2

1h x x   จะได้ 
h

D   และ  0,
h

R    

 เนื่องจาก  0
g f

R D    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี f g  โดยที่ 

  
f g

D      g f
x D g x D   

     
1

1
1

x
x

 
    

 
  

     1      

 ส าหรับ 
f g

x D  จะได้ 
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   f g x      f g x  

       
1

1
f

x

 
 

 
 

       

3
1

1
1x

 
 

 
 

 ดังนั้น  
3

1
1

1
f g x

x

 
  

 
 โดยที่  1

f g
D     

 เนื่องจาก  0,
h f g

R D    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี  f g h  โดยที่ 

  
 f g h

D      h f g
x D h x D   

        2
1 1x x       

         

 ส าหรับ 
 f g h

x D  จะได้ 

     f g h x        f g h x  

           2
1f g x   

       
 

3

2

1
1

1 1x

 
  
   

 

 ดังนั้น    
 

3

2

1
1

1 1
f g h x

x

 
  
   

 โดยที่ 
 f g h

D   

 เนื่องจาก  0,
h g

R D    ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี g h  โดยที่ 

  
g h

D      h g
x D h x D   

        2
1 1x x      

     

 ส าหรับ g h
x D  จะได้ 
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   g h x      g h x  

         2
1g x   

       
 

2

1

1 1x  
 

 ดังนั้น  
 

2

1

1 1
g h x

x


 
 โดยที่ 

g h
D   และ  0, 1

g h
R   

 เนื่องจาก  0, 1
g h f

R D   ซึ่งไม่เป็นเซตว่าง จึงมี  f g h  โดยที่ 

  
 f g h

D      g h f
x D g h x D   

    
 

2

1

1 1
x

x

 
 

  
   

 
 

         

 ส าหรับ 
 f g h

x D  จะได้ 

    f g h x       f g h x  

       
 

2

1

1 1
f

x

 
 
   

 

       
 

3

2

1
1

1 1x

 
  
   

 

 ดังนั้น   
 

3

2

1
1

1 1
f g h x

x

 
  
   

 โดยที่ 
 f g h

D   

23. จาก   3 5f x x   และ   23 3 2h x x x    

 จะได้   f g x     h x  

     23 3 2x x   

 และ    f g x      f g x  

        3 5g x   
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 ดังนั้น     3 5g x     23 3 2x x   

               3 g x    23 3 2 5x x    

           g x    
23 3 3

3

x x 
 

      2 1x x   

 ดังนั้น   2 1g x x x    ที่ท าให้ f g h   ซ่ึง   3 5f x x    และ   23 3 2h x x x    

24. 1)   จาก     
1

3 ,
3

f x x g x x   

 ให้  y f x   จะได้  3y x   หา x  ในพจน์ของ y    

 จะได้  x
 
  

3

y
 

  เปลี่ยน y  เป็น x  และเปลี่ยน x  เป็น y  จะได้ 
3

x
y   

  นั่นคือ     1

3

x
f x g x    

 ดังนั้น f  และ g  เป็นฟังก์ชันผกผันของกันและกัน   

 2)   จาก     
3

, 3 5
5

x
f x g x x


    

 ให้  y f x   จะได้ 3

5

x
y


   หา x  ในพจน์ของ y   

 จะได้  3 x
 
  5y  

   x
 
   

  เปลี่ยน y  เป็น x  และเปลี่ยน x  เป็น y  จะได้ 3 5y x   

  นั่นคือ     1 3 5f x x g x     

 ดังนั้น f  และ g  เป็นฟังก์ชันผกผันของกันและกัน   

3)   จาก    5 5,f x x g x x   

 ให้  y f x   จะได้ 5y x   หา x  ในพจน์ของ y    

3 5y
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 จะได้  x
 
  5 y  

  เปลี่ยน y  เป็น x  และเปลี่ยน x  เป็น y  จะได้ 5y x  

  นั่นคือ     1 5f x x g x    

 ดังนั้น f  และ g  เป็นฟังก์ชันผกผันของกันและกัน   

4)   จาก       
1

3
33, 3f x x g x x     

 ให้  y f x   จะได้ 3 3y x    หา x  ในพจน์ของ y    

 จะได้  x
 
  3 3y    

  เปลี่ยน y  เป็น x  และเปลี่ยน x  เป็น y  จะได้ 3 3y x   

  นั่นคือ      
1

1 3 33 3f x x x g x         

 ดังนั้น f  และ g  เป็นฟังก์ชันผกผันของกันและกัน   

5)   จาก    24 , 0 2f x x x      และ   24 , 0 2g x x x     

 ให้  y f x   จะได้ 24 , 0 2y x x      หา  ในพจน์ของ    

 จะได้  
 
  

24 y   เมื่อ  0 2y   

  เปลี่ยน y  เป็น x  และเปลี่ยน x  เป็น y  จะได้ 24y x  เมื่อ  0 2x   

  นั่นคือ  1 24 , 0 2f x x x        ซึ่ง     1f x g x   

 ดังนั้น f  และ g  เป็นฟังก์ชันผกผันของกันและกัน   

25. 1)   จาก   5 7f x x   จะแสดงว่า f  เป็นฟังก์ชัน 1 1  

  ให้ 1x  และ 2x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ ซึ่ง    1 2f x f x  

  จะได้ว่า 1 25 7 5 7x x    ท าให้ 1 2x x  

  นั่นคือ f  เป็นฟังก์ชัน 1 1   ดังนั้น f  มีฟังก์ชันผกผัน 

  ให้ 5 7y x    หา x  ในพจน์ของ y    จะได้ 7

5

y
x


  

x y

x
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  เปลี่ยน  เป็น  และเปลี่ยน x  เป็น y   จะได้ 7

5

x
y


  

  ดังนั้น  1 7

5

x
f x 

  

 2)   จาก  
1

2
f x

x



 จะแสดงว่า f  เป็นฟังก์ชัน 1 1  

  ให้ 1x  และ 2x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ ซึ่ง    1 2f x f x  

  จะได้ว่า 
1 2

1 1

2 2x x


 
  ท าให้ 1 2x x  

  นั่นคือ f  เป็นฟังก์ชัน 1 1   ดังนั้น f  มีฟังก์ชันผกผัน 

 ให้
 

1

2
y

x



 หา x  ในพจน์ของ y   จะได้ 1

2x
y

   

  เปลี่ยน  เป็น x  และเปลี่ยน x  เป็น y   จะได้ 1
2y

x
   

  ดังนั้น  1 1
2, 0f x x

x

     

 3)   จาก   35f x x   จะแสดงว่า f  เป็นฟังก์ชัน 1 1  

  ให้ 1x  และ 2x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ ซึ่ง    1 2f x f x  

  จะได้ว่า 3 3
1 25 5x x     ท าให้ 1 2x x  

  นั่นคือ f  เป็นฟังก์ชัน 1 1   ดังนั้น f  มีฟังก์ชันผกผัน 

 ให้ 35y x    หา x  ในพจน์ของ y     

   5y    3 x  

 จะได้  x
 

  
3

5y   

  เปลี่ยน  เป็น x  และเปลี่ยน x  เป็น y   จะได้  
3

5y x   

  ดังนั้น    
31 5f x x    

  

y x

y





y
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 4)   จาก   6 , 0f x x x   จะแสดงว่า f  เป็นฟังก์ชัน 1 1  

  ให้ 1x  และ 2x  เป็นจ านวนจริงใด ๆ ซึ่ง    1 2f x f x  

  จะได้ว่า 6 6

1 2x x  โดยที่ 1 2, 0x x   ท าให้ 1 2x x  

  นั่นคือ f  เป็นฟังก์ชัน 1 1   ดังนั้น f  มีฟังก์ชันผกผัน 

 ให้ 6y x  หา x  ในพจน์ของ y     

 จะได้  x
 

 6 y  

 เนื่องจาก 0x    ดังนั้น 6x y  

  เปลี่ยน y  เป็น x  และเปลี่ยน x  เป็น y   จะได้ 6y x  

  ดังนั้น    1 6 , 0f x x x    

26. ก.   เขียนกราฟของ   5 3f x x   และเขียนกราฟของ  1f x  จาก  f x  ได้ดังนี้ 

 

  จาก   , 0x    

  นั่นคือ    5 3 , 0f x x x     

  จะได้  ซึ่งเป็นโดเมนของ  



  5 3f x x 

 3,fR  
1f 
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  ให้   y f x  จะได้  5 3 , 0y x x    หา  ในพจน์ของ    

 จะได้   
 

  

  เปลี่ยน  เป็น  และเปลี่ยน  เป็น  จะได้  

  ดังนั้น  โดยที่  

 ข.   เขียนกราฟของ  และเขียนกราฟของ  1f x  จาก  f x   

  ได้ดังนี้ 

 
 

  จาก    

  จะได้  ซึ่งเป็นโดเมนของ  

 ให้   y f x  จะได้  25 2 , 0y x x     หา  ในพจน์ของ  

  จะได้ 
 

  

     
  

x y

x 
3

5

y 

y x x y
3

5

x
y




 1 3

5

x
f x 

  1 3,
f

D   

  25 2 , 0f x x x  

  25 2 , 0f x x x  

 , 5fR  
1f 

x y

22x  5 y

2x 
5

2

y
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 เนื่องจาก   ดังนั้น  

  เปลี่ยน  เป็น  และเปลี่ยน  เป็น  จะได้  

  ดังนั้น  โดยที่  

 ค.   เขียนกราฟของ  และเขียนกราฟของ  1f x  จาก  f x   

 ได้ดังนี้ 

 
 

  จาก    

  จะได้  ซึ่งเป็นโดเมนของ  

 ให้   y f x  จะได้  2 1y x    หา  ในพจน์ของ  

 จะได้ 
 

  

     
  

0x 
5

2

y
x


 

y x x y
5

2

x
y


 

 1 5

2

x
f x 

   1 , 5
f

D   

  2 1f x x  

  2 1f x x  

 1,fR  
1f 

x y

2x   1y 

2x    
2

1y 
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  เปลี่ยน  เป็น x  และเปลี่ยน x  เป็น  จะได้  

  ดังนั้น  โดยที่  

 ง.   เขียนกราฟของ  และเขียนกราฟของ  1f x  จาก  f x   

  ได้ดังนี้ 

 
 

  จาก    

  จะได้  ซึ่งเป็นโดเมนของ  

  ให้   y f x  จะได้  หา  ในพจน์ของ       

 
จะได้

    
    

    
 

    

  เปลี่ยน  เป็น x   และเปลี่ยน x  เป็น  จะได้   

  ดังนั้น  โดยที่  

x   
2

1 2y  

y y  
2

1 2y x  

   
21 1 2f x x     1 1,

f
D   

  2 1f x x  

  3 2f x x  

fR  1f 

3 2y x   x y

3x  2 y

x  3 2 y

y y
3 2y x 

 1 3 2f x x   1f
D  
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27. 1)  ส าหรับทุก  x A   จะได้ 

   A
f I x      A

f I x      

   B
I f x      B

I f x     

  ดังนั้น 
A

f I f   และ 
B

I f f   

 2)  ให้  เป็นฟังก์ชัน  

  ส าหรับทุก x A  โดยที่ 
f

A D  จะได้ว่า 

         
fD

I x   

  ส าหรับทุก 
f

x R  โดยที่ 
f

R B  จะได้ว่า 

         
fR

I x  

  ดังนั้น ถ้า 1f   เป็นฟังก์ชัน แล้ว 1

fD
f f I    และ  1

fR
f f I    

28. เนื่องจาก  และ  มีฟังก์ชันผกผัน  

 ให้  1g
x D    

 จะได้       

        

        

       

 ดังนั้น   

29. เนื่องจาก    

 โดยที่   แทนความดันน้ าในหน่วยปอนด์ต่อตารางนิ้ว (pound per square inch : psi)  

  ที่ระดับความลึก  ฟุต   

    แทนความดันน้ าที่เพ่ิมข้ึนต่อความลึกทุก ๆ หนึ่งฟุต  

 และ    แทนความดันที่ผิวน้ าทะเล (psi) 

   f x

   f x

1f 

 1f f x
   1f f x

 x 

 1f f x
   1f f x

 x 

f g h g

 1h g x
   1h g x

   1f g g x

    1f g g x

  f x

1f h g

( )f x ax b 

( )f x

x

a

b
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 จากขณะที่นักด าน้ าอยู่ที่ความลึก  ฟุต เมื่อความดันน้ าทะเลเพ่ิมข้ึน 0.45 psi  

 ทุก ๆ ความลึกหนึ่งฟุต และความดันที่ผิวน้ าทะเลประมาณ  psi  

 จะได้ว่า 0.45, 40a x   และ  

 นั่นคือ    
     psi 

 ดังนั้น  ความดันน้ าทะเลเป็น  psi 

30. 1) ให้  เป็นฟังก์ชันรายได้ของพนักงานบริษัทแห่งนี้ เมื่อได้ค่าเบี้ยเลี้ยง 

  และค่าพาหนะ b  บาท และได้ค่านายหน้าร้อยละ  ของยอดขาย 

  จากโจทย์ นาย ก และนาย ข มียอดขาย 200,000 และ 150,000 บาท ตามล าดับ  

  จากค่านายหน้าร้อยละ      

  จะได้ว่า มียอดขาย 100 บาท จะได้ค่านายหน้า  บาท 

  ถ้านาย ก มียอดขาย 200,000 บาท จะได้ค่านายหน้า   บาท 

  และถ้านาย ข มียอดขาย 150,000 บาท จะได้ค่านายหน้า  บาท 

  จากโจทย์ นาย ก และนาย ข ได้รับเงินจากบริษัท 34,000 และ 28,000 บาท  

  ตามล าดับ 

  จะได้ว่า        

          

         

         
  ดังนั้น บริษัทจ่ายค่านายหน้าให้กับพนักงานร้อยละ 12 

 2)  จาก  และ  

  จะได้        

40

14.7

14.7b 

( )f x   0.45 40 14.7

 32.7

32.7

 P x mx b 

m

m

m

200,000
2,000

100

m
m




150,000
1,500

100

m
m




34,000  2,000m b  1  

28,000  1,500m b  2  

   1 2 , 6,000  500m

m  12

34,000  2,000m b m  12

34,000   2,000 12 b
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  ดังนั้น บริษัทจ่ายค่าเบี้ยเลี้ยงและค่าพาหนะให้กับนาย ก  และนาย ข  เป็นเงิน 

  คนละ  10,000  บาท 

 3)  ฟังก์ชันแสดงรายได้ที่พนักงานได้รับในแต่ละเดือน คือ   

  เมื่อ  คือยอดขายที่พนักงานท าได้ 

31.   ให้  แทนรายได้ของบริษัทท่องเที่ยวแห่งนี้   

 เมื่อ  คือจ านวนนักท่องเที่ยว 

 จะได้        

         475 5 375x x    

         

 เนื่องจาก กราฟของ 2y ax bx c    เมื่อ 0a   จะมีจุดวกกลับที่จุด 
24

,
2 4
b ac b
a a

 
 
 

  

 จะได้ว่า กราฟของ   25 850f x x x    มีจุดวกกลับที่   

 และ  

 ดังนั้น จ านวนนักท่องเที่ยว 85 คน ท าให้บริษัทท่องเที่ยวมีรายได้มากท่ีสุด คือ 36,125 บาท 

32.  1)  

 

  

b  34,000 24,000

 10,000

 
12

10,000
100

P x x 

x

 f x

x

 f x   475 5 75x x    



 25 850x x 

 
850

85
2 5

x   


     
2

85 5 85 850 85 36,125f    

  

  คล
อง

 พื้นที ่
ท ำกำรเกษตร 
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 ให้   แทนความกว้างของรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า   

   แทนความยาวของรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า   

   แทนพ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า   

  เนื่องจากรั้วทั้งหมดยาว 120 เมตร 

  จะได้        

         

         

  ความสัมพันธ์ของพ้ืนที่กับความกว้างของรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้ารูปนี้ คือ 

        y     

         

         

  ดังนั้น ความสัมพันธ์ของพ้ืนที่กับความกว้างของรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้ารูปนี้ คือ  

   

 2) เนื่องจาก  แทนพ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า แสดงว่า  0y   เสมอ 

  จาก  

  จะได้        

          

          

  นั่นคือ   

ดังนั้น ความกว้างของรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้ารูปนี้จะกว้างได้มากที่สุดไม่เกิน 60 เมตร  

 3) จากกราฟของฟังก์ชันก าลังสอง  มีจุดวกกลับ คือ  

 จาก   

x

m

y

120  x x m 

 2x m

m  120 2x

 x m

  120 2x x

 22 120x x 

22 120y x x  

y

  22 120y f x x x   

22 120x x   0

 2 60x x   0

 2 60x x   0

0 60x 

  2f x ax bx c    ,
2 2
b b

f
a a

 
  
 

  22 120y f x x x   
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 จะได้  และ  

 นั่นคือ จะมีจุดวกกลับเมื่อ  

  และ  

  ดังนั้น ชายผู้นี้จะล้อมรั้วได้พ้ืนที่มากที่สุด 1,800 ตารางเมตร   

33. จาก  จะได้  

 เขียน  ในรูปของ  ได้ดังนี้ 

          

          

          

          

          

 พิจารณา  เมื่อเทียบกับ  

 จะได้  และ  

 จะได้ว่า พิกัดของจุดวกกลับของกราฟ คือ  

 เนื่องจาก จุดวกกลับของกราฟของ  จะเป็นจุดที่   

 มีค่ามากท่ีสุด 

 ดังนั้น ค่ามากท่ีสุดของ  คือ  เมื่อ  

34. เขียนฟังก์ชันในรูป  เมื่อ  แทนระยะเวลาในการจอดรถที่อาคารจอดรถแห่งนี้ในหน่วย

ชั่วโมง และ  แทนอัตราค่าบริการจอดรถของอาคารจอดรถแห่งนี้ในหน่วยบาท ดังนี้ 

2a   120b 

 
120

30
2 2

x   


     
2

30 2 30 120 30 1,800f    

6 2 8x y 
8 6

4 3
2

x
y x


  

xy x

xy   4 3x x

 24 3x x

  2 4
3

3
x x 

    
2 2

2 4 2 2
3 3

3 3 3
x x

 
    
 

  
2

2 4
3

3 3
x  

   
2

2 4
3

3 3
f x x     

2
a x h k 

2
3,

3
a h  

4
3

k 

 2 4
,

3 3

   
2

2 4
3

3 3
f x x     f x

xy
4
3

6 2 8x y 

 f x x

 f x
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 

0 ; 0 3

30 ; 3 4

60 ; 4 5

90 ; 5 6

120 ; 6 7

150 ; 7 8

200 ; 8 9

250 ; 9 10

300 ; 10 11

x

x

x

x

x
f x

x

x

x

x

 


 

  


 
  

 
 

  


 
  



  

 

35. สามารถเขียนค่าใช้จ่ายในการผลิตรถยนต์ในรูปฟังก์ชันของระยะเวลาในการผลิตรถยนต์ ได้ดังนี้ 

  โดยที่    2 2(100 5 ) 5000 6000(100 5 )C N t C t t t t     0 10t 

(บำท) 

(ชั่วโมง) 
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36. จาก    จะได้  

     A A x    

     

    

    

ดังนั้น  เป็นฟังก์ชันแสดงจ านวนเงินรวมที่จะได้เมื่อครบก าหนด 2 ปี 

     

     

    

     

    

ดังนั้น  เป็นฟังก์ชันแสดงจ านวนเงินรวมที่จะได้เมื่อครบก าหนด 3 ปี 

     

     

     

     

     

    

ดังนั้น  เป็นฟังก์ชันแสดงจ านวนเงินรวมที่จะได้เมื่อครบ

ก าหนด 4 ปี 

และฟังก์ชันประกอบของฟังก์ชัน   จ านวน  ฟังก์ชัน คือ  ซึ่งเป็นฟังก์ชัน

แสดงจ านวนเงินรวมที่จะได้เมื่อครบก าหนด  ปี เมื่อ  แทนจ านวนนับ  

  0.05 1.05A x x x x  

 A A x 

  1.05A x

  1.05 1.05x

  
2

1.05 x

   
2

1.05A A x x

  A A A x     A A A x

   1.05A A x

   2
1.05A x

   2
1.05 1.05 x

  
3

1.05 x

    
3

1.05A A A x x

     A A A A x      A A A A x

    1.05A A A x

    2
1.05A A x

   3
1.05A x

   3
1.05 1.05 x

  
4

1.05 x

       
4

1.05A A A A x x

A n  1.05
n

x

n n
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37. 1)  ให้  f x   เป็นฟังก์ชันแสดงอุณหภูมิที่มีหน่วยเป็นองศาฟาเรนไฮต์  

  เมื่อ  แทนอุณหภูมิที่มีหน่วยเป็นองศาเซลเซียส 

  เนื่องจาก  f x  เป็นฟังก์ชันเชิงเส้น จะได้  f x ax b    

  เมื่อ  และ  เป็นค่าคงตัว 

  จากจุดเยือกแข็งของน้ าบริสุทธิ์คือ 0 C  หรือ 32 F  จะได้  0 32f    

  แทน  ด้วย  ใน  f x ax b    

  จะได้    0 0f a b b    

  เนื่องจาก  0 32f    จะได้  

  ดังนั้น   32f x ax   

  จากจุดเดือดของน้ าบริสุทธิ์คือ 100 C  หรือ 212 F  จะได้   100 212f   

  แทน  ด้วย  ใน   32f x ax   

  จะได้    100 100 32 100 32f a a     

  เนื่องจาก  100 212f   จะได้  นั่นคือ  

  จะได้ว่า  
9

32
5

f x x    

  ดังนั้น  ฟังก์ชันแสดงอุณหภูมิที่มีหน่วยเป็นองศาฟาเรนไฮต์  เมื่อ x  แทนอุณหภูมิที่มี

หน่วยเป็นองศาเซลเซียส  คือ   
9

32
5

f x x   

 2)  วิธีที่ 1  ให้   g x  ซึ่งแสดงอุณหภูมิที่มีหน่วยเป็นองศาเซลเซียส  

    เมื่อ x  แทนอุณหภูมิที่มีหน่วยเป็นองศาฟาเรนไฮต์ 

    เนื่องจาก  g x  เป็นฟังก์ชันเชิงเส้น จะได้  g x ax b    

    เมื่อ  และ  เป็นค่าคงตัว 

    จากจุดเยือกแข็งของน้ าบริสุทธิ์คือ 0 C  หรือ 32 F  จะได้  32 0g    

x

a b

x 0

32b 

x 100

100 32 212a  
9

5
a 

a b
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   แทน  ด้วย 32  ใน  g x ax b    

   จะได้    32 32 32g a b a b      

   เนื่องจาก  32 0g    จะได้ 32a   

   ดังนั้น     32 32g x ax a a x      

จากจุดเดือดของน้ าบริสุทธิ์คือ 100 C  หรือ 212 F  จะได้   212 100g   

   แทน  ด้วย 212  ใน    32g x a x   

   จะได้    212 212 32 180g a a    

   เนื่องจาก  212 100g   จะได้ 180 100a    นั่นคือ 5

9
a    

   จะได้ว่า  
 5 32

9

x
g x


  

    ดังนั้น  ฟังก์ชันแสดงอุณหภูมิที่มีหน่วยเป็นองศาเซลเซียส   

    เมื่อ x  แทนอุณหภูมิที่มีหน่วยเป็นองศาฟาเรนไฮต์  คือ   
 5 32

9

x
g x


  

  วิธีที่ 2 ให้   g x  ซึ่งแสดงอุณหภูมิที่มีหน่วยเป็นองศาเซลเซียส  

    เมื่อ x  แทนอุณหภูมิที่มีหน่วยเป็นองศาฟาเรนไฮต์ 

   เนื่องจาก   f x   เป็นฟังก์ชันแสดงอุณหภูมิที่มีหน่วยเป็นองศาฟาเรนไฮต์   

   เมื่อ x  แทนอุณหภูมิที่มีหน่วยเป็นองศาเซลเซียส  

    จะได้ว่า     1g x f x   

    จาก   
9

32
5

f x x   

    ให้   y f x   จะได้  9
32

5
y x     หา x   ในพจน์ของ y   

   จะได้ x   = 
 5 32

9

y 
  

x

x
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   เปลี่ยน y  เป็น x   และเปลี่ยน x   เป็น y   จะได้   5 32

9

x
y


  

   นั่นคือ   
 1

5 32

9

x
f x


  

 
  

    เนื่องจาก     1g x f x    

    จะได้    
 5 32

9

x
g x


  

    ดังนั้น  ฟังก์ชันแสดงอุณหภูมิที่มีหน่วยเป็นองศาเซลเซียส   

    เมื่อ x  แทนอุณหภูมิที่มีหน่วยเป็นองศาฟาเรนไฮต์  คือ   
 5 32

9

x
g x


  

 3)  จาก  
9

32
5

f x x   และ  
 5 32

9

x
g x


  เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 

  จากกราฟ จะเห็นว่ากราฟของ f  และ g  เป็นภาพสะท้อนข้ามเส้นตรง y x  

  ของกันและกัน 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 



     

     

     

    
 

450 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 

 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

  ดังนั้น f  และ g  เป็นฟังก์ชันผกผันของกันและกัน   

 4)  ถ้าอุณหภูมิของน้ าบริสุทธิ์วัดได้ 117 F  นั่นคือ แทน  ด้วย  ใน  
 5 32

9




x
g x   

  จะได้      117g     5 117 32

9


 

          
  ดังนั้น ถ้าอุณหภูมิของน้ าบริสุทธิ์วัดได้ 117 F  จะประมาณ 47.22 C  

 5)  ถ้าอุณหภูมิของน้ าบริสุทธิ์วัดได้ 30 C  นั่นคือ แทน  ด้วย  ใน  
9

32
5

 f x x  

  จะได้       30f    
9

30 32
5

  

          
  ดังนั้น ถ้าอุณหภูมิของน้ าบริสุทธิ์วัดได้ 30 C  จะเป็น 86 F  

38. 1)  ให ้ x  แทนความยาวด้านของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่ตัดออก (นิ้ว) 

  และ   V x   แทนปริมาตรของกล่อง  (ลูกบาศก์นิ้ว) 

  จะได้       10 2 15 2V x x x x     

 2)  เนื่องจากกระดาษกว้าง 10 นิ้ว  โดยที่  10 2 0x    และ  15 2 0x     

  จะได้  0 5x    

  ดังนั้น   

 3)  เนื่องจาก  และ  เป็นจ านวนเต็ม ดังนั้น   

  จะได้        

          

          

          

  ดังนั้น กล่องจะมีปริมาตรมากที่สุดเมื่อ  เป็น 2 และกล่องมีปริมาตร 132 ลูกบาศก์นิ้ว 

x 117



 47.22

x 30



 86

 0, 5VD 

 0, 5VD  x  1, 2, 3, 4x

 1V        10 2 1 15 2 1 1   104

 2V        10 2 2 15 2 2 2   132

 3V        10 2 3 15 2 3 3   108

 4V        10 2 4 15 2 4 4   56

x
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 4)  เขียนกราฟของฟังก์ชัน  ได้ดังนี้ 

 
 5)  ในการหาค่า x  ที่ท าให้กล่องมีปริมาตรเท่ากับ  ลูกบาศก์นิ้ว  

  สามารถท าได้โดยเขียนเส้นตรง  ลงในกราฟข้อ 4) จะได้จุดตัด ดังรูป 

( )V x

100

100y 

 (ลูกบาศก์นิ้ว) 

 (นิ้ว) 
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  ดังนั้น กล่องจะมีความจุ  ลูกบาศก์นิ้ว เมื่อด้านของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสยาวประมาณ  

   นิ้ว และ  นิ้ว 

 

 

100

0.94 3.18

 (ลูกบาศก์นิ้ว) 

 (นิ้ว) 
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บทที่ 2 ฟังก์ชันเอกซ์โพเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทึม 

 

แบบฝึกหัด 2.1ก 
 

1. 1)          
3 5

5 0

2 3

3 2

 


  =  5 53 02 3

      

     = 
3 02 3

  

     = 
3

1

2
  

     = 
1

8
  

 2)     
49

3

2x x

x
  = 

9 4 4

3

2x x

x
  

          = 9 4 316x     

      = 1016x   

 3)    4 2 81
12

3
b b b 
 
 

 = 
 4 2 812

3
b

  
  

      = 24b   

      = 
2

4

b
   

 4)     5 7 2 7 0a b a b c  
  = 

   5 2 7 7 0a b c
    

  

      = 7 0 0a b c   

          = 
7

1

a
  

 5)    
2

1 22ab ab


  =   1 2 42ab a b  
   

      = 
   1 2 1 4

2a b
    

   

      = 1 52a b    

      = 
5

2

ab
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 6)    

4

3 21

2
x y



 
 
 

 =  
     

4

3 4 2 41

2
x y



   
 
 

  

      = 4 12 82 x y    

      = 
12

8

16x

y
   

 7)    

2

2 3

1

3a b





 
 
 

  = 
 

     

2

2 2 3 22

1

3 a b



  
  

      = 
2 4 6

1

3 a b 
  

      = 
2 4

6

3 a

b
  

      = 
4

6

9a

b
   

 8)    
  

3
2 3 4

2

x y xy

x y



  = 
        1 3 4 32 3

2

x y x y

x y

 

 

      = 
  2 3 3 12

2

x y x y

x y

 

  

      = 
   2 3 2 3 12 1

x y
     

   

      = 3 10x y     

      = 
3 10

1

x y
   

2. 1) เป็นจริง 

 2) เป็นเท็จ  

  เช่น  ให้  2,x   3m   และ 2n   

  จะได้   
3

2

2 8
8 4 32

12

4

m

n

x

x 
    

 
 
 

   แต่  3 22 2m nx      

  ซึ่งจะเห็นว่า  
m

m n

n

x
x

x




   
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 3) เป็นเท็จ 

  เช่น  ให้  2,x   3m   และ 2n   

  จะได้   
3 2

1 1 1 1 1 1 1

2 2 8 4 32m nx x
         แต่  3 2 12 2 2m nx       

  ซึ่งจะเห็นว่า   1 1 m n

m n
x

x x

   

 4) เป็นเท็จ 

  เช่น  ให้  2,x   3m   และ 2n   

  จะได้   3 22 2 8 4 12m nx x          แต่  3 2 52 2 32m nx       

  ซึ่งจะเห็นว่า   m n m nx x x     

 5) เป็นจริง 

 6) เป็นเท็จ 

  เช่น  ให้  1

2
x    และ  2m     

  จะได้   
2

1 1

2 4

mx
 

  
 

    

  ซึ่งจะเห็นว่า   1mx    

3. 1)    3 64   = 3 4 4 4     

      = 4  
 2)    4 256   = 4 4 4 4 4      

      = 4  

 3)    
3

3

27
  = 

     3

3

3 3 3    
 

      = 
3

3
  

      = 1    
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 4)   6
1

64
  = 

6

6

1

64
   

     = 
6

1

2 2 2 2 2 2    
   

     = 
1

2
  

5)    28x   = 28 x    

      = 2 2 x    

 6)    84 16x   = 842 x   

      = 22x    

4. 1)   
5

2
  = 

5

2
   

     = 
5 2

2 2
  

     = 
5 2

2


   

     = 
5 2

2


   

     = 
10

2
   

 2)   
3

20
  = 

3

20
  

     = 
3 20

20 20
   

     =   
3 20

20


  

     = 
3 2 2 5

20

  
   

     = 
2 15

20
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     = 
15

10
   

 3)   
21

15
  = 

7 3

5 3




  

     = 
7 3

5 3




  

     = 
7

5
   

     = 
7 5

5 5
    

     = 
7 5

5


  

     = 
7 5

5


  

     = 
35

5
  

 4)   
96

2 12
  = 

1 96

2 12
   

     = 
1 96

2 12
   

     = 
1

8
2
   

     = 
1

2 2
2
    

     = 2    

 5)   
3 8

4 12
   = 

3 8

4 12
   

     = 
3 8

4 12
   

     = 
3 2

4 3
   



     

     

     

    
 

458 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 

 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

     = 
3 2

4 3
 

     = 
3 2 3

4 3 3
  

     = 
3 2 3

12


  

     = 
3 2 3

12


  

     = 
6

4
  

 6)   
3

3

9

4
  = 

33

3 3

9 2

4 2
   

     = 
3 18

2
  

5. 1)     72 3 5 3 20 50     =    6 2 3 5 6 5 5 2       

    = 11 2 3 5    

 2)   3 5 10 2 5   =    3 5 10 3 5 2 5     

    = 15 2 30    

 3)   
2

2 3   =       
22

2 2 2 3 3     

    = 7 4 3    

 4)    5 2 2 5 1    =    5 2 5 5 4 5 2       

    = 12 5 5    

 5)    2 3 7 2 3 7    =    
2 2

2 3 7    

    = 12 7   

    = 5  

 6) วิธีที่ 1   3 3 33 1 9 3 1     =    3 3 3 3 3 3 33 9 3 3 3 9 3 1          

    =    3 3 3 33 9 3 9 3 1       

    = 2  
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  วิธีที่ 2   3 3 33 1 9 3 1    =    
2

3 3 33 1 3 3 1   
  

 

    =  
3

33 3 1   

    = 3 1   

    = 2  

 

แบบฝึกหัด 2.1ข 
 

1. 1)   
2

327  =  
2

3 33    

     = 

2
3

33


 

     = 
23  

     = 9   

 2)   
1

416


  = 

1

41

16

 
 
 

  

     = 

1
4 41

2

  
  
   

   

     = 

1
4

41

2



 
 
 

  

     = 
1

2
  

 3)    
3

20.25   =  
3

2 20.5 
 

  

     =  
3

2
20.5


  

     =  
3

0.5   

     = 0.125  
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 4)   

2

31

125

 
 
 

  = 

2
3 31

5

  
  
   

  

     = 

2
3

31

5



 
 
 

  

     = 

2
1

5

 
 
 

  

     = 
1

25
  

 5)    
1

3125


   = 

1

31

125

 
 
 

  

     = 

1
3 31

5

  
  
   

 

     = 

1
3

31

5



 
 
 

  

     = 
1

5
  

 6)    
2

327   =  
2

3 33 
 

 

     =  
2

3
33


   

     =  
2

3  

     = 9 

 7)   

3

29

16

 
 
 

  = 

3
2 23

4

  
  
   

 

     = 

3
2

23

4



 
 
 

 

     = 

3
3

4

 
 
 

 

     = 
27

64
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 8)   

2

31

8

 
 
 

  =  
2

3 32
 

 
 

     = 
 

2
3

32

 
  

   

     = 22  

     = 
2

1

2
  

     = 
1

4
   

2. 1)    

2
3 3

6

27x

y

 
 
 

  = 

22
3

33

2
6

3

27 x

y

 
 
 

 
 
 

  

      = 
2 2

4

3 x

y
 

      = 
2

4

9x

y
 

 2)    

1
4 2

64

x

y

 
 
 

  = 

1

2

4 6

1

4x y

 
 
 

 

      = 1 11 4 6
2 22

1

4 x y

   
   
   

   

      = 
2 3

1

2x y
 

 3)    

3
2

3

3

2

x

x


 
 
 
 
 

  = 

3
2 3

3 2x

 
  
 

 
 
 
 

 

      = 

3
13

6x
 
 
 
 

 

      = 

13

2x  
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 4)    

2
11

32

1

4

x y

x

 
 
 
 
 

  = 

2
11 1

32 4x y
 

 
 

  

      = 

2
11

34x y
 
 
 

  

      = 

21

32x y  

3. 1)    3 3 35 4 2 32 108    = 3 3 35 4 4 4 3 4    

      = 36 4    

 2)    3 3 381 375 192    = 3 3 33 3 5 3 4 3    

      = 34 3   

 3)    43 2 32 64    = 43 2 4 2 2 4    

      = 3 2 4 2 2 2    

      = 5 2    

 4)    
3 5 94 16x x x    = 2 42 4x x x x x x    

      =  32 4x x x x   

      =  3 4 2x x x x    

4. 1)  
1

2 2 3
  = 

1 2 2 3

2 2 3 2 2 3




 
  

    = 
  

2 2 3

2 2 3 2 2 3



 
   

    = 

   
2 2

2 2 3

2 2 3




 

    = 
2 2 3

8 3




  

    = 
2 2 3

5


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 2)  
40

9 5 5 7
  = 

40 9 5 5 7

9 5 5 7 9 5 5 7




 
 

    = 
 

  

40 9 5 5 7

9 5 5 7 9 5 5 7



 
 

    = 
 

   
2 2

40 9 5 5 7

9 5 5 7





  

    = 
 40 9 5 5 7

405 175




  

    = 
 40 9 5 5 7

230


 

    = 
 4 9 5 5 7

23


 

 3)  
7 6 3 5

4 6 5




  = 

7 6 3 5 4 6 5

4 6 5 4 6 5

 


 
 

    = 
  
  

7 6 3 5 4 6 5

4 6 5 4 6 5

 

 
 

    = 

   
2 2

7 6 4 6 7 6 5 3 5 4 6 3 5 5

4 6 5

      


 

    = 
168 7 30 12 30 15

96 5

  


  

    = 
153 5 30

91


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 4)  
10 6 2 7

3 6 2 7




  = 

10 6 2 7 3 6 2 7

3 6 2 7 3 6 2 7

 


 
 

    = 
  
  

10 6 2 7 3 6 2 7

3 6 2 7 3 6 2 7

 

 
 

    = 
   

   
2 2

10 6 3 6 10 6 2 7 2 7 3 6 2 7 2 7

3 6 2 7

      



 

    = 
   180 20 42 6 42 28

54 28

  


 

    = 
208 26 42

26


   

    = 8 42   

5. 1)  
3 1 3 1

3 1 3 1

 


 
  = 

     
  

3 1 3 1 3 1 3 1

3 1 3 1

    

 
 

    = 
   3 2 3 1 3 2 3 1

3 1

    


  

    = 
8

2
 

    =  4 

 2)  
18 12

3 2 3 2


 
  = 

   
  

18 3 2 12 3 2

3 2 3 2

  

 
 

    = 
   18 3 18 2 12 3 12 2

3 2

  


 

    = 
30 3 6 2

1


 

    = 30 3 6 2   

    =  6 5 3 2    

 3)  
 4 3 1 2 3

3 1 2 3

 


 
  = 

 4 3 1 3 1 2 3 2 3

3 1 3 1 2 3 2 3

                
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    = 
 

  
 

  

2 2

4 3 1 2 3

3 1 3 1 2 3 2 3

 


   
 

    = 
   

2 2

4 3 1 2 3

3 1 4 3

 


 
 

    =    
2 2

2 3 1 2 3      

    =    2 3 2 3 1 4 4 3 3        

    =    8 4 3 7 4 3     

    = 1  

6. 1)  
2

p q p q     =    
2 2

2p q p q p q p q         

   =       2p q p q p q p q        

   =  2 22 2p p q    

   =  2 22 p p q    

 2)  
2

2 2 2 23 2a b a b     =       
2 2

2 2 2 2 2 2 2 23 2 3 2 2a b a b a b a b        

       =    2 2 2 2 2 2 2 29 12 4a b a b a b a b         

       =   2 2 2 2 2 213 5 12a b a b a b       

       = 
2 2 4 413 5 12a b a b      

 3)  
2

2 1 2 3x x     =       
2 2

2 1 2 2 1 2 3 2 3x x x x        

       =    2 1 4 2 1 3 4 3x x x x          

       =   6 11 4 2 1 3x x x      

       = 
26 11 4 2 5 3x x x       

7. 1) 
3 1

2 1




   =  

3 1 2 1

2 1 2 1

 


 
 

       =     
3 1 2 1

2 1 2 1

 


 
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    = 
6 3 2 1

2 1

  


 

      
2.44949 1.73205 1.41421 1

2 1

  


  

    = 0.30323 

 2)  
5 2

9 4 5




  = 

5 2 9 4 5

9 4 5 9 4 5

 


 
 

    = 
  
  

5 2 9 4 5

9 4 5 9 4 5

 

 
 

    = 
9 5 20 18 8 5

81 80

  


 

    = 5 2   

      2.23607 2  

    = 4.23607  

 3)  
5 2 3

7 4 3




  = 

5 2 3 7 4 3

7 4 3 7 4 3

 


 
 

    = 
  
  

5 2 3 7 4 3

7 4 3 7 4 3

 

 
 

    = 
35 20 3 14 3 24

49 48

  


  

    = 11 6 3  

       11 6 1.73205   

    = 0.6077  
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8. 1) จาก   8m    = 0 

     m   = 8 

      
2

m   =  
2

8   

  จะได้  m   = 64  

  ตรวจค าตอบ   แทน m  ในสมการ 8m    =  0  ด้วย 64  จะได้ 

      64 8   = 0 

      8 8   = 0 

      0 = 0  เป็นจริง 

  ดังนั้น  เซตค าตอบของสมการ  คือ  64   

 2) จาก   5 1 6x     = 10 

     5 1x    = 4 

      
2

5 1x    =  
2

4   

     5 1x    = 16 

     5x   = 15 

  จะได้  x   = 3 

  ตรวจค าตอบ   แทน x  ในสมการ 5 1 6x     =  10  ด้วย  3  จะได้ 

       5 3 1 6   = 10 

      16 6   = 10 

      4 6  = 10 

      10 = 10  เป็นจริง 

  ดังนั้น  เซตค าตอบของสมการ  คือ  3   

 3) จาก   2 5r    = r  

      
2

2 5r    = 
2r  

     2 5r    = 
2r  
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  จะได้  5 = 0  เป็นเท็จ 

  ดังนั้น  เซตค าตอบของสมการ  คือ     

 4) จาก   7x    = 5x    

      
2

7x    =  
2

5x   

     7x    = 2 10 25x x    

     2 11 18x x    = 0 

       2 9x x    = 0 

  จะได้    2x   หรือ   9x    

  ตรวจค าตอบ   แทน x  ในสมการ 7x     =  5x    ด้วย 2  จะได้ 

      2 7   = 2 5  

      9   = 3  

      3 = 3   เป็นเท็จ 

     แทน x  ในสมการ 7x     =  5x    ด้วย 9  จะได้ 

      9 7   = 9 5  

      16   = 4  

      4 = 4  เป็นจริง 

  ดังนั้น  เซตค าตอบของสมการ  คือ   9   

 5) จาก   7x    = 3 1x     

      
2

7x    =  
2

3 1x    

     7x    = 3 1x    

     2x   = 8   

  จะได้  x   = 4   
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  ตรวจค าตอบ   แทน x  ในสมการ 7x     =  3 1x     ด้วย 4   จะได้ 

      4 7    =  3 4 1    

      11   = 11     

  เนื่องจาก 11    

  ดังนั้น  เซตค าตอบของสมการ  คือ   

 6) จาก   1x x    = 2 

     1x    = 2 x    

      
2

1x    =  
2

2 x    

     1x    = 4 4 x x     

     4 x   = 3  

     x   = 
3

4
    

  เนื่องจาก  0x     เสมอ 

  ดังนั้น  เซตค าตอบของสมการ  คือ   

 7) จาก   3x    = 3x     

      
2

3x    =  
2

3x    

     3x    = 6 9x x     

     6 x   = 12  

     x   = 2  

      
2

x   =  
2

2  

  จะได้  x   = 4  

  ตรวจค าตอบ   แทน x  ในสมการ 3x   =  3x    ด้วย 4 จะได้ 

      4 3   = 4 3   

      1   = 2 3   
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      1   = 1    เป็นเท็จ 

  ดังนั้น  เซตค าตอบของสมการ  คือ   

 8) จาก   12x x    = 2 

     12x    = 2 x   

      
2

12x    =  
2

2 x   

     12x    = 4 4 x x     

     4 x   = 8   

     x   = 2     

  เนื่องจาก  0x     เสมอ 

  ดังนั้น  เซตค าตอบของสมการ  คือ   

 9) จาก   2 21x    = 3x    

      
2

2 21x   =  
2

3x   

     2 21x    = 2 6 9x x    

     6x   = 12 

  จะได้  x   = 2 

  ตรวจค าตอบ   แทน x   ในสมการ 2 21x    =  3x    ด้วย  2  จะได้ 

       
2

2 21    = 2 3  

      4 21    = 5   

      25   = 5 

      5   = 5  เป็นเท็จ 

  ดังนั้น  เซตค าตอบของสมการ  คือ   

 10) จาก   3 4 3 5x x     = 9 

     3 4x    = 9 3 5x    

      
2

3 4x    =  
2

9 3 5x    
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     3 4x    =  81 18 3 5 3 5x x       

     18 3 5x    = 72 

     3 5x    = 4 

      
2

3 5x    = 
24   

     3 5x    = 16 

     3x   = 21 

  จะได้  x   = 7 

  ตรวจค าตอบ   แทน x   ในสมการ 3 4 3 5x x     =  9  ด้วย  7  จะได้ 

       3 7 4 3 7 5    = 9 

      21 4 21 5     = 9 

      25 16   = 9 

      5 4  = 9 

      9 = 9  เป็นจริง 

  ดังนั้น  เซตค าตอบของสมการ  คือ  7   

 11) จาก   4 1 2x x     = 3x     

      
2

4 1 2x x     =  
2

3x    

     4 1 2 4 1 2 2x x x x         = 3x   

    2 4 1 2x x    = 4 4x     

  
22 4 7 2x x    = 4 4x    

  
24 7 2x x    = 2 2x    

   
2

24 7 2x x    =  
2

2 2x    

  24 7 2x x    = 24 8 4x x     

  จะได้ x   = 6 
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  ตรวจค าตอบ   แทน x  ในสมการ 4 1 2x x     =  3x     ด้วย  6  จะได้ 

      4 6 1 6 2    = 6 3   

      25 4   = 9   

      5 2   = 3 

      3 = 3  เป็นจริง 

  ดังนั้น  เซตค าตอบของสมการ  คือ  6   

 12) จาก   7 2x x     = 6 13x     

      
2

7 2x x     =  
2

6 13x    

     7 2 7 2 2x x x x         = 6 13x     

    2 7 2x x    = 4 4x     

  2 9 14x x    = 2 2x    

   
2

2 9 14x x    =  
2

2 2x    

  2 9 14x x    = 24 8 4x x      

  23 10x x    = 0 

    3 5 2x x    = 0 

  จะได้  5

3
x    หรือ 2x    

  ตรวจค าตอบ   แทน x   ในสมการ 7 2x x     = 6 13x     ด้วย 
5

3
   จะได้ 

     
5 5

7 2
3 3

      = 
5

6 13
3

 
  
 

  

      
16 1

3 3
  = 3   

      
4 3 3

3 3
   = 3  

      
5 3

3
 = 3   เป็นเท็จ 
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     แทน x  ในสมการ 7 2x x    = 6 13x    ด้วย 2  จะได้ 

      2 7 2 2     =  6 2 13   

      9 4   = 25   

      3 2   = 5 

      5 = 5  เป็นจริง 

  ดังนั้น  เซตค าตอบของสมการ  คือ  2   

9. ให้  a   เป็นระยะทางเฉลี่ยจากดาวเคราะห์ไปยังดวงอาทิตย์  มีหน่วยเป็น AU   

 ซึ่งหาได้จาก   

   a   = 
2

3p    
 เมื่อ  p   แทนเวลาที่ดาวเคราะห์โคจรรอบดวงอาทิตย์ 1 รอบ  มีหน่วยเป็นปี 

 1) เนื่องจาก  ดาวเนปจูนมีเวลาโคจรรอบดวงอาทิตย์ประมาณ  165  ปี 

  จะได้  ระยะทางเฉลี่ยจากดาวเนปจูนไปยังดวงอาทิตย์เป็น 

   a   = 

2

3165   

   a     30.0831  

  ดังนั้น  ระยะทางเฉลี่ยจากดาวเนปจูนไปยังดวงอาทิตย์ประมาณ 30.0831 AU 

 2) เนื่องจาก  ดาวศุกร์มีระยะทางเฉลี่ยไปยังดวงอาทิตย์เป็น 0.72 AU   

  จะได้ 0.72   = 
2

3p  

   

3
2 2
3p

 
 
 

  =   
3

20.72  

   p   =  
3

20.72  

   p     0.6109 

  ดังนั้น  ดาวศุกร์จะมีเวลาโคจรรอบดวงอาทิตย์ประมาณ 0.6109 ปี 
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แบบฝกหัด 2.2 
 

1. แสดงการเปนฟงกชันเพ่ิมหรือฟงกชันลดและเขียนกราฟของฟงกชันไดดังตารางตอไปนี้ 

ฟงกชัน 

ท่ีกําหนดให 
ฟงกชันเพ่ิม ฟงกชันลด กราฟของฟงกชัน 

1) 5xy =    –  

 

2) 
1
4

x

y  =  
 

 –  

 

3) 24 xy =    – 
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ฟงกชัน 

ท่ีกําหนดให 
ฟงกชันเพ่ิม ฟงกชันลด กราฟของฟงกชัน 

4) 
21

3

x

y  =  
 

  
–  

 

5) 3 xy −=   –  

 

6) 22 xy −=   –  
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ฟงกชัน 

ท่ีกําหนดให 
ฟงกชันเพ่ิม ฟงกชันลด กราฟของฟงกชัน 

7) 
4
3

x

y  =  
 

  – 

 

8) 
3
4

x

y  =  
 

 –  

 

2. 1) เนื่องจากกราฟผานจุด  ( )2, 9     

  ดังนั้น  แทน  x    และ  y    ในสมการ  xy a=    ดวย  2  และ  9  ตามลําดับ 

  จะไดวา 9 = 2a   

  นั่นคือ   3a = −   หรือ 3a =   

  เนื่องจาก  0a >  

  ดังนั้น  กราฟท่ีกําหนดใหเปนกราฟของฟงกชัน  3xy =   
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 2) เนื่องจากกราฟผานจุด 11,
5

 − 
 

      

  ดังนั้น  แทน  x    และ  y    ในสมการ  xy a=    ดวย  1−     และ  1
5

  ตามลําดับ 

  จะไดวา 1
5

 = 1a−   

  นั่นคือ   a   = 5  

  ดังนั้น  กราฟท่ีกําหนดใหเปนกราฟของฟงกชัน  5xy =      

 3) เนื่องจากกราฟผานจุด  12,
16

 
 
 

    

  ดังนั้น  แทน  x    และ  y    ในสมการ  xy a=    ดวย  2   และ  1
16

  ตามลําดับ 

  จะไดวา 1
16

 = 2a   

  นั่นคือ   1
4

a = −   หรือ 1
4

a =   

  เนื่องจาก  0a >  

  ดังนั้น  กราฟท่ีกําหนดใหเปนกราฟของฟงกชัน  1
4

x

y  =  
 

     

 4) เนื่องจากกราฟผานจุด  ( )3, 8−     

  ดังนั้น  แทน  x    และ  y    ในสมการ  xy a=    ดวย  3−   และ  8  ตามลําดับ 

  จะไดวา 8 = 3a−   

   3a   = 1
8

   

  นั่นคือ   a   = 1
2

   

  ดังนั้น  กราฟท่ีกําหนดใหเปนกราฟของฟงกชัน  1
2

x

y  =  
 
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3. 1)    2) 

     
 
 3)    4) 

     
 5)     

  

4. 1) ค  2) ก 

 3) จ  4) ข 

 5) ง 
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5. 1) ( )2f   = 22−    = 
21

2
 
 
 

  = 1
4

   

 2) ( )3g   = 33    = 27 

 3) ( )0f   = 02−    = 02   = 1 

  ( )0g   = 03    = 1 

  ดังนั้น ( ) ( )0 0f g+   = 1 1+   = 2 

 4) ( )4g   = 43    = 81 

  ( )4f   = 42−    = 
41

2
 
 
 

   = 1
16

 

  ดังนั้น ( ) ( )4 4g f−   = 181
16

−    = 1295
16

   

 5) ( )1f   = 12−    = 1
2

    

  ( )1g   = 13   = 3 

  ดังนั้น ( ) ( )1 1f g⋅   = 1 3
2
⋅   = 3

2
   

 6) ( )3f   = 32−   = 
31

2
 
 
 

  = 1
8

   

  ( )2g   = 23   = 9 

  ดังนั้น 
( )
( )
3
2

f
g

   = 

1
8
9

   = 1
72

  

 7) ( )( )1f g   = ( )( )1f g   = ( )13f  = ( )3f   = 32−   = 1
8

  

 8) ( )( )1g f   = ( )( )1g f   = ( )12g −   = 1
2

g  
 
 

  = 
1
23   = 3   

6. 1) จาก   10x   = 100 

     10x  = 210  

  เนื่องจาก  ( ) 10xf x =    เปนฟงกชัน  1 – 1  

  จะได  x   = 2 
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  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ  คือ  { }2   

 2) จาก   3x    = 1
27

   

     3x  = 33−  

  เนื่องจาก  ( ) 3xf x =    เปนฟงกชัน  1 – 1 

  จะได  x   = 3−    

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ  คือ  { }3−   

 3) จาก   16x   = 4  

     24 x   = 14   

  เนื่องจาก  ( ) 4xf x =   เปนฟงกชัน  1 – 1 

  จะได  2x   = 1  

  นั่นคือ   x   = 1
2

   

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ  คือ  1
2

 
 
 

 

 4) จาก   1
2

x
 
 
 

  = 16  

     1
2

x
 
 
 

 = 
41

2

−
 
 
 

 

  เนื่องจาก  ( ) 1
2

x

f x  =  
 

   เปนฟงกชัน  1 – 1 

  จะได   x   = 4−    

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ  คือ  { }4−   
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 5) จาก   4 x−   = 1
64

  

     1
4

x
 
 
 

  = 
31

4
 
 
 

  

  เนื่องจาก  ( ) 1
4

x

f x  =  
 

   เปนฟงกชัน 1 – 1 

  จะได   x   = 3   

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ  คือ  { }3   

 6) จาก   
21

2

x
 
 
 

  = 64  

     
21

2

x
 
 
 

 = 
61

2

−
 
 
 

 

  เนื่องจาก  ( ) 1
2

x

f x  =  
 

   เปนฟงกชัน 1 – 1 

  จะได  2x   = 6−     

  นั่นคือ   x   = 3−    

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ  คือ  { }3−   

 7) จาก   5x   ≤   125 

     5x  ≤   35   

  เนื่องจาก  ( ) 5xf x =    เปนฟงกชันเพ่ิม 

  จะได  x   ≤   3 

  ดังนั้น  เซตคําตอบของอสมการ  คือ  ( ], 3−∞     

 8) จาก   2
3

x
 
 
 

  ≥   81
16

   

     2
3

x
 
 
 

  ≥   
42

3

−
 
 
 
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  เนื่องจาก  ( ) 2
3

x

f x  =  
 

  เปนฟงกชันลด 

  จะได   x   ≤   4−    

  ดังนั้น  เซตคําตอบของอสมการ  คือ  ( ], 4−∞ −     

 9) จาก   
21

4

x
 
 
 

  < 64  

     
21

4

x
 
 
 

 < 
31

4

−
 
 
 

 

  เนื่องจาก  ( ) 1
4

x

f x  =  
 

   เปนฟงกชันลด 

  จะได  2x   > 3−     

  นั่นคือ   x   > 3
2

−    

  ดังนั้น  เซตคําตอบของอสมการ  คือ  3 ,
2

 − ∞ 
 

   

 10) จาก  27
125

  < 5
3

x
 
 
 

 ≤     1 

    
35

3

−
 
 
 

  < 5
3

x
 
 
 

  ≤  
05

3
 
 
 

  

  เนื่องจาก  ( ) 5
3

x

f x  =  
 

   เปนฟงกชันเพ่ิม 

  จะได 3−   < x   ≤  0 

  ดังนั้น  เซตคําตอบของอสมการ  คือ  ( ]3, 0−   

7. 1) จาก  2 2 2x xx −   = 0 

    ( )22 1x x −   = 0 

    ( )( )2 1 1x x x− +   = 0 

  เนื่องจาก ไมมีจํานวนจริงท่ีทําให  2 0x =   
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  จะได 1x −   = 0 หรือ 1x +   = 0 

  นั่นคือ x   = 1 หรือ x   = 1−    

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ  คือ  { }1, 1−     

 2) จาก   ( )2 22 9 2 2x x+ − +   = 0 

     ( )2 22 2 9 2 2x x⋅ − +   = 0 

     ( ) ( )2
4 2 9 2 2x x− +   = 0 

     ( )( )4 2 1 2 2x x⋅ − −   = 0 

  จะได 4 2 1x⋅ −   = 0 หรือ 2 2x −   = 0 

    2 x   = 1
4

  หรือ 2x   = 2 

  นั่นคือ x   = 2−   หรือ x   = 1 

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ  คือ  { }2, 1−     

 3) จาก   2 13 9x+ +   = ( )28 3x    

     ( ) ( )2
3 3 28 3 9x x− +   = 0 

     ( )( )3 3 1 3 9x x⋅ − −   = 0 

  จะได 3 3 1x⋅ −  = 0 หรือ 3 9x −   = 0 

    3 x   = 1
3

  หรือ 3x   = 9 

  นั่นคือ x   = 1−   หรือ x   = 2 

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ  คือ  { }1, 2−   

  



     
     
     

    
 

484 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 4  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

8. จากโจทย   ( )2 3tq =   เปนความสัมพันธระหวางจํานวนของแบคทีเรีย (พันเซลล) 

 กับเวลา (ชั่วโมง)    

 เม่ือ  0t =    จะได ( ) ( )02 3 2 1 2q = = =   

 เม่ือ  1
6

t =    จะได ( )
1
62 3 2 1.20093 2.40186q

 
= ≈ = 

 
  

 เม่ือ  1
2

t =    จะได ( )
1
22 3 2 1.73205 3.46410q  

= ≈ = 
 

  

 เม่ือ  1t =    จะได ( ) ( )12 3 2 3 6q = = =   

 ดังนั้น จํานวนเริ่มตนของแบคทีเรีย  เทากับ  2,000  เซลล 

   จํานวนของแบคทีเรียเม่ือเวลาผานไป 10 นาที  ประมาณ  2,401  เซลล 

   จํานวนของแบคทีเรียเม่ือเวลาผานไป 30 นาที  ประมาณ  3,464  เซลล 

   จํานวนของแบคทีเรียเม่ือเวลาผานไป 1 ชั่วโมง  เทากับ  6,000  เซลล 

9. จากโจทย  ความสัมพันธระหวางปริมาณธาตุเรเดียม–226 ท่ีมีอยูเดิม  ( )0q   และปริมาณ

ของธาตุเรเดียม–226 ท่ีเหลือ ( )q   เม่ือเวลาผานไป  t    ป  คือ  0 2ktq q=   

 เนื่องจาก  ธาตุเรเดียม–226 มีครึ่งชีวิต  1,600  ป  หมายความวา เม่ือเวลาผานไป 1,600 ป 

ธาตุเรเดียม–226 ซ่ึงหนัก 0q  มิลลิกรัม  จะมีน้ําหนักเหลือ 0
1
2

q  มิลลิกรัม 

 จะได    0
1
2

q   = 1600
0 2kq ⋅    

      1
2

  = 16002 k    

      12−   = 16002 k   

 นั่นคือ    1600k   = 1−    

 ดังนั้น    k   = 1
1600

−   
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แบบฝกหัด 2.3 
 

1.  1) 4log 16  = 2   2) 27log 9   = 2
3

   

 3) 
1
2

1log
4

 = 2  4) 10log 0.0001  = 4−   

 5) 1
2

log 16   = 4−    6) 
2
3

27log
8

  = 3−   

 7) 1
100

log 10000   = 2−   8) 4log 0.125   = 3
2

−   

2. 1) 210  = 100 2) 52  = 32 

 3) 05   = 1 4) 34−   = 1
64

  

 5) 310−   = 0.001 6) 
2
33   =  3 9   

3. 1)     3
2log 2   = 

1
3

2log 2    

       = 2
1 log 2
3

 

       = 1
3

  

 2)      1
3

log 9   = 1
2

3
log 3−   

       = 3
2 log 3
1−

 

       = 2−   
 3)     10log 100   = 2

10log 10   
       = 102log 10   
       = 2    
 4)     10log 0.1   = 1

10log 10−   
       = 101 log 10−   
       = 1−   
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 5)     12
3

log 3   = 1
2

12

3

log 3   

       = 3
12 log 31
2

   

       = 24 
 6)     1

4

log 16   = 1
2

4
log 4−   

       = 4
2 log 4
1−

 

       = 2−   
 7)   12 12log 9 log 16+   = ( )12log 9 16×    

     = 12log 144   

     = 2
12log 12   

     = 122log 12   
     = 2  

 8)   2 2log 112 log 7−   = 2
112log

7
 
 
 

  

     = 2log 16   

     = 4
2log 2   

     = 24log 2   
     = 4  

4. 1)  2)  
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 3)      4) 

  
  

 5)      6) 

  
 

5. 1) จาก  2log x   = 5  

  จะได x   = 52    

  ดังนั้น x   = 32 

 2) จาก  10log x   = 2  

  จะได x   = 210   

  ดังนั้น x   = 100  
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 3) จาก  log 1000x   = 3   

  จะได 1000  = 3x  

    310   = 3x  

  ดังนั้น x   = 10   

 4) จาก  log 16x   = 4  

  จะได 16  = 4x  

    42   = 4x  

  ดังนั้น x   = 2   (เนื่องจาก  0x > )  

 5) จาก  log 6x   = 1
2

  

  จะได 6  = 
1
2x  

    26   = 
21

2x 
 
 

 

  ดังนั้น x   = 36  

6.    5log 45   = ( )5log 5 9×   

     = 5 5log 5 log 9+   

     = 2
51 log 3+    

     = 51 2log 3+   

     ≈   ( )1 2 0.6826+   
     = 2.3652 
    25log 15   = ( )25

log 5 3×   

     = ( )5 5
1 log 5 log 3
2

+  

     ≈   ( )1 1 0.6826
2

+   

     = 0.8413 

 ดังนั้น  5log 45 2.3652≈    และ  25log 15 0.8413≈   
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แบบฝกหัด 2.4 
 

1. 1)   log37100   = ( )4log 3.71 10×   

     = 4log3.71 log10+    
     ≈   0.5694 4+    
     = 4.5694   

  ดังนั้น  log37100 4.5694≈  

 2)   log0.00371   = ( )3log 3.71 10−×   

     = 3log3.71 log10−+    
     ≈   0.5694 3−    
     = 2.4306−   

  ดังนั้น  log0.00371 2.4306≈ −  

 3)   log832   = ( )2log 8.32 10×   

     = 2log8.32 log10+    
     ≈   0.9201 2+    
     = 2.9201  

  ดังนั้น  log832 2.9201≈   

 4)   log0.0832   = ( )2log 8.32 10−×   

     = 2log8.32 log10−+    
     ≈   0.9201 2−    
     = 1.0799−   

  ดังนั้น  log0.0832 1.0799≈ −   

2. 1) จาก  log N   = 0.4082    

     ≈   log 2.56    

  ดังนั้น N   ≈  2.56    
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 2) จาก  log N  = 3.4082    

     = 3 0.4082+    
     ≈   3log10 log 2.56+    

     = ( )log 1000 2.56×   
     = log 2560   

  ดังนั้น N   ≈   2560  

 3) จาก  log N  = 0.5918−    

     = 0.4082 1−     
     ≈   log 2.56 log10−    

     = 2.56log
10

 
 
 

  

     = log0.256   

  ดังนั้น N   ≈   0.256  

 

แบบฝกหัด 2.5  

1.    36log 5   = 26
log 5   

     = 6
1 log 5
2

 

     ≈   1 0.8982
2
×   

     = 0.4491   
2.    64log 46   = 34

log 46   

     = 4
1 log 46
3

  

     ≈   1 2.7617
3
×   

     = 0.9206  
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3.   ln 423   = log 423
loge

   

    = 
( )2log 4.23 10

loge
×

 

    = 
2log 4.23 log10

loge
+   

    ≈   0.6263 2
0.4343

+    

    = 2.6263
0.4343

 

    ≈  6.0472 

   ln 0.163   = log0.163
loge

   

    = 
( )1log 1.63 10

loge

−×
  

    = 
1log1.63 log10

loge

−+   

    ≈  0.2122 1
0.4343

−   

    = 0.7878
0.4343

−   

    ≈  1.8140−    

4.  1) 2.5237   2)  3.4829   

 3) 0.4930   4) 6.5903   

 5) 4.7362   6) 4.5951    

 7) 4.6728   8) 4.3901−    
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แบบฝกหัด 2.6 
 

1. 1) จาก   ln x   = 10 

  จะได  x   = 10e   

 2) จาก   log x   = 2−    

  จะได  x   = 210−    

  ดังนั้น  x   = 0.01   

 3) จาก   log 2x   = 3   

  จะได  2x   = 310   

     x   = 1000
2

   

  ดังนั้น  x   = 500  

 4) จาก   ( )log 3 5x +   = 2  

  จะได  3 5x +   = 210   

     x   = 100 5
3
−   

  ดังนั้น  x   = 95
3

   

 5) จาก   log 2x   = log 2 5+   

  จะได  log 2 log 2x −  = 5  

     2log
2
x 

 
 

  = 5 

     log x   = 5 

     x   = 510    

  ดังนั้น  x   = 100,000  
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2. 1) จาก   ( )log 3 5 3x + +   = ( )log 2 1x +    

     ( ) ( )log 2 1 log 3 5x x+ − +   = 3 

     2 1log
3 5

x
x
+ 

 + 
  = 3 

     2 1
3 5

x
x
+
+

  = 310    

     2 1x +   = ( )1000 3 5x +    

     2 1x +   = 3000 5000x +    
     2998x   = 4999−    

  จะได  x   = 4999
2998

−    

  ตรวจสอบคา  x   ท่ีไดวาสอดคลองกับสมการท่ีกําหนดหรือไม 

  แทน  x    ดวย  4999
2998

−   ใน  ( )log 3 5x +     

  จะได  4999log 3 5
2998

  − +    
  = 7log

2998
 − 
 

  

  แทน  x   ดวย  4999
2998

−   ใน  ( )log 2 1x +     

  จะได  4999log 2 1
2998

  − +    
   =  7000log

2998
 − 
 

  

  เนื่องจากไมนิยาม  logay x=    เม่ือ  x    ไมเปนจํานวนจริงบวก 

  จะไดวา  ไมมี  x    ท่ีสอดคลองกับสมการท่ีกําหนด 

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ คือ ∅   

 2) จาก   ( ) ( )log 2 log 1x x+ − +   = 3 

     2log
1

x
x
+ 

 + 
  = 3 

     2
1

x
x
+
+

  = 310    

     2x +   = ( )1000 1x +    
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     2x +   = 1000 1000x +    
     999x   = 998−    

  จะได  x   = 998
999

−    

  ตรวจสอบคา  x    ท่ีไดวาสอดคลองกับสมการท่ีกําหนดหรือไม 

  แทน  x    ดวย  998
999

−   ใน  ( ) ( )log 2 log 1 3x x+ − + =    จะได 

     998 998log 2 log 1
999 999

   − + − − +   
   

   =   3 

    1000 1log log
999 999

−   =   3 

    

1000
999log 1
999

 
 
 
  
 

   = 3 

    log1000   =   3 

    3 = 3  เปนจริง 

  จะไดวา  998
999

x = −    สอดคลองกับสมการท่ีกําหนด 

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ คือ 998
999

 − 
 

  

 3) จาก   log x   = ( )1 log 9x− −    

  ( )log log 9x x+ −   = 1 

  ( )log 9x x −     = 1 

  ( )9x x −   = 10 

  2 9 10x x− −   = 0 
  ( )( )1 10x x+ −   = 0 

  จะได 1x +   = 0 หรือ  10x −   = 0 

  นั่นคือ  1x = −    หรือ  10x =  

  ตรวจสอบคา  x   ท่ีไดวาสอดคลองกับสมการท่ีกําหนดหรือไม 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

  กรณี 1x = −   แทน  x    ดวย  1−    ใน  log x   

      จะได  ( )log 1−    ซ่ึง  1 0− <   

      แทน  x    ดวย  1−    ใน  ( )log 9x −     

      จะได  ( )log 1 9− −  =  ( )log 10−    ซ่ึง  10 0− <   

      เนื่องจากไมนิยาม  logay x=    เม่ือ  x   ไมเปนจํานวนจริงบวก 

      จะไดวา  1x = −    ไมสอดคลองกับสมการท่ีกําหนด 

  กรณี 10x =    แทน  x   ดวย  10  ใน log x  =  ( )1 log 9x− −   จะได 

       log10  = ( )1 log 10 9− −   

       log10  = 1 log1−  
       1 = 1 – 0  

       1 = 1   เปนจริง 

     นั่นคือ  10x =   สอดคลองกับสมการท่ีกําหนด 

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ คือ { }10   

 4) จาก   2 2log 3 log x+   = ( )2 2log 5 log 2x+ −   

     2log 3x   = ( )2log 5 2x −      

     3x   = ( )5 2x −   

     3x  = 5 10x −    
     2x  = 10 

  จะได  x   = 5 

  ตรวจสอบคา  x    ท่ีไดวาสอดคลองกับสมการท่ีกําหนดหรือไม 

  แทน  x    ดวย  5   ใน  2 2log 3 log x+  =  ( )2 2log 5 log 2x+ −    จะได 

         2 2log 3 log 5+   = ( )2 2log 5 log 5 2+ −   

       2log 3  = 2log 3     เปนจริง 

  นั่นคือ  5x =   สอดคลองกับสมการท่ีกําหนด 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ คือ { }5   

 5) จาก  ( ) ( )5 5log 1 log 1x x+ − −   = 2 

     5
1log
1

x
x
+ 

 − 
  = 2 

     1
1

x
x
+
−

  = 25   

     1x +   = ( )25 1x −    

     1x +  = 25 25x −    
     24x   =  26  

  จะได  x   = 13
12

  

  ตรวจสอบคา  x   ท่ีไดวาสอดคลองกับสมการท่ีกําหนดหรือไม 

  แทน  x   ดวย  13
12

   ใน  ( ) ( )5 5log 1 log 1x x+ − −    =  2   จะได 

    5 5
13 13log 1 log 1
12 12
   + − −   
   

  = 2 

    5 5
25 1log log
12 12

−  = 2 

    5

25
12log 1
12

 
 
 
 
 

 = 2 

    5log 25  = 2 

    2 = 2  เปนจริง 

  นั่นคือ  13
12

x =   สอดคลองกับสมการท่ีกําหนด 

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ คือ 13
12

 
 
 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 6) จาก   ( ) ( )9 9log 5 log 3x x− + +   = 1 

     ( )( )9log 5 3x x − +     = 1 

     ( )( )5 3x x− +   = 19     

     2 2 24x x− −   = 0 
     ( )( )4 6x x+ −   = 0 

  จะได 4x +   = 0 หรือ  6x −   = 0 

  นั่นคือ  4x = −   หรือ  6x =  

  ตรวจสอบคา  x    ท่ีไดวาสอดคลองกับสมการท่ีกําหนดหรือไม 

  กรณี 4x = −  แทน  x    ดวย  4−     ใน  ( )9log 5x −   

      จะได  ( )9log 4 5− −    =  ( )9log 9−    ซ่ึง  9 0− <  

      แทน  x    ดวย  4−    ใน  ( )9log 3x +     

      จะได  ( )9log 4 3− +   =  ( )9log 1−    ซ่ึง  1 0− <   

      เนื่องจากไมนิยาม  logay x=    เม่ือ  x   ไมเปนจํานวนจริงบวก 

     จะไดวา  4x = −   ไมสอดคลองกับสมการท่ีกําหนด 

  กรณี 6x =   แทน  x    ดวย  6  ใน  ( ) ( )9 9log 5 log 3x x− + +  = 1  จะได 

      ( ) ( )9 9log 6 5 log 6 3− + +   = 1 

       9 9log 1 log 9+   = 1 
       0 1+   = 1 

       1 = 1 เปนจริง  

     นั่นคือ  6x =   สอดคลองกับสมการท่ีกําหนด 

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ คือ { }6   
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 7) จาก   ( )2 3log log x   = 4 

     3log x   = 42   

     x   = 163   

  ตรวจสอบคา  x   ท่ีไดวาสอดคลองกับสมการท่ีกําหนดหรือไม 

  แทน  x   ดวย  163    ใน  ( )2 3log log x   =  4 จะได 

        ( )16
2 3log log 3   =   4 

      2log 16   = 4 

      4 = 4  เปนจริง 

  นั่นคือ  163x =   สอดคลองกับสมการท่ีกําหนด 

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ คือ { }163   

 8) จาก   5

2
log2 x    = 1

16
  

     5

2
log

2log 2 x   =  4
2log 2−   

     2
5

2 log 2
log x

  =  24log 2−   

     
5

2
log x

  =  4−   

     5log x   = 1
2

−    

     x   = 
1
25

−
   

     x   = 1
5

    

  จะได  x   = 5
5

 

  ตรวจสอบคา  x   ท่ีไดวาสอดคลองกับสมการท่ีกําหนดหรือไม 

  แทน  x   ดวย  5
5

   ใน  5

2
log2 x  = 1

16
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

  เนื่องจาก   5log x   = 5
5log

5
  

        = 5 5log 5 log 5−   

        = 1 1
2
−    

        = 1
2

−    

  จะไดวา    5

2
log2 x  = 

2
1
22

−
  

        = 42−   

        = 1
16

 

  นั่นคือ  5
5

x =   สอดคลองกับสมการท่ีกําหนด 

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ คือ 5
5

  
 
  

  

3. 1) จาก   3x   = 36 

     3log 3x   = 3log 36   

     3log 3x   = ( )3log 3 3 4× ×    

     x   = 3 3 3log 3 log 3 log 4+ +    

  จะได  x   = 32 log 4+    

 2) จาก   9x   = 23 x    

     ( )23
x
  = 23 x  

     23 x   = 23 x  

  นั่นคือ  2x   = 2x  

  ดังนั้น จํานวนจริงทุกจํานวนสอดคลองกับสมการท่ีกําหนด 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 3) จาก   5x   = 14x+    

     4log 5x   = 1
4log 4x+   

     4log 5x   = ( ) 41 log 4x +   

     1x
x
+   = 4log 5   

     11
x

+   = 4log 5   

     1
x

  = 4log 5 1−   

  จะได  x   = 
4

1
log 5 1−

   

 4) จาก   3 12 x+   = 23x−    

     3 1log 2 x+   = 2log3x−   

     ( )3 1 log 2x +   = ( )2 log3x −   
     3 log 2 log 2x +   = log3 2log3x −   
     log3 3 log 2x x−   = log 2 2log3+  

     ( )log3 3log 2x −   = log 2 2log3+  

  จะได  x   = log 2 2log3
log3 3log 2

+
−

 

4. 1) จาก   3 3 4 34 3x xx e x e− −−   = 0 

     ( )3 3 4 3xx e x− −   = 0 

  จะได 3 3xx e−  = 0 หรือ  4 3x−   = 0 

  กรณี 3 3 0xx e− =  

   เนื่องจาก  3 0xe− ≠    

   จะได   3x   = 0  

   นั่นคือ     x    = 0  
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

  กรณี  4 3 0x− =    

   จะได x   = 4
3

   

  ดังนั้น  0x =   หรือ  4
3

x =  

 2) จาก   2 3 2x xe e− +   = 0 

     ( )( )1 2x xe e− −  = 0 

  จะได 1xe −  = 0 หรือ  2xe −  = 0 

  กรณี 1 0xe − =   

   จะได xe   = 1    

   x   = 0     
  กรณี  2 0xe − =     

   จะได xe   = 2 

    x   = ln 2   

  ดังนั้น  0x =   หรือ  ln 2x =  

 3) จาก   4 24 21x xe e+ −   = 0 

     ( )( )2 23 7x xe e− +  = 0 

  จะได 2 3xe −  = 0 หรือ  2 7xe +  = 0 

  กรณี  2 3 0xe − =   

   จะได 2 xe   = 3    

   2x   = ln3       

   x   = ln3
2
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

  กรณี  2 7 0xe + =   

   จะได 2 xe  = 7−     ไมมีคําตอบ   

   เพราะวา 2 0xe >   สําหรับทุกจํานวนจริง  x   

  ดังนั้น  ln3
2

x =   

5. 1) จาก   2 5 312 8x x− +   = 16  

     ( ) ( )2 5 32 32 3 2
x x− +

×   = 42   

     
( ) ( )2 2 5 3 32 5

4

2 3 2
2

x xx− +−

  = 1 

     ( ) ( )2 2 5 3 3 4 2 52 3x x x− + + − −   = 1 

     9 7 2 52 3x x− −   = 1 

     ( )9 7 2 5log 2 3x x− −   = log1  

     9 7 2 5log 2 log3x x− −+   = 0 

   ( ) ( )9 7 log 2 2 5 log3x x− + −   = 0 

 ( ) ( )9log 2 7 log 2 2log3 5 log3x x− + −   = 0 

 7 log 2 5 log3x x+   = 9log 2 2log3+    

     ( )7log 2 5log3x +   = 9log 2 2log3+  

     x   = 9log 2 2log3
7log 2 5log3

+
+

  

     x   ≈   ( ) ( )
( ) ( )

9 0.3010 2 0.4771
7 0.3010 5 0.4771

+
+

    

     x   ≈   3.6632
4.4925

  

  ดังนั้น  x   ≈  0.8154 

 2) จาก    2 1 2 22 3x x+ +    = 45 x    

     ( )2 1 2 2log 2 3x x+ +   = 4log5 x   

     2 1 2 2log 2 log3x x+ ++   = 4log5 x   
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

   ( ) ( )2 1 log 2 2 2 log3x x+ + +   = 4 log5x  

   2 log 2 log 2 2 log3 2log3x x+ + +   = 104 log
2

x  

   2 log 2 log 2 2 log3 2log3x x+ + +   = ( )4 log10 log 2x −   

   2 log 2 log 2 2 log3 2log3x x+ + +   = ( )4 1 log 2x −   

   2 log 2 log 2 2 log3 2log3x x+ + +   = 4 4 log 2x x−  
  4 4 log 2 2 log 2 2 log3x x x x− − −  = log 2 2log3+  

  ( )4 6log 2 2log3x − −   = log 2 2log3+    

  x   = log 2 2log3
4 6log 2 2log3

+
− −

  

   x   ≈   ( )
( ) ( )

0.3010 2 0.4771
4 6 0.3010 2 0.4771

+
− −

  

   x  ≈  1.2552
1.2398

  

  ดังนั้น x  ≈  1.0124 

 3) จาก    
2

4

5
2

x

x−
   = 3 73 x−    

     
2

4

5log
2

x

x−

 
 
 

  = 3 7log3 x−   

     2 4log5 log 2x x−−   = 3 7log3 x−   

     ( )2 log5 4 log 2x x− −   = ( )3 7 log3x −   

    102 log log 2 4log 2
2

x x− +   = 3 log3 7log3x −  

  ( )2 log10 log 2 log 2 4log 2x x− − +   = 3 log3 7log3x −  

  ( )2 1 log 2 log 2 4log 2x x− − +   = 3 log3 7log3x −  

  2 2 log 2 log 2 4log 2x x x− − +   = 3 log3 7log3x −  
  2 3 log 2 4log 2x x− +   = 3 log3 7log3x −  
  3 log3 3 log 2 2x x x+ −  = 4log 2 7log3+    

    ( )3log3 3log 2 2x + −   = 4log 2 7log3+  
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

    x   = 4log 2 7log3
3log3 3log 2 2

+
+ −

  

   x   ≈   ( ) ( )
( ) ( )
4 0.3010 7 0.4771

3 0.4771 3 0.3010 2
+

+ −
   

   x  ≈  4.5437
0.3343

  

  ดังนั้น x  ≈  13.5917 

6. 1) จาก 5x   ≥   27 

  เนื่องจาก  ( ) 5logf x x=    เปนฟงกชันเพ่ิม 

  จะได 5log 5x   ≥  3
5log 3    

   5log 5x   ≥  53log 3    

  นั่นคือ x   ≥  53log 3   

  ดังนั้น  เซตคําตอบของอสมการ คือ [ )53log 3, ∞   

 2) จาก 4 2x xe e−   > 110 

   4 2 110x xe e− −  > 0 
   ( )( )2 210 11x xe e+ −   > 0 

  จะได 2 10xe +  < 0 และ 2 11xe −   < 0 

  หรือ 2 10xe +  > 0 และ 2 11xe −   > 0 

  กรณีท่ี 1 2 10 0xe + <  และ 2 11 0xe − <   

    เนื่องจาก 2 10 0xe + >   เสมอ 

    ดังนั้น กรณีนี้จึงเปนไปไมได 

  กรณีท่ี 2 2 10 0xe + >  และ 2 11 0xe − >   

    เนื่องจาก 2 10 0xe + >   เสมอ 

    ดังนั้น จึงพิจารณาเพียง 2 11 0xe − >  ซ่ึงจะได  2 11xe >   
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

    เนื่องจาก  ( ) lnf x x=  เปนฟงกชันเพ่ิม 

    จะได 2ln xe   > ln11    

    2 lnx e   > ln11    

     x   > ln11
2

  

  ดังนั้น เซตคําตอบของอสมการ คือ ln11,
2

 ∞ 
 

  

 3) จาก log x   > 3.5−  

    log x  > 3.5log10−   

    log x  > 3.5log10−    

  เนื่องจาก  ( ) logf x x=   เปนฟงกชันเพ่ิม 

  จะได x  > 3.510−   

  ดังนั้น เซตคําตอบของอสมการ คือ ( )3.510 ,− ∞   

 4) จาก ( )log 7 1x +   ≤   4.5 

   ( )log 7 1x +   ≤   4.5log10   

   ( )log 7 1x +   ≤   4.5log10    

  เนื่องจาก  ( ) logf x x=   เปนฟงกชันเพ่ิม 

  จะได 0 <   7 1x +   ≤  4.510   

  นั่นคือ 1
7

−   <  x   ≤  
4.510 1
7
−   

  ดังนั้น เซตคําตอบของอสมการ คือ 
4.51 10 1,

7 7
 −
− 
 

  

 5) จาก ( ) ( )0.5 0.5log 2 log 1x x+ − +   < 2 

   0.5
2log
1

x
x
+ 

 + 
  < 2 

   1
2

2log
1

x
x
+ 

 + 
  < 2  
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

   12

2log
1

x
x−

+ 
 + 

  < 2  

   2
2log
1

x
x
+ −  + 

  < 22log 2     

   2
1log
2

x
x
+ 

 + 
  < 2

2log 2     

  เนื่องจาก  ( ) 2logf x x=    เปนฟงกชันเพ่ิม 

   1
2

x
x
+
+

 < 4  

   1 4
2

x
x
+

−
+

 < 0 

   ( ) ( )1 4 2
2

x x
x

+ − +
+

 < 0 

   3 7
2

x
x

− −
+

 < 0 

   3 7
2

x
x
+
+

 > 0 

  จะได   7
3

x < −   หรือ  2x > −   

  เนื่องจาก อสมการท่ีกําหนดใหมีพจน ( )0.5log 2x +   และ ( )0.5log 1x +   

  จะไดวา  1x > −  และ 2x > −   นั่นคือ 1x > −  

  ดังนั้น  เซตคําตอบของอสมการ คือ ( )1,− ∞   
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แบบฝกหัด 2.7 
 

1. 1) จาก   ( )n t   = ( )0 1 tn r+    

  ในท่ีนี้  0
4112,000 , 0.04

100
n r= = =   และ  10t =   

  จะได  ( )10n   = ( )10112000 1 0.04+    

      ≈   165787.3499    

  ดังนั้น  ใน พ.ศ. 2569  จะมีจํานวนประชากรประมาณ  165,787  คน 

 2) จาก   ( )n t   = ( )0 1 tn r+    

  ในท่ีนี้  0
4112,000 , 0.04

100
n r= = =    และ  ( ) 200,000n t =   

  จะได  200000   = ( )112000 1 0.04 t+    

     ( )1.04 t   = 25
14

   

     ( )ln 1.04 t   = 25ln
14
 
 
 

  

     ln1.04t   = 25ln
14
 
 
 

  

     t   = 

25ln
14

ln1.04

 
 
    

     t   ≈   14.7835    

  นั่นคือ จังหวัดนี้จะมีจํานวนประชากร  200,000  คน  ในอีกประมาณ 15 ปขางหนา 

  ดังนั้น  จังหวัดนี้จะมีจํานวนประชากร 200,000 คน ใน พ.ศ. 2574 
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2. 1) จาก   ( )B n   = ( )0 1 nB r+    

  ในท่ีนี้  0
0.7550,000 , 0.0075
100

B r= = =    และ  10n =   

  จะได  ( )10B   = ( )1050000 1 0.0075+   

      ≈   53879.1273    

  ดังนั้น  จํานวนเงินฝากในบัญชีเม่ือสิ้นปท่ี 10  ประมาณ 53,879 บาท 

 2) จาก   ( )B n   = ( )0 1 nB r+    

  ในท่ีนี้  ( )15 , 15 150,000n B= =    และ  0.75 0.0075
100

r = =   

  จะได  150000   = ( )10
0 1 0.0075B +   

     0B   = 
( )10

150000
1 0.0075+

   

  นั่นคือ  0B   ≈   139200.473 

  ดังนั้น  จะตองฝากเงินตนไวประมาณ 139,201 บาท 

 3) จาก   ( )B n   = ( )0 1 nB r+    

  ในท่ีนี้  0
0.75100,000 , 0.0075
100

B r= = =    และ  200,000nB =   

  จะได  200000   = ( )100000 1 0.0075 n+   

     ( )1.0075 n   = 2    

     ( )ln 1.0075 n   = ln 2    

     ( )ln 1.0075n   = ln 2    

     n   = 
( )

ln 2
ln 1.0075

  

  นั่นคือ  n   ≈   92.7658 

  ดังนั้น  ตองใชเวลาอยางนอย  93  ป  จึงจะมีเงินในบัญชี 200,000 บาท 
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3. จาก    ( )V t   = 0
rtV e−    

 ในท่ีนี้  0
420,000 , 0.04

100
V r= = =    และ  5t =   

 จะได   ( )5V   = ( )0.04 520000e− ×   

      ≈   16374.6151 

 ดังนั้น  เงิน 20,000 บาท ท่ีมีในปจจุบัน จะมีมูลคาประมาณ 16,375 บาท ในอีก 5 ปขางหนา 

4. 1) จาก   ( )n t   = 0
rtn e    

  ในท่ีนี้  0
45500 , 0.45

100
n r= = =    และ  3t =   

  จะได  ( )3n   = ( )0.45 3500e ×   

      ≈   1928.7128 

  ดังนั้น  เม่ือเวลาผานไป 3 ชั่วโมง  จะมีจํานวนแบคทีเรียประมาณ 1,928 เซลล 

 2) จาก   ( )n t   = 0
rtn e    

  ในท่ีนี้  0
45500 , 0.45

100
n r= = =    และ  ( ) 10,000n t =   

  จะได  10000   = 0.45500 te   

     0.45te   = 20    
     0.45ln te   = ln 20    
     ( )0.45 lnt e   = ln 20    

     0.45t   = ln 20    

     t   = ln 20
0.45

   

  นั่นคือ  t   ≈   6.6572 

  ดังนั้น  จะใชเวลานานประมาณ 7 ชั่วโมง  จึงจะมีจํานวนแบคทีเรีย 10,000 เซลล 
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5. 1) จาก   ( )m t   = 0
rtm e−         เม่ือ   ln 2r

h
=   

  ในท่ีนี้  080 365 , 10t m= × =   และ  30 365h = ×   

  จะได  ( )80 365m ×   = 
( )ln 2 80 365

30 36510e
 

− × 
×    

      ≈   1.848410e−   

      ≈   1.5749    

  ดังนั้น  เม่ือเวลาผานไป 80 ป  จะมีปริมาณของธาตุ–137 เหลืออยูประมาณ 1.5749 กรัม 

 2) จาก   ( )m t   = 0
rtm e−         เม่ือ   ln 2r

h
=   

  ในท่ีนี้  0 10 , 30 365m h= = ×   และ  ( ) 2m t =   

  จะได  2  = 
ln 2

30 36510
t

e
 

− 
×    

     
ln 2

30 365
t

e
 

− 
×    = 0.2  

     
ln 2

30 365ln
t

e
 

− 
×    = ln 0.2    

     ln 2 ln
30 365

t e − × 
  = ln 0.2    

     ln 2
30 365

t − × 
  = ln 0.2   

     t   = ln 0.2
ln 2

30 365
−

×

   

     t  ≈   1.6094
0.6931

30 365

−

−
×

   

  นั่นคือ    t   ≈  25426.2441 

  ดังนั้น  จะใชเวลาอยางนอย  69.6610
3

25426.2441
65

≈  หรือ 70 ป  จึงจะมี 

  ธาตุซีเซียม–137 เหลืออยู 2 กรัม 
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6. จาก    ( )m t   = 0
rtm e−         เม่ือ   ln 2r

h
=   

 ในท่ีนี้  0
48250 , 2
24

m t= = =    และ  ( )2 200m =   

 จะได 200  = 
( )ln 2 2

250 he
 − 
    

   
( )ln 2 2

he
 − 
    = 0.8  

   
( )ln 2 2

ln he
 − 
    = ln 0.8    

   2ln 2 ln e
h

 − 
 

  = ln 0.8    

   2ln 2
h

−   = ln 0.8    

   h   = 2ln 2
ln 0.8

−    

   h   ≈   
( )
2 0.6931

0.2231
×

−
−

   

 นั่นคือ h   ≈   6.2134    

 ดังนั้น  ครึ่งชีวิตของสารนี้ประมาณ 6.2134 วัน 

7. จาก  β   = 
0

10 log I
I

     

 ในท่ีนี้  98=β  และ  12
0 10I −=   

 จะได   98 = 1210 log
10

I
−

  

     98 = ( )1210 log log10I −−    

     ( )log 12 log10I − −   = 98
10

  

     log 12I +   = 98
10

 

     log I   = 98 12
10

−   
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     log I   = 11
5

−    

     I   = 2.210−    
 

 ดังนั้น  ความเขมเสียงของรถไฟฟาขบวนนี้เทากับ 2.210−  วัตตตอตารางเมตร 

8. จาก    pH   = 3log H O+ −      

 ในท่ีนี้  6.5pH =     

 จะได   6.5   = 3log H O+ −     

     3log H O+     = 6.5−   

     3H O+     = 6.510−   

 ดังนั้น  นมชนิดนี้มีความเขมขนของไฮโดรเจนไอออนอยู 6.510−  โมลตอลิตร 

 

แบบฝกหัดทายบท 
 

1. 1)   ( )2 4 5112
2

x y x y 
 
 

  = 2 5 4 112
2

x y+ +   

      = 7 56x y    

 2)    
11 2

5 8

x yz
y zx

−− −

− −

 
 
 

  = ( ) ( )( ) 11 8 1 5 2 1x y z
−− − − − − − −     

      = ( ) 17 6 3x y z
−−   

      = 
17 6

3

x y
z

−
 
 
 

  

      = 
3

7 6

z
x y
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 3)    

21
2

3
29

xy

x

− 
 
  
 

  = 

23 11
2 2

9
x y

− − 
 
  
 

   

      = 

21 1
2 2

9
x y
− − 

 
  
 

  

      = 
1 1

43
x y− −

  

      = 
4

1
3 xy

 

 4)    

1
2 3

6

8y
x y

− −
 
 

  = ( )
1

3 2 1 3

6

2 y
x

− − −
 
 
 

 

      = ( )
1

3 3 3

6

2 y
x

− −
 
 
 

 

      = 
1

2

2y
x

−−   

      = 
2

2
x y

−   

 5)    5
1

1024
−   = 

5

5
1
4

 − 
 

  

      = 1
4

−   

 6)    
63

2
8x−

  = 
( )323

2

2x−
  

      = 2

2
2x

−   

      = 2

1
x

−   
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 7)    ( )2
2 5+   = 2 2 2 5 5+ ⋅ +    

      = 7 2 10+    

      = 
1
27 2 10+ ⋅    

 8)    ( )( )3 3 32 1 4 2 1+ − +   = 
1 2 1
3 3 32 1 2 2 1

  
+ − +  

  
   

      = 
1 2 1 1 1 2 1
3 3 3 3 3 3 32 2 2 2 2 2 2 1

   
− + + − +   

   
   

      = 
2 1 2 1
3 3 3 32 2 2 2 2 1

   
− + + − +   

   
  

      = 3  

 9)  ( ) 34 5
24364 32 64
32

 
+ − −  

 
  = ( ) ( )

5
36 54 35

32 2 4
2

   + − −    
   

    = ( ) 32 2 4 2 4
2

 + + 
 

   

    = 116 2
2

×    

    = 33 2    

    = 
1
233 2⋅   

 10)  4 62 27 144 3 27− +   = 6 3 2 3 3 3− +    

    = 7 3    

    = 
1
27 3⋅    

 11)   ( )
2
30.027   = ( )

2
3 30.3 

   

     = ( )
23
30.3 ⋅    

     = ( )20.3   

     = 0.09    
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 12)   
2
31

8

−
 − 
 

  = ( )
2
38−    

     = ( )
21

38 −  
   

     = ( )22−   
     = 4 

 13)   

1
3 4 3

6

125
27

x y
x y−

 
 
 

  = 
( )

1
3 63 4 1 3

3

5
3

x y− − − 
 
 

   

     = 

1
3 9 3 3

3

5
3
x y 

 
 

   

     = 35
3

x y    

 14)   

2
23 3

2
233

2x x

x x

−

−

+ +

−
  = 

2
3

2
3

2
3

2
3

12

1

x
x

x
x

+ +

−
   

     = 

2
3

22
33

2 2
3 3

2
3

12

1

x
xx

x x
x

+ +

⋅
−

  

     = 

4 2
3 3

4
3

2 1

1

x x

x

+ +

−
   

     = 

22
3

2 2
3 3

1

1 1

x

x x

 
+ 

 
  

− +  
  

   

     = 

2
3

2
3

1

1

x

x

+

−
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2. 1)  
4

75
9

  = 5 3
3

  

    = 5 

 2)  10
2 5 3 2−

  = 10 2 5 3 2
2 5 3 2 2 5 3 2

+
⋅

− +
  

    = 
( )

( )( )
10 2 5 3 2

2 5 3 2 2 5 3 2

+

− +
  

    = 10 2 6 5
20 18

+
−

  

    = 5 2 3 5+   

 3)  3 2
5 7 5 7

+
− +

  = 3 5 7 2 5 7
5 7 5 7 5 7 5 7

   + −
⋅ + ⋅      − + + −   

  

    = 
( ) ( )3 5 7 2 5 7

5 7

+ + −

−
   

    = 5 5 7
2
+

−   

 4)  ( )2 1 36
3 2 1 3

+
−

− −
  = ( )2 1 36 3 2 1 3

3 2 3 2 1 3 1 3

 + + + ⋅ − ⋅    − + − +   

 

    = 
( )2 1 2 3 33 2 2 3

3 2 3 1

+ ++
+

− −
  

    = 3 2 4 3 4+ +    

3. กําหนดให   1
3 2

x =
−

  และ  1
3 2

y =
+

  

 จะได 2x   = 
2

1
3 2

 
 − 

  

    = 

2
1 3 2

3 2 3 2
 +

⋅  − + 
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    = 

2
3 2
3 2

 +
  − 

  

    = 3 2 6 2+ +   

    = 5 2 6+   

   6xy   = 1 16
3 2 3 2

  
  − +  

    

    = 6
3 2−

   

    = 6 

   2y   = 
2

1
3 2

 
 + 

  

    = 

2
1 3 2

3 2 3 2
 −

⋅  + − 
 

    = 

2
3 2
3 2

 −
  − 

  

    = 3 2 6 2− +    

    = 5 2 6−   

 ดังนั้น 2 26x xy y+ +   = ( ) ( )5 2 6 6 5 2 6+ + + −   

    = 16    

    = 4  
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4. 1) 1a = −   

 2) จาก  ( ) 5 1xf x = −     และ  ( ) 24f b =   

  จะได  5 1b −   = 24    

     5b   = 25    

  ดังนั้น  b   = 2  

 3) จากกราฟ  จะไดวา  ( )1 1,ff
D R− = = − ∞   

5. 1) โดเมนของ f  คือ ( ], 2−∞   

 2) จากกราฟ  จะไดวา  [ )1 0, 4ff
D R− = =   

 3) เนื่องจาก    ( )1f b−   = 2−   

  ดังนั้น  ( )2f −   = b   

  จาก  ( ) 4 2xf x = −    เม่ือ  2x ≤   

  จะได  ( )2f −   = 24 2−−   

      = 14
4

−   

      = 15
4

  

  ดังนั้น  b   = 15
4

   

6. (ก) q      (ข) p    

 (ค) h      (ง) f    

 (จ) r      (ฉ) s    

7. 1) จาก ( ) 2 3 1xf x = ⋅ +   ให ( )y f x=    

  จะได   y   = 2 3 1x⋅ +      

  หา x   ในพจนของ y     
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  จะได   3x

   1
2

y −   

      3log 3x

   3
1log

2
y − 

 
 

  

      3log 3x    3
1log

2
y − 

 
 

  

      x    3
1log

2
y − 

 
 

  

  เปลี่ยน y   เปน x   และเปลี่ยน x   เปน y   จะได 3
1log

2
xy − =  

 
  

  ดังนั้น  ( )1
3

1log
2

xf x− − =  
 

    

 2) จาก ( ) 12 xf x −=    ให ( )y f x=   

  จะได   y   = 12 x−

      

  หา x   ในพจนของ y     

  จะได   2log y   = 1
2log 2 x−   

      ( ) 21 log 2x−    2log y   

      1 x−    2log y   
      x    21 log y−    

  เปลี่ยน y   เปน x   และเปลี่ยน x   เปน y   จะได 21 logy x= −   

  ดังนั้น   ( )1
21 logf x x− = −     

 3) จาก ( ) ( )5log 2 1f x x= +    ให ( )y f x=   

  จะได   y   = ( )5log 2 1x +      

  หา x   ในพจนของ y     

  จะได   5y   = 2 1x +   

      x    5 1
2

y −     

=

=

=

=

=

=

=

=
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  เปลี่ยน y   เปน x   และเปลี่ยน x   เปน y   จะได 5 1
2

x

y −
=   

  ดังนั้น   ( )1 5 1
2

x

f x− −
=      

 4) จาก ( ) ( )ln 3 5f x x= −    ให  ( )y f x=   

  จะได   y   = ( )ln 3 5x −       

  หา x   ในพจนของ y     

  จะได   ( )ln 3x   = 5y +    

      3x   = 5ye +    

      x   = 51
3

ye +   

  เปลี่ยน y   เปน x   และเปลี่ยน x   เปน y   จะได 51
3

xy e +=   

  ดังนั้น   ( )1 51
3

xf x e− +=   

8. 1) จาก   2 13 x+   = 1 2 3x− ⋅    

     23 3 2 3 1x x⋅ + ⋅ −   = 0 

     ( )( )3 3 1 3 1x x⋅ − +   = 0 

  จะได 3 3 1x⋅ −   = 0 หรือ  3 1x +   = 0 

  ถา  3 3 1 0x⋅ − =   

   จะได 3x   = 1
3

     

   x  = 1−   

  ถา  3 1 0x + =   

   จะได 3x   = 1−     ไมมีคําตอบ   

   เพราะวา 3 0x >   สําหรับทุกจํานวนจริง x  

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ  คือ  { }1−   
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 2) จาก  211 x−   = 12x−    

    
211

11x   = 2
2

x

   

    2 11x x⋅   = 242    

    22x   = 242   

    x   = 22log 242   

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ  คือ  { }22log 242   

 3) จาก ( )16log 1x −   = 0.25  

   ( )16log 1x −   = 1
4

  

   1x −   = 
1
416   

   1x −  = 2 

  จะได x   = 3   

   ตรวจสอบคา  x   ท่ีไดวาสอดคลองกับสมการท่ีกําหนดหรือไม 

  แทน  x   ดวย  3   ใน    

  จะได     

  จะไดวา    สอดคลองกับสมการท่ีกําหนด 

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ คือ   

 4) จาก     = 0 

      =   

       =    

       =   

  จะได    =   

  ตรวจสอบคา    ท่ีไดวาสอดคลองกับสมการท่ีกําหนดหรือไม 

( )16log 1x −

( )16 16
1log 3 1 log 2 0.25
4

− = = =

3x =

{ }3

( )5log 1 2x − +

( )5log 1x − 2−

1x − 25−

x 1 1
25

+

x 26
25

x
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  แทน    ดวย     ใน    

  จะได     

  จะไดวา    สอดคลองกับสมการท่ีกําหนด 

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ คือ   

 5) จาก    = 3 

      = 3 

     =   

     =   

      =   

      =  

  จะได   =   

  ตรวจสอบคา    ท่ีไดวาสอดคลองกับสมการท่ีกําหนดหรือไม 

  แทน    ดวย     ใน    

  จะได   ซ่ึง   

  แทน    ดวย     ใน    

  จะได   ซ่ึง   

  จะไดวา    ไมสอดคลองกับสมการท่ีกําหนด 

x 26
25

( )5log 1 2x − +

5 5
26 1log 1 2 log 2 2 2 0
25 25

 − + = + = − + = 
 

26
25

x =

26
25

 
 
 

( ) ( )1 1
3 3

log 2 log 1x x+ − +

1
3

2log
1

x
x
+ 

 + 

2
1

x
x
+
+

31
3

 
 
 

2
1

x
x
+
+

1
27

( )27 2x + 1x +
27 54x + 1x +

x 53
26

−

x

x 53
26

− ( )1
3

log 2x +

1 1
3 3

53 1log 2 log
26 26

   − + = −   
   

1 0
26

− <

x 53
26

− ( )1
3

log 1x +

1 1
3 3

53 27log 1 log
26 26

   − + = −   
   

27 0
26

− <

53
26

x = −
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  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ คือ   

 6) จาก     = 2 

       = 0 

       = 0 

       = 0 

       = 1 

  จะได    =   

  ตรวจสอบคา    ท่ีไดวาสอดคลองกับสมการท่ีกําหนดหรือไม 

  แทน    ดวย  2   ใน     

  จะได   ซ่ึงสอดคลองกับสมการท่ีกําหนด 

  ดังนั้น  เซตคําตอบของสมการ คือ   

 7) จาก        <   

         <  

  นั่นคือ    และ   

  เนื่องจาก    เปนฟงกชันลด 

  จะได   และ     

  ดังนั้น  เซตคําตอบของอสมการ คือ    

 8) จาก     < 0 

      < 0 

       < 0 

∅

2log log 2xx +

2
2

1log 2
log

x
x

+ −

( )2
2 2log 2log 1x x− +

( )2
2log 1x −

2log x

x 2

x

x 2log log 2xx +

2 2log 2 log 2 1 1 2+ = + =

{ }2

9
25

≤
3
5

x
 
 
 

125
27

23
5

 
 
 

≤
3
5

x
 
 
 

33
5

−
 
 
 

23 3
5 5

x
   ≥   
   

33 3
5 5

x −
   <   
   

( ) 3
5

x

f x  =  
 

2x ≤ 3x > −

( ]3, 2−

2 12 12 2 16x x+ − ⋅ +

22 2 12 2 16x x⋅ − ⋅ +

( )( )2 2 4 2 4x x⋅ − −
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       < 0 

      < 0 

  จะได        

          

  เนื่องจาก    เปนฟงกชันเพ่ิม 

  จะได     

  ดังนั้น  เซตคําตอบของอสมการ คือ    

 9) จาก     < 4 

       <   

       <   

  เนื่องจาก    เปนฟงกชันเพ่ิม 

  จะได    <   

       <  

       <  

  เนื่องจาก    เปนฟงกชันลด 

  จะได    >  

  นั่นคือ    >  

  ดังนั้น  เซตคําตอบของอสมการ คือ    

( )( )2 2 2 2 4x x− −

( )( )2 2 2 4x x− −

2 2 4x< <

1 22 2 2x< <

( ) 2xf x =

1 2x< <

( )1, 2

2 1
3

log log x
 
 
 

2 1
3

log log x
 
 
 

24log 2

2 1
3

log log x
 
 
 

4
2log 2

( ) 2logf x x=

1
3

log x 16

1
3

log x 1
3

116log
3

1
3

log x
16

1
3

1log
3

 
 
 

( ) 1
3

logf x x=

x
161

3
 
 
 

x
16

1
3

16

1 ,
3

 ∞ 
 
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 10) จาก         

  เนื่องจาก    เปนฟงกชันลด 

  จะได        

  เนื่องจาก    เปนฟงกชันเพ่ิม 

  จะได       

        

        0 

        0 

       0 

  นั่นคือ    หรือ    

  เนื่องจาก    และ    

  จะไดวา    เสมอ   

  ดังนั้น  เซตคําตอบของอสมการ คือ    

9. จาก      =     

      =  

      =  

       =    

 จะได     =    

 ตรวจสอบคา   ท่ีไดวาสอดคลองกับสมการท่ีกําหนดหรือไม 

 แทน    ใน  =  ดวย  

 จะได    =   

      =  

( )2
2log 2 2 41

2

x x− −
 
 
 

≤
( )2log 3 31

2

x− −
 
 
 

( ) 1
2

x

f x  =  
 

( )2
2log 2 2 4x x− − ≥ ( )2log 3 3x− −

( ) 2logf x x=

22 2 4x x− − ≥ 3 3x− −

( )( )2 1 2x x+ − ≥ ( )3 1x− +

( )( ) ( )2 1 2 3 1x x x+ − + + ≥

( ) ( )1 2 2 3x x+  − +   ≥

( )( )1 2 1x x+ − ≥

1x ≤ −
1
2

x ≥

22 2 4 0x x− − > 3 3 0x− − >

1x < −

( ), 1−∞ −

( )3 2
2log 2 x− ( )26 log 8 2x+ ⋅

( )3 2
2log 2 x− ( )3

26 log 2x++

( ) 23 2 log 2x− ( ) 26 3 log 2x+ +

3 2x− 6 3x+ +

x 2−

x

x ( )3 2
2log 2 x− ( )26 log 8 2x+ ⋅ 2−

( )3 2 2
2log 2 − − 
  ( ) 2

26 log 8 2 − + ⋅ 
3 4

2log 2 + ( )3 2
26 log 2 2−+ ⋅
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      =  

      =  
       =   

       =    เปนจริง 

 จะไดวา   สอดคลองกับสมการท่ีกําหนด  

 ดังนั้น    

10. ในเมืองแหงหนึ่งมีประชากรอยู  10,000  คน 

 จํานวนประชากรใน  ปขางหนา  หาไดจาก 

       =   

 ในท่ีนี้    

 จะได     =    

      =   
      = 13,000 

 ดังนั้น  ในอีก 10 ปขางหนา จะมีจํานวนประชากรในเมืองนี้ประมาณ  13,000  คน 

11. การฝากเงินท่ีมีการคิดอัตราดอกเบี้ยทบตนตอป หาไดจาก 

       =   

 ในท่ีนี้   และ    

 จะได     =  

      =    

       =  

       =  
         37.1670 

 ดังนั้น  จะใชเวลาฝากเงินอยางนอย  38  ป 

  

7
2log 2 3 2

26 log 2 −+

27 log 2 26 log 2+

7 6 1+
7 7

2x = −

( ) ( )( )22 2log 5 2log 5 log 32 2 2 3x + −+ = = =

x

( )f x ( )1010000 1.3
x

10x =

( )10f ( )
10
1010000 1.3

( )10000 1.3

( )B n ( )0 1 nB r+

3 0.03
100

r = = ( ) 03B n B=

03B ( )0 1 0.03 nB +

( )1 0.03 n+ 3

( )1.03log 1.03 n
1.03log 3

1.03log 1.03n 1.03log 3
n ≈
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12. 1) จํานวนแบคทีเรียชนิด  ในจานเพาะเชื้อ  เม่ือเวลาผานไป  ชั่วโมง   

  สามารถอธิบายไดดวยสมการ 

       =   

  จํานวนแบคทีเรียชนิด  ในจานเพาะเชื้อ  เม่ือเวลาผานไป  ชั่วโมง   

  สามารถอธิบายไดดวยสมการ 

       =   

  ในท่ีนี้     

  จะได    =  

      =   

  และ     =  

      =   
  ดังนั้น  เม่ือเวลาเริ่มตน  มีแบคทีเรียชนิด  จํานวน  เซลล  และมีแบคทีเรีย   

  จํานวน  เซลล 

 2) สมมติให  >  

  จะได   >  

       >   

       >  

  เนื่องจาก   เปนฟงกชันเพ่ิม 

  จะได    >   

       >   

       >   

       >   

A t

( )An t 0.45500 te

B t

( )Bn t 0.5400 te

0t =

( )0An ( )0.45 0500e

500

( )0Bn ( )0.5 0400e

400

A 500 B

400

( )Bn t ( )An t

0.5400 te 0.45500 te
0.5

0.45

t

t

e
e

5
4
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  ดังนั้น  เปนไปไดท่ีจะมีจํานวนแบคทีเรียชนิด   มากกวาจํานวนแบคทีเรียชนิด   

   เม่ือเวลาผานไปประมาณ ชั่วโมง 

13. ปริมาณสารกัมมันตรังสีท่ีมีครึ่งชีวิต  วัน ท่ีเหลืออยูเม่ือเวลาผานไป  วัน หาไดจาก 

       =          

 สารกัมมันตรังสีจํานวนเริ่มตน 300 มิลลิกรัม  สลายตัวเหลือ 200 มิลลิกรัม  ในเวลา 48 ชั่วโมง  

 นั่นคือ    และ    

 จะได     =  

      =   

      =   

      =   

      =   

 ถาตองการใหสารกัมมันตรังสีชนิดนี้สลายตัวเหลือ 100 มิลลิกรัม 

 จะได     =   

      =   

      =    

      =    

      =    

            

B A

4.4629

h t

( )m t 0
rtm e−

0
48300 , 2
24

m t= = = ( )2 200m =

200 ( )2300 re−

2re− 2
3

2ln re− 2ln
3

2 lnr e− 2ln
3

r 1 2ln
2 3

−

100
1 2ln
2 3300

t
e

 − − 
 

1 2ln
2 3

t
e
 
 
  1

3
1 2ln
2 3ln

t
e
 
 
  1ln

3
1 2ln
2 3

t 
 
 

1ln
3

t

12ln
3

2ln
3

t ≈ 5.4190
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 ดังนั้น  ตองใชเวลานานประมาณ  วัน  เม่ือคํานวณจากเวลาเริ่มตน 

14. จาก      =  เม่ือ   

 เนื่องจาก  คารบอน–14  มีครึ่งชีวิตประมาณ  5,730  ป  จะไดวา     

 นั่นคือ       =   

 จะไดวา  การสลายตัวของคารบอน–14  หาไดจาก 

       =    

1) มัมม่ีของชาวอียิปตโบราณมีปริมาณคารบอน–14   เหลืออยูสามในหาของปริมาณ

คารบอน–14  ในคนปกติ  นั่นคือ      

  จะได   =  

      = 
 
  

      =    

      =   

      =   

      =   

        4222.8129  

  ดังนั้น  ชาวอียิปตโบราณตายไปแลวประมาณ  4,223  ป 
 

2) ถานจากตนไมท่ีไหมชวงการระเบิดของภูเขาไฟมีปริมาณคารบอน–14  เหลืออยูเพียง 

 จากปริมาณเดิม  นั่นคือ   

5.4190

( )m t 0
rtm e− ln 2r

h
=

5370 365h = ×

r ln 2
5730 365×
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0

t
m e

−
×
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5
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  จะได   =  

      =   

      =   

      =   

      =  

       =  

          

  ดังนั้น  ภูเขาไฟระเบิดไปแลวอยางนอยประมาณ  6,601  ป 

15. จาก      =   

 ถาตองการใหปริมาณยาท่ีเหลืออยูในรางกายนอยกวา 1 มิลลิกรัม  จะไดวา   

 นั่นคือ    < 1 

      <    

      <     

       <   

 เนื่องจาก     จะได     นั่นคือ      

 ดังนั้น  จะตองใชเวลาอยางนอย 10.32 ชั่วโมง 

16. จาก       =   

1) แผนดินไหวท่ีเมืองซานฟรานซิสโก  รัฐแคลิฟอรเนีย  ใน ค.ศ. 1906  มีโมเมนต

แผนดินไหวเปน   นั่นคือ   

0
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m
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t
m e
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×
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t ≈ 6600.9777
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  จะได   =    

      =  

      =  

         

      = 7.7988  

ดังนั้น  แผนดินไหวท่ีเมืองซานฟรานซิสโก  รัฐแคลิฟอรเนีย  ใน ค.ศ. 1906  มีขนาด

แผนดินไหวประมาณ 7.8 ตามมาตราขนาดโมเมนตแผนดินไหว 

2) แผนดินไหวท่ีฝงตะวันตกของเกาะสุมาตราของประเทศอินโดนีเซีย  ใน ค.ศ. 2004   

มีขนาดแผนดินไหว 9.1  ตามมาตราขนาดโมเมนตแผนดินไหว   

 นั่นคือ   

  จะได  9.1 =    

      =   

      =   

      =   

      =   

ดังนั้น  โมเมนตแผนดินไหวของการเกิดแผนดินไหวท่ีฝงตะวันตกของเกาะ 

สุมาตราของประเทศอินโดนีเซีย  ใน ค.ศ. 2004  คือ   

17. จาก        =   

 ในท่ีนี้   และ   

 จะได       =   

         =   

WM ( )272 log 5.6 10 10.7
3

× −

( )272 log5.6 log10 10.7
3

+ −

( )2 log5.6 27log10 10.7
3

+ −

≈ ( )2 0.7482 27 10.7
3

+ −

9.1WM =

0
2 log 10.7
3

M −

0
2 log
3

M 9.1 10.7+

0log M 319.8
2

×

0log M 29.7

0M 29.710

29.710

( )T t ( )0
Zt

E ET T T e−+ −

( ) 014 , 21 , 37ET T t T= = = 0.1Z =

21 ( ) 0.114 37 14 te−+ −
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         =   

         =  

          =   

         =    

          11.8958  

 ดังนั้น  ผูตายเสียชีวิตมาแลวอยางนอยประมาณ  12  ชั่วโมง 
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บทท่ี 3 เรขาคณิตวิเคราะห 

 

แบบฝกหัด 3.1.1  

1. 1) ระยะทางระหวางจุด ( )0,0 และ ( )3,0  คือ  0 3−    =  3  หนวย   

 2) ระยะทางระหวางจุด ( )6,4−  และ ( )6,17−  คือ 4 17−  =  13  หนวย 

 3) ระยะทางระหวางจุด ( )2,5  และ ( )9,5  คือ 2 9−  =  7  หนวย  

 4) ระยะทางระหวางจุด ( )0,0  และ ( )2,5−  คือ ( )( ) ( )2 20 2 0 5− − + − = 29  หนวย 

 5) ระยะทางระหวางจุด ( )3, 2−  และ ( )5,0  คือ 2 2(3 5) ( 2 0)− + − −  =  2 2  หนวย

 6) ระยะทางระหวางจุด ( )4,7− และ ( )6,7  คือ 4 6− −  =  10  หนวย  

 7) ระยะทางระหวางจุด ( )1, 2− − และ ( )3, 4−  คือ 2 2( 1 3) ( 2 ( 4))− − + − − − = 2 5  หนวย   

 8) จาก 1 2PP   =  ( ) ( )2 2
1 2 1 2x x y y− + −  

    = ( ) ( )2 20 0s t− + −  

    =     ( ) ( )2 2s t− + −  

    =     2 2s t+  

  ดังนั้น ระยะทางระหวางจุด (0,0) และ ( ),s t   คือ 2 2s t+  หนวย 

 9) จาก  1 2PP     =     ( ) ( )2 2
1 2 1 2x x y y− + −  

    =     ( ) ( )2 20 0t s− + −  

    =     ( )2 2t s− +  

    =     2 2s t+  

  ดังนั้น ระยะทางระหวางจุด ( )0, s  และ ( ), 0t   คือ 2 2s t+  หนวย  
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 10) จาก  1 2PP     =     ( ) ( )2 2
1 2 1 2x x y y− + −  

    =     ( )( ) ( )( )2 2
0 0s t s t− + + + −  

    = ( )( ) ( )2 2s t s t− + + +  

    =     ( )22 s t+  

    =     2 s t+  

  ดังนั้น ระยะทางระหวางจุด ( )0 , s t+ และ ( ), 0s t+  คือ 2 s t+  หนวย 

2. 1) ให C  มีพิกัดเปน ( ),4c   

  จากรูป BC  ขนานกับแกน X  

  จะได     BC   = ( )1c − −  

      8    =     1c +  

  c   =   9−   หรือ  c   =   7  

  เนื่องจาก จุด C  อยูในจตุภาคท่ี 1  ดังนั้น จุด C  มีพิกัดเปน (7,4)  

 2) จากพิกัดของจุด A   และ B  ท่ีกําหนดให 

  จะได     AB    =     2 2( 4 ( 1)) (0 4)− − − + −  

         =     2 2( 3) ( 4)− + −  

       =     5  

  ดังนั้น AB  ยาว 5  หนวย 

 3) ให  D   มีพิกัดเปน ( ),0d  

  ความสูงของรูปสี่เหลี่ยมคางหมู คือ ความยาวของสวนของเสนตรงท่ีลากจากจุด B   

  มาตั้งฉากกับแกน X  ท่ีจุด ( )1,0−   

  ดังนั้น ความสูงของรูปสี่เหลี่ยมคางหมูคือ  4 0−   = 4   หนวย 

  เนื่องจาก พ้ื นท่ีของรูปสี่เหลี่ยมคางหมู   = 1
2
×ผลบวกของความยาวดานคูขนาน ×สูง 
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  จะได  48    = ( )1 4
2

BC AD× + ×  

     = ( )1 8 4
2

AD× + ×  

     = ( )2 8 AD× +  

                   AD  = 16  

  และจากรูป AD  ขนานกับแกน X  

  จะได     AD    =     ( )4d − −  

      16    =     4d +  

      d   =   20−     หรือ d   =   12  

  จากรูป D  อยูบนแกน  X  ทางดานบวก 

  ดังนั้น จุด D  จึงมีพิกัดเปน ( )12,0   

3. ให ( )1, 1 ,A ( )1, 1B − −  และ ( )4, 2C −  เปนจุดยอดของรูปสามเหลี่ยม  

 และเขียนกราฟไดดังนี้ 
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  ( )( ) ( )( )2 2
1 1 1 1 8AB = − − + − − =  

  ( )( ) ( )2 21 4 1 2 18BC = − − − + − − =  

  ( )( ) ( )2 21 4 1 2 26AC = − − + − =  

 จะเห็นวา    ( ) ( ) ( )2 2 22 2 218 8 18 8 26 26AB BC AC+ = + = + = = =   

 นั่นคือ 2 2 2AB BC AC+ =  

 ดังนั้น จุด ( ) ( )1,1 , 1, 1− −  และ ( )4,2−  เปนจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 

4. ความยาวของเสนรอบรูปของรูปสามเหลี่ยม  ABC  หาไดจาก AB BC AC+ +  

 จาก  AB     =   ( ) ( )2 23 7 4 8− + −   =  16 16+  =  4 2  

BC  =  ( )( ) ( )( )2 2
7 1 8 2− − + − − = 64 100+ = 2 41  

AC   =  ( )( ) ( )( )2 2
3 1 4 2− − + − −   =  16 36+   =  2 13   

 ดังนั้น เสนรอบรูปของรูปสามเหลี่ยม ABC  ยาว 4 2 2 13 2 41+ +  หนวย 

5. ให ( )4,P y   อยูหางจาก ( )1 5,2P −  และ ( )2 13, 6P −   เปนระยะเทากัน 

 จะได 1PP   =   ( )( ) ( )2 24 5 2y− − + −   

    =   ( )281 2y+ −     

 และ  2PP  =   ( ) ( )( )224 13 6y− + − −  

    =   ( )281 6y+ +  

 ดังนั้น ( )281 2y+ −  = ( )281 6y+ +  

   ( )281 2y+ −  = ( )281 6y+ +  

   ( )22y −  = ( )26y +  

   2 4 4y y− +   = 2 12 36y y+ +   
   16y   = 32−   
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 จะได y   = 2−   

 ดังนั้น คาของ y  คือ 2−  

6. ให   1P  แทนจุด ( )2,5  

      2P  แทนจุด  ( )3, 7−  

 และ P  เปนจุดบนแกน Y  มีพิกัดเปน ( )0, y   ซ่ึง 1 2PP PP=  

 จะได ( ) ( )2 20 2 5y− + −  = ( ) ( )( )220 3 7y− + − −  

  ( ) ( )2 22 5y− + −  = ( ) ( )2 23 7y− + +  

  2 10 29y y− +  = 2 14 58y y+ +  

  2 10 29y y− +    = 2 14 58y y+ +  
                24y    = 29−  

  y    = 29
24

−  

 ดังนั้น จุดซ่ึงอยูบนแกน Y  และอยูหางจากจุด ( )2, 5  และ ( )3, 7−  เปนระยะเทากัน  

 คือ จุด 290,
24

 − 
 

 

7. ให  (6,8),A (4,6)B  และ ( 2, 2)C − −     

จะได     AB     =   ( ) ( )2 26 4 8 6− + −   =  4 4+  =  2 2  

BC     =   ( )( ) ( )( )2 2
4 2 6 2− − + − −   =  36 64+  =  10 

AC     =   ( )( ) ( )( )2 2
6 2 8 2− − + − −   =  64 100+  =  2 41  

 เนื่องจาก AB BC AC≠ ≠   

 นั่นคือ ไมมีสองดานใดเลยของรูปสามเหลี่ยมนี้ท่ีมีความยาวเทากัน 

 ดังนั้น รูปสามเหลี่ยมนี้ไมเปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว  
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8. ให  (10,0),A ( 12,0)B −  และ ( 8,8)C − เปนจุดยอดของรูปสามเหลี่ยม 

 และเขียนกราฟไดดังนี้ 

 
จากรูป สวนสูงของรูปสามเหลี่ยม ABC  คือ ความยาวของสวนของเสนตรงท่ีลากจากจุด C  

มาตั้งฉากกับแกน X  ท่ีจุด ( )8,0−   

ดังนั้น ความสูงของรูปสามเหลี่ยม ABC คือ 8 0−  = 8  หนวย  

และความยาวฐานของรูปสามเหลี่ยม ABC   คือ ( )10 12 22− − =  หนวย 

 ดังนั้น   พ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยม ABC   คือ 1
2

 22×  8 88× =  ตารางหนวย 

9. ให  (0,0),A (8,18)B  และ (12,27)C   

 จะได    AB    =   ( ) ( )2 20 8 0 18− + −    = 64 324+   = 2 97  

  BC    =   ( ) ( )2 28 12 18 27− + −    = 16 81+   = 97  

 AC    =   ( ) ( )2 20 12 0 27− + −    = 144 729+   = 3 97  

เนื่องจาก    2 97 97 3 97AB BC AC+ = + = =   

 ดังนั้น จุด (0,0), (8,18)  และ (12,27)  อยูบนเสนตรงเดียวกัน 
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10. เง่ือนไขท่ีทําใหจุด 1 2,P P  และ 3P  ใด ๆ อยูบนเสนตรงเดียวกันคือ  

 1 2 2 3 1 3PP P P PP+ =  หรือ 1 3 2 3 1 2PP P P PP+ =  หรือ 1 2 1 3 2 3PP PP P P+ =  

11. แสดงสถานการณท่ีกําหนดใหไดดังนี้ 

 
 เม่ือกําหนดใหระยะทางหนึ่งหนวยในกราฟ แทนระยะทาง 1 กิโลเมตร 

 1) เม่ือเวลาผานไป  t   ชั่วโมง 

  จะไดวา  พิกัดของรถคันแรกเปน ( )1 0, 45P t  

    พิกัดของรถคันท่ีสองเปน ( )2 108 , 0P t−  

   และให x  แทนระยะทางระหวางรถท้ังสองคันในหนวยกิโลเมตร  เม่ือเวลาผานไป t  ชั่วโมง 

  จะได        2x    = ( ) ( )2 2108 45t t+  

  = 2 211664 2025t t+  

  = 213689t  
            x    = 117t  

  ดังนั้น เม่ือเวลาผานไป t  ชั่วโมง รถท้ังสองคันจะมีระยะทางหางกัน 117t  กิโลเมตร  

  

  (ทิศเหนือ) 

(ทิศตะวันออก) 
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 2) จากขอ 1) จะไดวา เม่ือเวลาผานไป t  ชั่วโมง รถท้ังสองคันจะมีระยะทางหางกัน 

   117t  กิโลเมตร 

  ดังนั้น เม่ือเวลาผานไป 5  ชั่วโมง รถท้ังสองคันมีระยะทางหางกัน 117 5 585× =  กิโลเมตร 

 3) ให t   แทนระยะเวลาท่ีทําใหรถท้ังสองคันมีระยะทางหางกัน 39 กิโลเมตร 

  จากขอ 1)  จะได 117t   =  39 

   t   =  1
3

  

  ดังนั้น  รถท้ังสองคันจะมีระยะทางหางกัน 39 กิโลเมตร เม่ือเวลาผานไป 20 นาที  

12. เริ่มตนโดยการวางพิกัดใหกับวัตถุตาง ๆ ท่ีเก่ียวของ  

 ใหจุดกําเนิด O  เปนจุดเริ่มตนท่ีแกวและกลาเริ่มออกเดินทาง  

 แกน Y  อยูแนวก่ึงกลางทางเดินในแนวเหนือ-ใต  

 แกน X  อยูแนวก่ึงกลางทางเดินในแนวตะวันออก-ตะวันตก 

 เนื่องจากแกวออกเดินทางไปทางทิศเหนือ ตั้งแต 7.00 น. ดวยความเร็ว 3 กิโลเมตรตอชั่วโมง   

 และกลาออกเดินทางไปทางทิศตะวันตกเฉียงใต เวลา 8.00 น. ดวยความเร็ว  

 3 2  กิโลเมตรตอชั่วโมง ซ่ึงทําใหแกวและกลาอยูหางกัน 3 29  กิโลเมตร   

 ให t  แทนระยะเวลา (ชั่วโมง) ท่ีกลาเดินทาง  

 จะไดวา กลาจะเดินทางได 3 2 t  กิโลเมตร ทางทิศตะวันตกเฉียงใต   

 และแกวจะเดินทางได 3 3t+  กิโลเมตร ทางทิศเหนือ   

 จะไดวา พิกัดของแกวเปน ( )1 0, 3 3P t+  

 แสดงสถานการณท่ีกําหนดใหไดดังนี้ 
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 จากรูปจะได      2

2OP   = 2 2
2OP PP+  

 เนื่องจาก   OP   = 2PP   

 จะไดวา        ( )2
3 2 t   = 2 2OP OP+  

             218t   = 22OP  

             29t   = 2OP  
             OP   = 3t  

 จะไดวา  พิกัดของกลาเปน ( )2 3 , 3P t t− −  ซ่ึงแสดงไดดังนี้ 

  (ทิศเหนือ) 

(ทิศตะวันออก) 
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 จากรูปจะได       ( )2

3 29   = ( ) ( ) 223 3 3 3t t t + + +    

        261  = ( )229 3 6t t+ +   

          29   = ( )22 1 2t t+ +   

          29   = ( )2 21 4 4t t t+ + +   

    25 4 28t t+ −   = 0   
   ( )( )5 14 2t t+ −  = 0  

 นั่นคือ     14
5

t = −      หรือ 2t =   

 เนื่องจาก  0t ≥   จะไดวา  2t =  

 เนื่องจาก  กลาออกเดินทางเวลา 8.00 น. 

 จะไดวา  แกวและกลาจะอยูหางกันเปนระยะทาง  3 29   กิโลเมตร  ณ เวลา 10.00 น. 

  

  (ทิศเหนือ) 

(ทิศตะวันออก) 
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แบบฝกหัด 3.1.2  

1. 1) ให  ( ),P x y   เปนจุดก่ึงกลางท่ีตองการ 

x  = 

1 3
2

2

+
 = 

7
4

 

y  = 2 ( 1)
2

+ −   = 1
2

 

  ดังนั้น จุดก่ึงกลางระหวางจุด 1 ,2
2

 
 
 

 และ ( )3, 1−  คือ 7 1,
4 2

 
 
 

   

 2) ให  ( ),P x y   เปนจุดก่ึงกลางท่ีตองการ 

x  = 
3 ( 3)

2
+ −

 = 0  

y  =  
( )5 9

2
2

 − + − 
   = 23

4
−  

  ดังนั้น จุดก่ึงกลางระหวางจุด 53,
2

 − 
 

 และ ( )3, 9− − คือ 230,
4

 − 
 

 

 3) ให  ( ),P x y   เปนจุดก่ึงกลางท่ีตองการ 

x  = 
1 5
2

− +  = 2  

y  = 
3 3
2

− +
 = 0  

  ดังนั้น จุดก่ึงกลางระหวางจุด ( )1, 3− −  และ ( )5,3 คือ ( )2,0    

 4) ให  ( ),P x y   เปนจุดก่ึงกลางท่ีตองการ 

x  = 3 ( 1)
2

− + −
 = 2−  

y  = 2 ( 1)
2

− + −
 = 3

2
−  
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  ดังนั้น จุดก่ึงกลางระหวางจุด ( )3, 2− −  และ ( )1, 1− คือ 32,
2

 − − 
 

 

2. 1) ให ( ),x y  เปนพิกัดของจุด P  

  เนื่องจาก ( )1,2M  เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง PQ  

  ดังนั้น      1    =    3
2

x +  และ   2    =    4
2

y +  

  จะได        1x = −    และ 0y =  

  ดังนั้น ( )1,0− เปนพิกัดของจุด P  

 2) ให ( ),x y  เปนพิกัดของจุด P  

  เนื่องจาก ( )5,6M  เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง PQ  

  ดังนั้น      5    =    15
2

x +     และ    6     =    
( )4
2

y + −
 

  จะได       5x = −     และ    16y =   

  ดังนั้น ( )5,16− เปนพิกัดของจุด P  

3. แสดงรูปสี่เหลี่ยม ABCD  ไดดังนี้ 

 
 ให P เปนจุดก่ึงกลางของ AC  และ Q  เปนจุดก่ึงกลางของ BD    

 จุด P  จะมีพิกัด 2 9 1 3,
2 2
+ + 

 
 

    =    11,2
2

 
 
 
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 และ จุด Q  จะมีพิกัด 7 4 1 3,
2 2
+ + 

 
 

    =    11,2
2

 
 
 

 

 ซ่ึงจุด P   และจุด Q  มีพิกัดเดียวกัน 

 ดังนั้น จุดก่ึงกลางของเสนทแยงมุมของรูปสี่เหลี่ยมนี้เปนจุดเดียวกัน 

4. ให ( ),P x y เปนจุดก่ึงกลางท่ีตองการ   

 จะได  1 1
1

3 2
2

x xx x+
= =   

   1 1
1

3 2
2

y yy y+
= =   

5. ให ( ),M x y  เปนจุดก่ึงกลางของ PQ   

 จะได 2 6 4
2

x +
= =    และ 1 5 3

2
y +
= =      

 นั่นคือ ( )4,3  เปนพิกัดของจุด M  

 จะได  MA     =    ( ) ( )2 28 4 2 3− + − =    16 1+  =    17   

 ดังนั้น ความยาวของสวนของเสนตรงซ่ึงเชื่อมจุด ( )8, 2A  และจุดก่ึงกลางของ 

 สวนของเสนตรง PQ  คือ 17  หนวย 

6. ให ( ),P x y เปนจุดก่ึงกลางของดาน AB  

 จะได  4 3 7
2 2

x +
= =   และ 9 8 17

2 2
y +

= =  

 นั่นคือ  7 17,
2 2

 
 
 

  เปนพิกัดของจุด P  

 ให ( ),Q x y เปนจุดก่ึงกลางของดาน BC  

 จะได  3 ( 1) 1
2

x + −
= =   และ 8 2 5

2
y +

= =  

 นั่นคือ ( )1,5  เปนพิกัดของจุด Q   

 ให ( ),R x y เปนจุดก่ึงกลางของดาน AC  
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 จะได  4 ( 1) 3
2 2

x + −
= =   และ 9 2 11

2 2
y +

= =  

 นั่นคือ 3 11,
2 2

 
 
 

 เปนพิกัดของจุด R  

 ดังนั้น พิกัดของจุดปลายของเสนมัธยฐานท่ีมี AB  เปนฐานคือ 7 17,
2 2

 
 
 

  

 พิกัดของจุดปลายของเสนมัธยฐานท่ีมี BC   เปนฐานคือ ( )1,5  

 และพิกัดของจุดปลายของเสนมัธยฐานท่ีมี AC  เปนฐานคือ 3 11,
2 2

 
 
 

  

7. ให ( ),P x y เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง RT  

 จะได  7 6 1
2 2

x − +
= = −  

และ  5 1 2
2

y − +
= = −  

 จะได พิกัดของจุด  P   คือ 1 , 2
2

 − − 
 

 

 ให SP เปนความยาวของเสนมัธยฐานจากจุด S  ไปยังดาน RT  จะได 

SP     =    ( )( )
2

213 7 2
2

 − − + − −  
  

=    49 81
4
+ =    

373
2

 

 ดังนั้น เสนมัธยฐานจากจุด S  ไปยังดาน RT ยาว 373
2

 หนวย 

  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 4  เลม 2 547 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

8. แสดงรูปสี่เหลี่ยม  ABCD  ไดดังนี้ 

 
ให ( ),P x y เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง AB  

จะได  4 4 0
2

x − +
= =   และ 3 5 4

2
y +

= =  

นั่นคือ ( )0,4 เปนพิกัดของจุด P  

ให ( ),Q x y เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง BC  

จะได  4 8 6
2

x +
= =   และ 5 11 8

2
y +

= =  

นั่นคือ ( )6,8 เปนพิกัดของจุด Q  

ให ( ),R x y เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง CD  

จะได  8 ( 8) 0
2

x + −
= =   และ 11 7 9

2
y +

= =  

นั่นคือ ( )0,9 เปนพิกัดของจุด R  

ให ( ),S x y เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง DA  

จะได  
( )( 8) 4

6
2

x
− + −

= = −   และ 7 3 5
2

y +
= =  

นั่นคือ ( )6,5− เปนพิกัดของจุด S  
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ความยาวของเสนรอบรูปสี่เหลี่ยม PQRS หาไดจาก PQ QR RS SP+ + +  

PQ  = ( ) ( )2 20 6 4 8− + −  = 36 16+  = 2 13  

QR     = ( ) ( )2 26 0 8 9− + −  = 36 1+  = 37  

RS  = ( )( ) ( )2 20 6 9 5− − + −    = 36 16+     = 2 13  

SP     = ( ) ( )2 26 0 5 4− − + −     = 36 1+  = 37  

 จะไดวา PQ QR RS SP+ + + = 2 13 37 2 13 37 4 13 2 37+ + + = +  

 ดังนั้น ความยาวของเสนรอบรูปสี่เหลี่ยม PQRS คือ 4 13 2 37+  หนวย 

9. ให ( )1 1,P x y เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง AB   

จะได  
( )

1

2 5 3
2 2

x
+ −

= = −   และ 1
7 6 13

2 2
y +

= =  

นั่นคือ  จุด P  มีพิกัดเปน 3 13,
2 2

 − 
 

  

 ให ( )2 2,Q x y เปนจุดก่ึงกลางของสวนของเสนตรง PB   

จะได  2

35
132

2 4
x

 − + − 
 = = −   และ 

13 6 252
2 4

y
+

= =  

นั่นคือ  จุด P  มีพิกัดเปน 13 25,
4 4

 − 
 

  

เนื่องจาก จุด Q  อยูหางจากจุด A  เปนระยะ 3
4

 ของระยะทางระหวางจุด A  และ B  

ดังนั้น พิกัดของจุดบนสวนของเสนตรง AB   ซ่ึงอยูหางจากจุด  A   เปนระยะทาง 3
4

 ของ

ระยะทางระหวาง A  และ B  คือ 13 25,
4 4

 − 
 
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10. แสดงสถานการณท่ีโจทยกําหนดไดดังนี้ 

 
 พิจารณารูปสามเหลี่ยม ABC  

 ใหจุด A  มีพิกัดเปน ( )0,0   จุด B  มีพิกัดเปน ( ),0c   จุด C  มีพิกัดเปน ( ),a b   

 และกําหนดใหจุด D และจุด E เปนจุดก่ึงกลางของดาน BC  และดาน AC  ตามลําดับ 

 จะไดวา จุด  D  มีพิกัดเปน 0, ,
2 2 2 2

c a b a c b+ + +   =   
   

 

 และจุด  E  มีพิกัดเปน 0 0, ,
2 2 2 2

a b a b+ +   =   
   

 

 ดังนั้น AD และ BE เปนเสนมัธยฐานของรูปสามเหลี่ยม ABC  

 เนื่องจาก             AD  =  BE  

     
2 2

0 0
2 2

a c b +   − + −    
    

 =  
2 2

0
2 2
a bc   − + −   

   
 

     
2 2

2 2
a c b+   +   

   
 =  

2 22
2 2

c a b−   +   
   

 

     2 22a ac c+ +   =  2 24 4c ac a− +   

     26 3ac c−  =  0  

     ( )2c c a−  =  0  
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  2c a=    หรือ   0c =      

 เนื่องจาก  c   เปนความยาวดาน AB   ดังนั้น   0c >    จะไดวา  2c a=   

 จะได  ( ) ( )2 2 2 20 0AC a b a b= − + − = +  

   ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 20 2 0BC c a b a a b a b= − + − = − + − = +  

 นั่นคือ   AC BC=  

 ดังนั้น ABC เปนรูปสามเหลี่ยมหนาจั่ว 

11. แสดงรูปสามเหลี่ยมมุมฉากไดดังนี้ 

 
ให  ( )0,0 ,A ( ),0B x  และ ( )0,C y เปนจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABC  

โดยมี ˆBAC  เปนมุมฉาก 

และให ( )1 1,P x y เปนจุดก่ึงกลางของดาน BC 

จะได  1
0

2 2
x xx +

= =   และ 1
0

2 2
y yy +

= =  

นั่นคือ ,
2 2
x y 

 
 

 เปนพิกัดของจุด P  

จะได  AP    =    
2 2

0 0
2 2
x y   − + −   

   
  =    

2 2

4 4
x y

+   =    2 21
2

x y+  
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  BP    =    
2 2

0
2 2
x yx   − + −   

   
  =    

2 2

4 4
x y

+    =    2 21
2

x y+  

  CP    =    
2 2

0
2 2
x yy   − + −   

   
  =    

2 2

4 4
x y

+    =    2 21
2

x y+  

 จะไดวา AP BP CP= =  

 ดังนั้น ระยะทางระหวางจุดก่ึงกลางของดานตรงขามมุมฉากของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 

 กับจุดยอดท้ังสามเทากัน 

 

แบบฝกหัด 3.1.3  

1. 1) ให ( ) ( )1 1, 0,0x y =  และ ( ) ( )2 2, 2,6x y =  

  ความชันของเสนตรง  เทากับ 1 2

1 2

0 6 3
0 2

y y
x x
− −

= =
− −

 

  ดังนั้น ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด ( )0,0 และ ( )2,6  คือ 3  

 2) ให ( ) ( )1 1, 0,0x y =  และ ( ) ( )2 2, 2,6x y = −  

  ความชันของเสนตรง  เทากับ 1 2

1 2

0 6 3
0 ( 2)

y y
x x
− −

= = −
− − −

 

  ดังนั้น ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด ( )0,0 และ ( )2,6−  คือ 3−  

 3) ให ( ) ( )1 1, 5,3x y =  และ ( ) ( )2 2, 12,7x y =  

  ความชันของเสนตรง  เทากับ 1 2

1 2

3 7 4
5 12 7

y y
x x
− −

= =
− −

 

  ดังนั้น ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด ( )5,3 และ ( )12,7  คือ 4
7

   

 4) ให ( ) ( )1 1, 0,0x y =  และ ( ) ( )2 2, 3, 4x y = − −  

  ความชันของเสนตรง  เทากับ 1 2

1 2

0 ( 4) 4
0 ( 3) 3

y y
x x
− − −

= =
− − −
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  ดังนั้น ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด ( )0,0 และ ( )3, 4− −  คือ 4
3

 

 5) ให ( ) ( )1 1, 3, 8x y = −  และ ( ) ( )2 2, 5,7x y = −  

  ความชันของเสนตรง  เทากับ 1 2

1 2

( 8) 7 15
3 ( 5) 8

y y
x x
− − −

= = −
− − −

 

  ดังนั้น ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด ( )3, 8− และ ( )5,7−  คือ 15
8

−    

 6) ให ( ) ( )1 1, 1 ,x y t s= +  และ ( ) ( )2 2, 2 , 3x y t s= −  

  ความชันของเสนตรง  เทากับ 1 2

1 2

( 3) 3
( 1) (2 ) 1

y y s s
x x t t t
− − −

= =
− + − −

 เม่ือ 1t ≠   

  ดังนั้น ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด ( )1 ,t s+ และ ( )2 , 3t s −  คือ 3
1 t−

 เม่ือ 1t ≠  

2. 1) จาก       m  =  1 2

1 2

y y
x x
−
−

  

  จะได     4     =  2 6
5 x
−
−

   

       4  =  4
5 x
−
−

   

                 4(5 )x−  =  4−    
                 20 4x−  =  4−    
                        24  =  4x    
               x  =  6    

     ดังนั้น คาของ  x   คือ 6  

 2) จาก   m  =  1 2

1 2

y y
x x
−
−

  

  จะได       1
2

    =  1
4 ( 3)

x −
− −

   

       1
2

 =  1
7

x −    

               7  =  2 2x −    
                    2x  =  9    
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            x  =  9
2

 

  ดังนั้น คาของ  x  คือ 9
2

 

 3) จาก   m  =  1 2

1 2

y y
x x
−
−

  

  จะได                 2
3

−     =  3
6 9

x− −
−

   

        2
3

−  =  3
3

x +    

                       3 9x +  = 6−    
                      3x  = 15−    
            x  = 5−  

  ดังนั้น คาของ x คือ  5−  

 4) จาก   m  =  1 2

1 2

y y
x x
−
−

  

  จะได       0    =  12 12
5x

−
−

   

        0 = 0
5x −

   

                  0( 5)x −  = 0   
                    0 = 0   

  ดังนั้น คาของ  x   คือ  จํานวนจริงทุกจํานวนยกเวน 5  

 5) จาก   m  =  1 2

1 2

y y
x x
−
−

  

  จะได       4
3

    =  3
1 4
x −
−

   

        4
3

 =  3
3

x−    

                 9 3x−  =   12    
                    3x  =  3−    
            x  =  1−  

        ดังนั้น คาของ x  คือ  1−  
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 6) จาก   m  =  1 2

1 2

y y
x x
−
−

  

  จะได       3     = 1 2
2x x

−
−

   

       3  = 1
x

−
−

   

          3x−  =   1−    

                    x  = 1
3

   

        ดังนั้น คาของ x  คือ  1
3

 

3. ให ( )1 1, , ax y a
b

 =  
 

 และ ( )2 2, , bx y b
a

 =  
 

 

 ความชันของเสนตรง  เทากับ 

2 2

1 2

1 2

a ba b
aby y a bb a

x x a b a b ab

 − −   − +   = = =
− − −

  

 โดยท่ี 0, 0a b≠ ≠  และ a b≠  

 ดังนั้น ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด , aa
b

 
 
 

และ , bb
a

 
 
 

 คือ a b
ab
+     

 โดยท่ี 0, 0a b≠ ≠  และ a b≠  

4. หาความชันและความยาวของดานของรูปสามเหลี่ยม 

 ให ABm  แทนความชันของสวนของเสนตรง AB  

 จะได        ABm    =  10 7
2 5
−
−

 =  1−  

 ให BCm  แทนความชันของสวนของเสนตรง BC  

 จะได              BCm    =  7 4
5 2
−
−

  =   1 
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 ให ACm  แทนความชันของสวนของเสนตรง AC  

 เนื่องจาก  AC  ขนานกับแกน Y  

 ดังนั้น  ACm  ไมนิยาม 

 จะได         AB  = ( ) ( )2 22 5 10 7− + −   = 2 2( 3) 3− +   = 3 2  

         BC  =   ( ) ( )2 25 2 7 4− + −   =   2 23 3+   =   3 2  

         AC  = ( ) ( )2 22 2 10 4− + −  =   2 20 6+  = 6  

 ดังนั้น รูปสามเหลี่ยม ABC  มีดาน AB  ยาว 3 2  หนวย และมีความชัน 1−  

 มีดาน BC  ยาว 3 2  หนวย และมีความชัน 1 และมีดาน AC  ยาว 6  หนวย  

 และไมนิยามความชัน 

5. ให ( )6,4 ,P − ( )1,4 ,Q ( )1, 1R − − และ ( )8, 1S − − เปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยม PQRS 

 ซ่ึงแสดงไดดังรูป 

 
 จากรูป เสนทแยงมุม QS  และ PR เปนสวนของเสนตรงท่ีแบงสี่เหลี่ยมดานขนาน PQRS  

 ออกเปนรูปสามเหลี่ยมสองรูปท่ีมีพ้ืนท่ีเทากัน 
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 ให QSm  แทนความชันของสวนของเสนตรง QS  

 จะได          QSm    = 
( )
( )

4 1
1 8
− −
− −

 = 5
9

 

 ให PRm  แทนความชันของสวนของเสนตรง PR  

 จะได          PRm  = ( )
( ) ( )

4 1
6 1
− −

− − −
  = 1−  

 ดังนั้น ความชันของสวนของเสนตรงซ่ึงแบงรูปสี่เหลี่ยม PQRS  ออกเปนรูปสามเหลี่ยม 

 สองรูปท่ีมีพ้ืนท่ีเทากันคือ 5
9

 และ 1−  

6. ให ( )6, 2 ,A − − ( )2, 2 ,B − C และ D เปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยมคางหมู ABCD 

 ซ่ึงแสดงไดดังรูป 
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 หรือ 

 
 จากรูป ดาน AD เปนความสูงของรูปสี่เหลี่ยมคางหมู ABCD  

 จะได  AB    =   ( )( ) ( ) ( )( )2 2
2 6 2 2− − + − − −  = 64 0+  = 8  

 และ  DC    =   1
2

AB   = 8
2

   =   4  

 จาก   พ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมคางหมู = 1
2
×   ผลบวกของความยาวดานของคูขนาน ×  สูง 

 จะได  24    =  ( )1
2

AB DC AD× + ×  

     =     ( )1 8 4
2

AD× + ×  

      AD  =     4  

 เนื่องจาก AD ขนานกับแกน Y  และกําหนดให D  มีพิกัดเปน ( )6, y−  

 จะได   AD   = 2 y− −    

     4  =    2 y− −   

             ( )22y +  = 16   

                 ( )( )6 2y y+ −  =    0   
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           6y = −      หรือ     2y =  

 นั่นคือ D  มีพิกัดเปน ( )6, 6− − หรือ ( )6,2−  

 เนื่องจาก CD ยาว 4 หนวย และ CD ขนานกับแกน X  

 จะได C  มีพิกัดเปน ( ) ( )6 4,2 2,2− + = −  หรือ ( ) ( )6 4, 6 2, 6− + − = − −  

 ให BCm  แทนความชันของสวนของเสนตรง BC  

 จะได       
( )

2 2 1
2 2BCm − −

= = −
− −

  หรือ  
( )
( )

2 6
1

2 2BCm
− − −

= =
− −

 

 ดังนั้น ความชันท่ีเปนไปไดของดาน BC   คือ 1−  หรือ 1 

 

แบบฝกหัด 3.1.4  

1. ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด ( )2, 4− −  และ ( )3,3  เทากับ 4 3 7
2 3 5
− −

=
− −

 

 ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด ( )1, 2−  และ ( )6,5  เทากับ 2 5 7
1 6 5
− −

=
−

 

 ดังนั้น เสนตรงท่ีผานจุด ( )2, 4− −  และ ( )3, 3  ขนานกับเสนตรงท่ีผานจุด ( )1, 2−   

 และ ( )6,5    

2. ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด ( )3,2  และ ( )1, 4−  เทากับ ( )2 4
3

3 1
− −

=
−

 

 ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด ( ),7k  และ ( )3, 2− −  เทากับ 
( )
( )

7 2 9
3 3k k

− −
=

− − +
  

 เนื่องจากเสนตรงท้ังสองเสนขนานกัน จะไดวาเสนตรงท้ังสองมีความชันเทากัน   

 นั่นคือ     9 3
3k
=

+
 

   3 9 9k + =  

               0k =  
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 ดังนั้น คาของ k  คือ 0  

3. ให  A   มีพิกัดเปน ( )2, 1− −  

  B   มีพิกัดเปน ( )1,0  

  C   มีพิกัดเปน ( )4,3  

  D   มีพิกัดเปน ( )1,2  

 ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด A  และ B  เทากับ 1 0 1
2 1 3

− −
=

− −
 

 ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด B  และ C  เทากับ 0 3 1
1 4
−

=
−

 

 ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด C  และ D  เทากับ 3 2 1
4 1 3
−

=
−

 

 ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด D  และ A  เทากับ 
( )
( )

2 1
1

1 2
− −

=
− −

 

 จะไดวา ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด A  และ B  เทากับ ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด C   

 และ D  และ ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด B  และ C เทากับความชันของเสนตรงท่ี 

 ผานจุด D  และ A  

 นั่นคือ ดาน AB  ขนานกับดาน CD   และดาน BC  ขนานกับดาน DA   

 ดังนั้น พิกัดท่ีกําหนดใหเปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 

4. ให  A   มีพิกัดเปน ( )1,2  

  B   มีพิกัดเปน ( )6,7  

  C   มีพิกัดเปน ( )3,4−  

 ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด A  และ B  เทากับ 2 7 1
1 6
−

=
−

 

 ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด B  และ C  เทากับ 
( )

7 4 1
6 3 3

−
=

− −
 

 จะไดวา ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด A  และ B  ไมเทากับ ความชันของเสนตรงท่ี 
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 ผานจุด B  และ C  

 ดังนั้น จุดท่ีกําหนดใหไมอยูบนเสนตรงเดียวกัน 

5. ให  A   มีพิกัดเปน ( ),6b  

  B   มีพิกัดเปน ( )1,4−  

  C   มีพิกัดเปน ( )4,2−  

 ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด A  และ B  เทากับ 
( )

6 4 2
1 1b b

−
=

− − +
 

 ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด B  และ C  เทากับ 
( )

4 2 2
1 4 3
−

=
− − −

 

 เนื่องจาก จุดท้ังสามอยูบนเสนตรงเดียวกัน  

 จะไดวา ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด A  และ B  เทากับ ความชันของเสนตรงท่ี 

 ผานจุด B  และ C  

 นั่นคือ      2 2
1 3b
=

+
 

        2 2 6b + =  

                   2b =  

 ดังนั้น คาของ b  คือ 2   

6. ให  A   มีพิกัดเปน ( ),p q r+  

  B   มีพิกัดเปน ( ),q r p+  

  C   มีพิกัดเปน ( ),r p q+  

 ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด A  และ B  เทากับ ( ) ( ) 1
q r r p q p

p q p q
+ − + −

= =−
− −

 

 ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด B  และ C  เทากับ ( ) ( ) 1
r p p q r q

q r q r
+ − + −

= = −
− −

 

 จะไดวา ความชันของเสนตรงท่ีผานจุด A  และ B  เทากับ ความชันของเสนตรงท่ี 
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 ผานจุด B  และ C  

 ดังนั้น จุดท่ีกําหนดใหอยูบนเสนตรงเดียวกัน 

7. ให ( )6,6 ,A − ( )6,6 ,B ( )12,0C และ ( )6, 6D − เปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยมคางหมู ABCD 

 ซ่ึงแสดงไดดังรูป 

 

 ความชันของดาน AB  เทากับ 6 6 0
6 6
−

=
− −

 

ความชันของดาน BC  เทากับ 6 0 1
6 12
−

= −
−

 

 ความชันของดาน CD  เทากับ 
( )0 6

1
12 6
− −

=
−

 

 ความชันของดาน AD  เทากับ ( )
( )
6 6

1
6 6

− − −
= −

− −
 

 จะไดวา ความชันของดาน BC  เทากับความชันของดาน AD   

 นั่นคือ ดาน BC  ขนานกับดาน AD เพียงคูเดียว  

 ดังนั้น จุด , ,A B C  และ D  ท่ีกําหนดเปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยมคางหมู 
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8. ให ( )3,2 ,P − ( )1,6 ,Q ( )5,4R และ ( )3,0S เปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยม PQRS 

 ซ่ึงแสดงไดดังรูป 

 

 ให  A   เปนจุดก่ึงกลางของดาน PQ  และมีพิกัดเปน ( )3 1 2 6, 1,4
2 2

− + +  = − 
 

 

  B   เปนจุดก่ึงกลางของดาน QR  และมีพิกัดเปน ( )1 5 6 4, 3,5
2 2
+ +  = 

 
 

  C   เปนจุดก่ึงกลางของดาน RS  และมีพิกัดเปน ( )5 3 4 0, 4,2
2 2
+ +  = 

 
 

  D  เปนจุดก่ึงกลางของดาน SP  และมีพิกัดเปน 
( ) ( )3 3 0 2, 0,1
2 2

 + − +
= 

 
 

 ความชันของดาน AB  เทากับ 4 5 1
1 3 4
−

=
− −

 

 ความชันของดาน BC  เทากับ 5 2 3
3 4
−

= −
−

 

 ความชันของดาน CD  เทากับ 2 1 1
4 0 4
−

=
−

 

 ความชันของดาน DA  เทากับ 
( )

1 4 3
0 1

−
= −

− −
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 จะไดวา ความชันของดาน AB  เทากับ ความชันของดาน CD   

 และ ความชันของดาน BC  เทากับความชันของดาน DA  

 นั่นคือ ดาน AB  ขนานกับดาน CD   และดาน BC  ขนานกับดาน DA   

 ดังนั้น จุดก่ึงกลางของดานท้ังสี่ของรูปสี่เหลี่ยมท่ีกําหนดเปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 

9. ให ( )0,0 ,A ( ),0 ,B a ( ),C b c และ ( ),D d c เปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยมคางหมู ABCD 

 ซ่ึงแสดงไดดังรูป 

 
 เนื่องจาก ดาน AB ขนานกับ ดาน CD  

 ให  E  เปนจุดก่ึงกลางของดาน AD  และมีพิกัดเปน 0 0, ,
2 2 2 2

d c d c+ +   =   
   

 

       F  เปนจุดก่ึงกลางของดาน BC  และมีพิกัดเปน 0, ,
2 2 2 2

a b c a b c+ + +   =   
   

 

 ความชันของดาน AB  เทากับ 0 0 0
0 a
−

=
−

 

 ความชันของดาน EF เทากับ 2 2 0

2 2

c c

d a b

−
=

+ −  
 
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 ความชันของดาน CD  เทากับ 0c c
b d
−

=
−

 

 จะไดวา ความชันของดาน AB  เทากับความชันดาน EF และเทากับความชันของดาน CD  

 นั่นคือ ดาน AB  ขนานกับดาน EF และขนานกับดาน CD    

 ดังนั้น สวนของเสนตรงท่ีเชื่อมจุดก่ึงกลางของดานท่ีไมใชดานคูขนานของรูปสี่เหลี่ยมคางหมู 

 จะขนานกับดานคูขนาน 

10. ให ( )0,0 ,A ( ),0 ,B a ( ),C b c และ ( ),D d e เปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยม ABCD 

 ซ่ึงแสดงไดดังรูป 

 

 ให  E  เปนจุดก่ึงกลางของดาน AB  และมีพิกัดเปน 0 0 0, ,0
2 2 2

a a+ +   =   
   

 

  F  เปนจุดก่ึงกลางของดาน BC  และมีพิกัดเปน 0, ,
2 2 2 2

a b c a b c+ + +   =   
   

 

  G  เปนจุดก่ึงกลางของดาน CD  และมีพิกัดเปน ,
2 2

b d c e+ + 
 
 

 

  H  เปนจุดก่ึงกลางของดาน DA  และมีพิกัดเปน 0 0, ,
2 2 2 2

d e d e+ +   =   
   
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 ความชันของดาน EF   เทากับ 
0

2

2 2

c
c

a a b b

−
=

+ −  
 

 

 ความชันของดาน FG  เทากับ 2 2

2 2

c c e
e

a b b d d a

+ −  
  =

+ + −   −   
   

 

 ความชันของดาน GH เทากับ 2 2

2 2

c e e
c

b d d b

+  − 
  =

+  − 
 

 

 ความชันของดาน HE  เทากับ 
0

2

2 2

e
e

d a d a

−
=

−−
 

 จะไดวา ความชันของดาน EF   เทากับความชันของดาน GH  

 และความชันของดาน FG  เทากับ ความชันของดาน HE  

 นั่นคือ ดาน EF  ขนานกับดาน GH  และดาน FG  ขนานกับดาน HE    

 ดังนั้น จุดก่ึงกลางของดานท้ังสี่ของรูปสี่เหลี่ยมใด ๆ เปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 

 

แบบฝกหัด 3.1.5  

1. ให 1  แทนเสนตรงท่ีมีความชันเทากับ 1m  และตั้งฉากกับเสนตรง    

 จะได  1
3 1
4

m = −  

 นั่นคือ     1
4
3

m = −  

 ดังนั้น เสนตรงท่ีตั้งฉากกับเสนตรง   มีความชันเทากับ 4
3

−   



     
     
     

    
 

566 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 4  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

2. ให 1  แทนเสนตรงท่ีมีความชันเทากับ 1m  และตั้งฉากกับเสนตรง   

 จะได  1 1k m
m

= −  

นั่นคือ     1
mm
k

= −  เม่ือ 0k ≠  

 ดังนั้น เสนตรงท่ีตั้งฉากกับเสนตรง   มีความชันเทากับ m
k

−  เม่ือ 0k ≠  

3. ให 1m  แทนความชันของเสนตรงท่ีผานจุด ( )3,4  และ ( )3, 5− −  

 จะได  ( )
( )1

4 5 3
3 3 2

m
− −

= =
− −

 

 ดังนั้น เสนตรงท่ีตั้งฉากกับเสนตรงท่ีผานจุด ( )3,4  และ ( )3, 5− −  มีความชันเทากับ 2
3

−  

4. ให 1m  แทนความชันของเสนตรงท่ีผานจุด ( )4,3  และ ( )3, 5− −   

 จะได  ( )
( )1

3 5 8
4 3 7

m
− −

= =
− −

 

 และให 2m  แทนความชันของเสนตรงท่ีผานจุด ( )2, 3− −  และ ( )8,2−   

 จะได 
( )2

3 2 5
2 8 6
− −

= = −
− − −

m  

 เนื่องจาก 1 2
8 5 20
7 6 21

m m  = × − = − 
 

   นั่นคือ  1 2 1m m ≠ −  

 ดังนั้น เสนตรงท่ีผานจุด ( )4,3  และ ( )3, 5− −  ไมตั้งฉากกับเสนตรงผานจุด ( )2, 3− −   

 และ ( )8,2−   

 5. ให 1m  แทนความชันของสวนของเสนตรง OP   

 จะได  1
0
0

b bm
a a

−
= =

−
  เม่ือ 0a ≠  

 และให 2m แทนความชันของสวนของเสนตรง OQ  

 จะได 
( )2

0
0

a am
b b

−
= = −

− −
 เม่ือ 0b ≠  
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 เนื่องจาก 1 2 1b am m
a b

 = × − = − 
 

  เม่ือ 0a ≠  และ 0b ≠  

 ดังนั้น สวนของเสนตรง OP  ตั้งฉากกับสวนของเสนตรง OQ  

6.  ให  A   มีพิกัดเปน  ( )1,6  

 B   มีพิกัดเปน  ( )8,8  

 C   มีพิกัดเปน  ( )7,2−  

 จะได  ความชันของดาน AB  คือ 6 8 2
1 8 7
−

=
−

 

   ความชันของดาน BC  คือ 
( )

8 2 2
8 7 5

−
=

− −
 

   ความชันของดาน AC  คือ 
( )

6 2 1
1 7 2

−
=

− −
 

 จะเห็นวา ผลคูณของความชันของดาน AB  และดาน BC  เทากับ 4
35

 

 ผลคูณของความชันของดาน AC  และดาน BC  เทากับ 1
5

 

 และ ผลคูณของความชันของดาน AB  และดาน AC  เทากับ 1
7

 

 นั่นคือ ไมมีดานใดเลยของรูปสามเหลี่ยม ABC  ท่ีตั้งฉากกัน 

 ดังนั้น จุดท้ังสามจุดไมไดเปนจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 

7.  ให 1m  แทนความชันของเสนตรงท่ีผานจุด ( ),7k  และ ( )3, 2− −   

 จะได   ( )
( )1

7 2 9
3 3

m
k k
− −

= =
− − +

 

 และให 2m  แทนความชันของเสนตรงท่ีผานจุด ( )3,2  และ ( )1, 4−   

 จะได  ( )
2

2 4
3

3 1
m

− −
= =

−
 

 เนื่องจาก 1 2 1m m = −  
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 นั่นคือ     9 3
3k
×

+
   =   1−  

               3k +    =   27−  

                 k  =   30−  

 ดังนั้น คาของ k  คือ 30−  

8.  ให ( )2,5 ,A ( )2,9 ,B ( )6,9C และ ( )6,5D  เปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยม  ABCD   

 โดยมี AC  และ BD  เปนเสนทแยงมุม  แสดงไดดังรูป 

 

 จะได  ความชันของเสนทแยงมุม AC  คือ 5 9 1
2 6
−

=
−

 

   ความชันของเสนทแยงมุม BD  คือ 9 5 1
2 6
−

= −
−

 

 จะเห็นวา ผลคูณของความชันของเสนทแยงมุม AC  และเสนทแยงมุม BD  เทากับ 1−  

 ดังนั้น เสนทแยงมุมท้ังสองของรูปสี่เหลี่ยมตั้งฉากซ่ึงกันและกัน 
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9.  ให ( )2,1 ,A ( )6,4 ,B ( )3,8C และ ( )1,5D −  เปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยม  ABCD 

 จะได ความชันของดาน AB  คือ 1 4 3
2 6 4
−

=
−

  

   ความชันของดาน BC  คือ 4 8 4
6 3 3
−

= −
−

 

   ความชันของดาน CD  คือ 
( )

8 5 3
3 1 4

−
=

− −
 

   ความชันของดาน DA  คือ 5 1 4
1 2 3
−

= −
− −

 

 จะเห็นวา  ผลคูณของความชันของดาน AB  และดาน BC  เทากับ 1−  

   ผลคูณของความชันของดาน BC  และดาน CD  เทากับ 1−  

   ผลคูณของความชันของดาน CD  และดาน DA  เทากับ 1−  

   ผลคูณของความชันของดาน DA  และดาน AB  เทากับ 1−  

 จะไดวา  ดาน AB  ตั้งฉากกับดาน BC       

   ดาน BC  ตั้งฉากกับดาน CD  

   ดาน CD  ตั้งฉากกับดาน DA   

 และ  ดาน DA  ตั้งฉากกับดาน AB  

 นั่นคือ ABCD เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

 และ  ( ) ( )2 22 6 1 4 16 9 5AB = − + − = + =  

  ( ) ( )2 26 3 4 8 9 16 5BC = − + − = + =  

 

  ( )( ) ( )2 23 1 8 5 16 9 5CD = − − + − = + =  

  ( ) ( )2 21 2 5 1 9 16 5DA = − − + − = + =  

 นั่นคือ รูปสี่เหลี่ยม ABCD  มีดานท้ังสี่ดานยาวเทากัน 

 จะไดวา ABCD  เปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
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 ดังนั้น จุดยอดท่ีกําหนดใหเปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส และมีพ้ืนท่ี 5 5 25× = ตารางหนวย 

10.  ให ( )5,4 ,A − ( )4,9 ,B ( )9,0C  และ ( )0, 5D −  เปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยม  ABCD   

 ซ่ึงแสดงไดดังรูป 

 
 1) ( ) ( )2 25 4 4 9 81 25 106AB = − − + − = + =  

  ( ) ( )2 24 9 9 0 25 81 106BC = − + − = + =  

  ( ) ( )( )229 0 0 5 81 25 106CD = − + − − = + =  

  ( )( ) ( )2 20 5 5 4 25 81 106DA = − − + − − = + =  

  นั่นคือ AB BC CD DA= = =  

  ดังนั้น ABCD  เปนรูปสี่เหลี่ยมดานเทา 
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 2) ความชันของดาน AB  คือ 4 9 5
5 4 9
−

=
− −

 

  ความชันของดาน BC  คือ 9 0 9
4 9 5
−

= −
−

 

  ความชันของดาน CD  คือ ( )0 5 5
9 0 9
− −

=
−

 

  ความชันของดาน DA  คือ 
( )

5 4 9
0 5 5
− −

= −
− −

 

  จะเห็นวา  ผลคูณของความชันของดาน AB  และดาน BC  เทากับ 1−  

    ผลคูณของความชันของดาน BC  และดาน CD  เทากับ 1−  

    ผลคูณของความชันของดาน CD  และดาน DA  เทากับ 1−  

    ผลคูณของความชันของดาน DA  และดาน AB  เทากับ 1−  

  จะไดวา  ดาน AB  ตั้งฉากกับดาน BC       

    ดาน BC  ตั้งฉากกับดาน CD  

    ดาน CD  ตั้งฉากกับดาน DA   

  และ  ดาน DA  ตั้งฉากกับดาน AB  

  นั่นคือ ABCD  เปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ท่ีมีดานทุกดานยาวเทากัน 

  ดังนั้น ABCD  เปนรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส  

11.  ให ( )6,8 ,A ( )5,4 ,B ( )3,6C และ ( )4,10D  เปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยม  ABCD   

 ซ่ึงแสดงไดดังรูป 



     
     
     

    
 

572 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 4  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 

 1) ความชันของดาน AB  คือ 8 4 4
6 5
−

=
−

 

  ความชันของดาน BC  คือ 4 6 1
5 3
−

= −
−

 

  ความชันของดาน CD  คือ 6 10 4
3 4
−

=
−

 

  ความชันของดาน DA  คือ 10 8 1
4 6
−

= −
−

 

  จะไดวา  ความชันของดาน AB  เทากับความชันของดาน CD  

  และ  ความชันของดาน BC  เทากับความชันของดาน DA  

  นั่นคือ ดาน AB  ขนานกับดาน CD  เและดาน BC  ขนานกับดาน DA  

 ดังนั้น ABCD เปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน ด  
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 2) จากขอ 1) ABCD เปนรูปสี่เหลี่ยมดานขนาน และผลคูณของความชันของ 

  ดาน AB  และดาน BC  ไมเทากับ 1−  

 ดังนั้น ABCD ไมเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก  

12.  ให ( )0,0 ,A ( ),0 ,B a ( ),C a a และ ( )0,D a  เปนจุดยอดของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส  ABCD   

 ซ่ึงแสดงไดดังรูป 

 

 
 ให 1m  และ 2m เปนความชันของเสนทแยงมุม AC และ BD ตามลําดับ 

 จะได  1
0 1
0

am
a

−
= =

−
  และ 2

0 1
0
am

a
−

= = −
−

 

 นั่นคือ  1 2 1m m = −  

 ดังนั้น เสนทแยงมุมของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสตั้งฉากซ่ึงกันและกัน 
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แบบฝกหัด 3.1.6  

1. 1) ( )1,0  ไมเปนสมาชิกของความสัมพันธ t  

  เนื่องจาก เม่ือแทน x  ดวย 1  และ y  ดวย 0  ใน 2 4x y− =  แลวเปนเท็จ   

 2) ( )8,6−  ไมเปนสมาชิกของความสัมพันธ t  

  เนื่องจาก เม่ือแทน x  ดวย 8−  และ y  ดวย 6  ใน 2 4x y− =  แลวเปนเท็จ 

 3) ( )0, 2−  เปนสมาชิกของความสัมพันธ t  

  เนื่องจาก เม่ือแทน x  ดวย 0  และ y  ดวย 2−  ใน 2 4x y− =  แลวเปนจริง  

 4) ( )2, 1−  เปนสมาชิกของความสัมพันธ t  

  เนื่องจาก เม่ือแทน x  ดวย 2  และ y  ดวย 1−  ใน 2 4x y− =  แลวเปนจริง  

 5) ( )6 2, 2  ไมเปนสมาชิกของความสัมพันธ t  

  เนื่องจาก เม่ือแทน x  ดวย 6 2  และ y  ดวย 2  ใน 2 4x y− =  แลวเปนเท็จ 

2. 1) ความสัมพันธซ่ึงมีกราฟเปนเสนตรงท่ีขนานกับแกน X และอยูเหนือแกน X  

  เปนระยะ 3
7

หนวย คือ ( ) 3,
7

x y y ∈ × = 
 

y y    

 2) ความสัมพันธซ่ึงมีกราฟเปนเสนตรงท่ีขนานกับแกน Y และอยูทางซายแกน Y  

  เปนระยะ 2
3

หนวย คือ ( ) 2,
3

x y x ∈ × = − 
 

y y  

 3) จะมีเสนตรง 1  และเสนตรง 2  ซ่ึงขนานกับแกน X และอยูหางจากจุด ( )0,3  

  เปนระยะ 4 หนวย 

  จะไดวาเสนตรง 1  อยูเหนือแกน X เปนระยะ 3 4 7+ =  หนวย 

  และเสนตรง 2  อยูใตแกน X เปนระยะ 3 4 1− =  หนวย 

  ดังนั้น ความสัมพันธซ่ึงมีกราฟเปนเสนตรงท่ีขนานกับแกน X และอยูหางจาก 

จุด ( )0,3 เปนระยะ 4 หนวย คือ ( ){ }, 7x y y∈ × =y y  และ ( ){ }, 1x y y∈ × = −y y  
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 4) จะมีเสนตรง 1  และเสนตรง 2  ซ่ึงขนานกับแกน Y  และอยูหางจากจุด  

  ( )2,0−  เปนระยะ 5 หนวย 

  จะไดวาเสนตรง 1  อยูทางขวาแกน Y  เปนระยะ 2 5 3− + =  หนวย 

  และเสนตรง 2  อยูทางซายแกน Y  เปนระยะ 2 5 7− − =  หนวย 

  ดังนั้น ความสัมพันธซ่ึงมีกราฟเปนเสนตรงท่ีขนานกับแกน X  และอยูหางจาก 

จุด ( )2,0− เปนระยะ 5 หนวย คือ ( ){ }, 3x y x∈ × =y y  และ 

( ){ }, 7x y x∈ × = −y y  

3. ความชัน  ระยะตัดแกน X   และระยะตัดแกน Y   ของกราฟของสมการท่ีกําหนดให 

 เปนดังนี้ 

สมการ ความชัน ระยะตัดแกน X  ระยะตัดแกน Y  

1) 2 3 7x y− =  2
3

 7
2

 7
3

−  

2) 5 4 2 0x y+ − =  5
4

−  2
5

 1
2

 

3) 4 5 0x y− + =  1
4

 5−  5
4

 

4) 3 2 7 0x y+ + =  3
2

−  7
3

−  7
2

−  

5) 5 11 0x y− − =  5  11
5

 11−  

6) 3 4 24
4 3

x y− =  9
16

 32  18−  

7) 0x y− =  1 0  0  

8) 2 3 0y + =  0  ไมตัดแกน X  3
2

−  

9) 4x =  ไมนิยาม 4  ไมตัดแกน Y  

10) ( ) ( )3 1 2 2y x− = − −  2
3

−  7
2

 7
3
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4. เขียน  3 2 6y x= −   ใหอยูในรูป  y mx c= +   ไดเปน  2 2
3

y x= −   

 ดังนั้น ความชันของเสนตรงนี้ คือ 2
3

 

 จะเห็นวามีความชันเทากับความชันของเสนตรง 2 1
3

y x= +   

 ดังนั้น เสนตรง 3 2 6y x= −  ขนานกับ เสนตรง 2 1
3

y x= +  

5. เขียน  2 8x y+ =   ใหอยูในรูป  y mx c= +   ไดเปน 2 8y x= − +  

 ดังนั้น ความชันของเสนตรงนี้ คือ 2−  

 และเสนตรง 1 5
2

y x= −   มีความชันเทากับ 1
2

 

 จะเห็นวาผลคูณของความชันของเสนตรงท้ังสองเทากับ 1−  

 ดังนั้น เสนตรง 2 8x y+ =  ตั้งฉากกับ เสนตรง 1 5
2

y x= −   

6. เขียน  2 12 0x y+ + =   ใหอยูในรูป  y mx c= +   ไดเปน  1 6
2

y x= − −  

 ดังนั้น ความชันของเสนตรงนี้ คือ 1
2

−    

 จะไดวา เสนตรงท่ีขนานกับเสนตรง 2 12 0x y+ + = จะมีความชันเทากับ 1
2

−  

 ให ( )1 1y y m x x− = −  เปนสมการของเสนตรงท่ีผานจุด ( )7,5  และขนานกับ 

 เสนตรง  2 12 0x y+ + =  

 นั่นคือ ( )15 7
2

y x− = − −  ซ่ึงเขียนใหอยูในรูป 0Ax By C+ + =  ไดเปน 2 17 0x y+ − =  

 ดังนั้น สมการของเสนตรงท่ีผานจุด ( )7,5  และขนานกับเสนตรง 2 12 0x y+ + =   

 คือ 2 17 0x y+ − =   
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7. เขียน  3 2 12 0x y− + =   ใหอยูในรูป  y mx c= +   ไดเปน  3 6
2

y x= +  

 ดังนั้น ความชันของเสนตรงนี้ คือ 3
2

   

 จะไดวา เสนตรงท่ีตั้งฉากกับเสนตรง 3 2 12 0x y− + =  จะมีความชันเทากับ 2
3

−  

 ให ( )1 1y y m x x− = −  เปนสมการเสนตรงท่ีผานจุด ( )3,2  และตั้งฉากกับเสนตรง  

 3 2 12 0x y− + =  

 นั่นคือ ( )22 3
3

y x− = − −  ซ่ึงเขียนใหอยูในรูป 0Ax By C+ + =  ไดเปน 2 3 12 0x y+ − =  

 ดังนั้น สมการเสนตรงท่ีผานจุด ( )3,2  และตั้งฉากกับเสนตรง 3 2 12 0x y− + =  คือ  

 2 3 12 0x y+ − =   

8. เสนตรง 2 3 1 0x y− + =  ตัดแกน X  ท่ีจุด 1 , 0
2

 − 
 

 และตัดแกน Y ท่ีจุด 10 ,
3

 
 
 

 

 เสนตรง 2 0x y+ − =  ตัดแกน X  ท่ีจุด ( )2 , 0  และตัดแกน Y ท่ีจุด ( )0 , 2  

 จะไดกราฟของเสนตรง 2 3 1 0x y− + =  และ 2 0x y+ − =   ดังนี้ 
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 หาจุดตัดของกราฟท้ังสอง ดังนี้ 

 จาก 2 0x y+ − =  เขียนใหมไดเปน 2y x= −  

 แทน y  ดวย 2 x−  ในสมการ 2 3 1 0x y− + =   

 นั่นคือ  ( )2 3 2 1 0x x− − + =  

 จะได 1x =  

 แทน x  ดวย 1 ใน 2y x= −  จะได 1y =  

 ดังนั้น จุดตัดของกราฟท้ังสองคือ ( )1,1  

9. 1) เสนตรงท่ีผานจุด ( )1,2  และ ( )3,4−  มีความชันเทากับ  
( )

2 4 1
1 3 2

−
= −

− −
 

  ให ( )1 1y y m x x− = −  เปนสมการเสนตรงท่ีผานจุด ( )1,0−  และมีความชันเทากับ 1
2

−   

  นั่นคือ ( )1 1
2

y x= − +  หรือเขียนใหอยูในรูป 0Ax By C+ + =  ไดเปน 2 1 0x y+ + =  

  ดังนั้น ความสัมพันธซ่ึงมีกราฟเปนเสนตรงท่ีผานจุด ( )1,0−  และขนานกับ 

  เสนตรงท่ีผานจุด ( )1,2  และ ( )3,4−  คือ ( ){ }, 2 1 0x y x y∈ × + + =y y  

 2) เสนตรงท่ีผานจุด ( )1,3−  และ ( )2, 2− −  มีความชันเทากับ  ( )
( )

3 2
5

1 2
− −

=
− − −

 

  ให ( )1 1y y m x x− = −  เปนสมการเสนตรงท่ีผานจุด ( )1, 4− −  และมีความชันเทากับ 1
5

−   

  นั่นคือ ( )14 1
5

y x+ = − +  หรือเขียนใหอยูในรูป 0Ax By C+ + =  ไดเปน 5 21 0x y+ + =  

  ดังนั้น ความสัมพันธซ่ึงมีกราฟเปนเสนตรงท่ีผานจุด ( )1, 4− −  และตั้งฉากกับ 

  เสนตรงท่ีผานจุด ( )1,3−  และ ( )2, 2− −  คือ ( ){ }, 5 21 0x y x y∈ × + + =y y  
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 3) ให  ( ),x y  เปนพิกัดของจุดท่ีอยูหางจากจุด ( )6,0  และ ( )2,0  เปนระยะท่ีเทากัน 

  จะได ( ) ( )2 26 0x y− + −   = ( ) ( )2 22 0x y− + −  

   ( )2 26x y− +  = ( )2 22x y− +  

   ( ) ( )2 26 2x x− − −   = 0   

  ( ) ( ) ( ) ( )6 2 6 2x x x x   − − − − + −      = 0  

  ( )8 4x− −   = 0  

  นั่นคือ x   = 4   

  ดังนั้น ความสัมพันธซ่ึงมีกราฟเปนเสนตรงท่ีจุดทุกจุดบนเสนตรงอยูหางจากจุด 

  ( )6,0  และ ( )2,0 เปนระยะเทากันคือ ( ){ }, 4x y x∈ × =y y  

10. เขียน 7 11 0x y− − =  ใหอยูในรูป y mx c= +  ไดเปน 1 11
7 7

y x= −  

 ดังนั้น ความชันของเสนตรงนี้ คือ 1
7

   

 จะไดวา เสนตรงท่ีตั้งฉากกับเสนตรง 7 11 0x y− − = จะมีความชันเทากับ 7−  

 หาจุดตัดของกราฟเสนตรง 7 11 0x y− − =  และ 3 5 7 0x y+ − =  ดังนี้ 

 จาก 7 11 0x y− − =  เขียนใหมไดเปน 7 11x y= +  

 แทน x  ดวย 7 11y +  ในสมการ 3 5 7 0x y+ − =   

 นั่นคือ  ( )3 7 11 5 7 0y y+ + − =  

 จะได 1y = −  

 แทน y  ดวย 1−  ใน 7 11x y= +  จะได 4x =  

 นั่นคือ จุดตัดของกราฟท้ังสองคือ ( )4, 1−  

 ให ( )1 1y y m x x− = −  เปนสมการเสนตรงท่ีผานจุด ( )4, 1−  และมีความชันเปน 7−   

 นั่นคือ ( )1 7 4y x+ = − −  หรือเขียนใหอยูในรูป 0Ax By C+ + =  ไดเปน 7 27 0x y+ − =  

 ดังนั้น สมการเสนตรงท่ีตั้งฉากกับเสนตรง 7 11 0x y− − =  และผานจุดตัด คือ 7 27 0x y+ − =  



     
     
     

    
 

580 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 4  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

11. ให ( )0,0 , ( )4,0  และ ( ),x y  เปนจุดยอดของรูปสามเหลี่ยมท่ีมีพ้ืนท่ี 4 ตารางหนวย 

 ซ่ึงแสดงไดดังรูป 

 
 หรือ 

 

 เนื่องจาก พ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยม เทากับ 1
2
×ฐาน×สูง 

 จะได    4  =  1
2
× 4 ×สูง 

 นั่นคือ ความสูงเทากับ 2 หนวย 
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 ดังนั้น คูอันดับของ ( ),x y  ท่ีเปนไดคือ ( ),2x  หรือ ( ), 2x −  เม่ือ x  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

12. เขียนสมการเสนตรงท่ีกําหนดใหใหอยูในรูป y mx c= +  

 จะได  5 3 17 0x y− + =  เปน 5 17
3 3

y x= +  ซ่ึงเปนเสนตรงท่ีมีความชัน 5
3

 

   3 5 6 0x y+ − =  เปน 3 6
5 5

y x= − +  ซ่ึงเปนเสนตรงท่ีมีความชัน 3
5

−  

   5 3 8 0x y− − =  เปน 5 8
3 3

y x= −  ซ่ึงเปนเสนตรงท่ีมีความชัน 5
3

 

 และ  3 5 4 0x y+ + =  เปน 3 4
5 5

y x= − −  ซ่ึงเปนเสนตรงท่ีมีความชัน 3
5

−  

 จะเห็นวา เสนตรง 5 3 17 0x y− + =  ขนานกับเสนตรง 5 3 8 0x y− − =   

   เสนตรง 3 5 6 0x y+ − =  ขนานกับเสนตรง 3 5 4 0x y+ + =  

   เสนตรง 5 3 17 0x y− + =  ตั้งฉากกับเสนตรง 3 5 6 0x y+ − =   

 และ  เสนตรง 5 3 8 0x y− − =  ตั้งฉากกับเสนตรง 3 5 4 0x y+ + =   

 ดังนั้น รูปสี่เหลี่ยมท่ีเกิดจากการตัดกันของกราฟดังกลาวเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก  

13. เขียน 1ax by d+ =  ใหอยูในรูป y mx c= +  ไดเปน 1= − +
day x

b b
 เม่ือ 0b ≠  

 ดังนั้น  ความชันของเสนตรงนี้ คือ a
b

−  เม่ือ 0b ≠  

 และเขียน 2ax by d+ =  ใหอยูในรูป y mx c= +  ไดเปน 2= − +
day x

b b
 เม่ือ 0b ≠  

 ดังนั้น  ความชันของเสนตรงนี้ คือ a
b

− เม่ือ 0b ≠  

 เนื่องจากความชันของเสนตรงท้ังสองเทากัน 

 ดังนั้น เสนตรงท้ังสองขนานกัน 
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แบบฝกหัด 3.1.7  

1. 1) จาก 1 1

2 2

Ax By C
d

A B

+ +
=

+
 

  ในท่ีนี้ 6,A = 8,B = −  4,C =  1 2x =  และ 1 3y = −  

  โดยการแทนคา จะได 
( )( ) ( )( )

( ) ( )2 2

6 2 8 3 4 12 24 4
4

36 646 8
d

+ − − + + +
= = =

++ −
 

  ดังนั้น ระยะหางระหวางเสนตรง 6 8 4 0x y− + =  กับจุด ( )2, 3−  เปน 4  หนวย   

 2) จาก 1 1

2 2

Ax By C
d

A B

+ +
=

+
 

  ในท่ีนี้ 4,A = 3,B =  8,C = −  1 0x =  และ 1 6y =  

  โดยการแทนคา จะได 
( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )2 2

4 0 3 6 8 0 18 8
2

16 94 3
d

+ + − + −
= = =

++
 

  ดังนั้น ระยะหางระหวางเสนตรง 4 3 8 0x y+ − =  กับจุด ( )0,6  เปน 2  หนวย 

 3) จาก 1 1

2 2

Ax By C
d

A B

+ +
=

+
 

  ในท่ีนี้ 2,A = 3,B =  13,C = −  1 0x =  และ 1 0y =  

  โดยการแทนคา จะได 
( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )2 2

2 0 3 0 13 13 13 13
4 9 132 3

d
+ + − −

= = = =
++

 

  ดังนั้น ระยะหางระหวางเสนตรง 2 3 13x y+ =  กับจุด ( )0,0  เปน 13  หนวย  

 4) เขียน ( )74 3
5

y x− = −  ใหอยูในรูป 0Ax By C+ + =  ไดเปน 7 5 1 0x y− − =  

  จาก  1 1

2 2

Ax By C
d

A B

+ +
=

+
 

  ในท่ีนี้ 7,A = 5,B = −  1,C = −  1 8x =  และ 1 11y =  
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  โดยการแทนคา จะได 
( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )2 2

7 8 5 11 1 56 55 1
0

49 257 5
d

+ − + − − −
= = =

++ −
 

  ดังนั้น ระยะหางระหวางเสนตรง ( )74 3
5

y x− = −  กับจุด ( )8,11  เปน 0  หนวย 

 5) เขียน 1y =  ใหอยูในรูป 0Ax By C+ + =  ไดเปน 1 0y − =  

  จาก  1 1

2 2

Ax By C
d

A B

+ +
=

+
 

  ในท่ีนี้ 0,A = 1,B =  1,C = −  1 1x = −  และ 1 1y =  

  โดยการแทนคา จะได 
( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )2 2

0 1 1 1 1 0 1 1
0

0 10 1
d

− + + − + −
= = =

++
 

  ดังนั้น ระยะหางระหวางเสนตรง 1y =  กับจุด ( )1,1−  เปน 0  หนวย  

2. 1) เสนตรง 3 4 7 0x y+ − =  มีความชันเทากับเสนตรง 3 4 3 0x y+ + =  

  นั่นคือ เสนตรงท้ังสองขนานกัน 

  จาก  1 2

2 2

C C
d

A B

−
=

+
 

  จะได 
( )
( ) ( )2 2

7 3 10 2
53 4

d
− −

= = =
+

 

  ดังนั้น ระยะหางระหวางเสนตรง 3 4 7 0x y+ − =  และเสนตรง 3 4 3 0x y+ + =  

  เทากับ 2  หนวย  

 2) เนื่องจากเสนตรง 3 4 7 0x y− − =  จัดรูปใหมไดเปน 6 8 14 0x y− − =  

  และมีความชันเทากับเสนตรง 6 8 16 0x y− + =  

  นั่นคือ เสนตรงท้ังสองขนานกัน  

  จาก 1 2

2 2

C C
d

A B

−
=

+
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  จะได 
( )
( ) ( )2 2

14 16 30 3
106 8

d
− −

= = =
+

 

  ดังนั้น ระยะหางระหวางเสนตรง 3 4 7 0x y− − =  และเสนตรง 6 8 16 0x y− + =  

  เทากับ 3  หนวย  

 3) เนื่องจาก เสนตรง 5 12 15 0x y+ − =  จัดรูปใหมไดเปน 10 24 30 0x y+ − =  

  และมีความชันเทากับเสนตรง 10 24 9 0x y+ + =  

  นั่นคือ เสนตรงท้ังสองขนานกัน 

  จาก 1 2

2 2

C C
d

A B

−
=

+
 

  จะได 
( )
( ) ( )2 2

30 9 39 3
267610 24

d
− −

= = =
+

 

  ดังนั้น ระยะหางระหวางเสนตรง 5 12 15 0x y+ − =  และเสนตรง 10 24 9 0x y+ + =  

  เทากับ 3
2

 หนวย 

 4) เนื่องจาก เสนตรง 3 0x y− − =  จัดรูปใหมไดเปน 3 3 9 0x y− − =  

  และมีความชันเทากับเสนตรง 3 3 7 0x y− + =  

  นั่นคือ เสนตรงท้ังสองขนานกัน 

  จาก 1 2

2 2

C C
d

A B

−
=

+
 

  จะได 
( )
( ) ( )2 2

9 7 16 8 2
3183 3

d
− −

= = =
+ −

 

  ดังนั้น ระยะหางระหวางเสนตรง 3 0x y− − =  และเสนตรง 3 3 7 0x y− + =  

  เทากับ 8 2
3

 หนวย 
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 5) เนื่องจากเสนตรง 7 3 0x y− − =  จัดรูปใหมไดเปน 3 7 0x y+ − =  

  และมีความชันเทากับเสนตรง 3 5 0x y+ + =  

  นั่นคือ เสนตรงท้ังสองขนานกัน 

  จาก 1 2

2 2

C C
d

A B

−
=

+
 

  จะได 
( )
( ) ( )2 2

7 5 12 6 10
5103 1

d
− −

= = =
+

 

  ดังนั้น ระยะหางระหวางเสนตรง 3 5 0x y+ + =  และเสนตรง 7 3 0x y− − =  

  เทากับ 6 10
5

 หนวย  

3. เสนตรง 3 4 5 0x y− − =  มีความชันเทากับ 3
4

 

 จะไดวา เสนตรงท่ีขนานกับเสนตรง 3 4 5 0x y− − =  จะมีความชันเทากับ 3
4

  

 ใหเสนตรงดังกลาวมีสมการอยูในรูป 23 4 0x y C− + =  เม่ือ 2C  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 จาก  1 2

2 2

C C
d

A B

−
=

+
 

 ในท่ีนี้ 3,A = 4,B = −  1 5C = −   และ 1d =  

 โดยการแทนคา จะได  1 = 
( )

( )
2

22

5

3 4

C− −

+ −
    

    1 = 
( ) 25

5
C− −

 

    ( ) 25 C− −  = 5 

นั่นคือ         25 5C− − =   หรือ 25 5C+ =  

จะได           2 10C = −  หรือ 2 0C =  
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ดังนั้น สมการเสนตรงท่ีขนานกับเสนตรง 3 4 5 0x y− − = และอยูหางจากเสนตรงนี้ 1 หนวย 

คือ 3 4 10 0x y− − =  และ 3 4 0x y− =  

4. เสนตรง 4 3 26 0x y− + =  มีความชันเทากับ 4
3

 

 จะไดวา เสนตรงท่ีขนานกับเสนตรง 4 3 26 0x y− + =  จะมีความชันเทากับ 4
3

  

 ใหเสนตรงดังกลาวมีสมการอยูในรูป 24 3 0x y C− + =  เม่ือ 2C  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 จาก  1 1

2 2

Ax By C
d

A B

+ +
=

+
 

 ในท่ีนี้ 4,A = 3,B = −  2 ,C C=  1 8,x =  1 8y =  และ 2d =  

 โดยการแทนคา จะได  2 = 
( )( ) ( )( )

( )
2

22

4 8 3 8

4 3

C+ − +

+ −
  

 

    2 = 232 24
5

C− +
   

    28 C+   = 10

 

 

นั่นคือ             28 10C+ =   หรือ ( )28 10C− + =

  จะได 2 2C =  หรือ 2 18C = −  

 ดังนั้น สมการเสนตรงท่ีขนานกับเสนตรง 4 3 26 0x y− + =  และอยูหางจากจุด ( )8,8  

 เปนระยะ 2  หนวย คือ 4 3 2 0x y− + =  และ 4 3 18 0x y− − =  

5. เสนตรง 12 5 7y x= −  จัดรูปใหมไดเปน 5 12 7 0x y− + + =  มีความชันเทากับ 5
12

 

 จะไดวา เสนตรงท่ีตั้งฉากกับเสนตรง 5 12 7 0x y− + + =  จะมีความชันเทากับ 12
5

−   

 ใหเสนตรงดังกลาวมีสมการอยูในรูป 212 5 0x y C+ + =  เม่ือ 2C  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 จาก  1 1

2 2

Ax By C
d

A B

+ +
=

+
 

 ในท่ีนี้ 12,A = 5,B =  2 ,C C=  1 1,x = −  1 2y = และ 3d =  
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 โดยการแทนคา จะได       
( )( ) ( )( )

( ) ( )
2

2 2

12 1 5 2
3

12 5

C− + +
=

+ −
 

22
3

13
C− +

=  

            2 2 39C − =  

นั่นคือ 2 2 39C − =   หรือ ( )2 2 39C− − =  

จะได 2 41C =  หรือ 2 37C = −  

ดังนั้น สมการเสนตรงท่ีตั้งฉากกับเสนตรง 12 5 7y x= −  และอยูหางจากจุด ( )1,2−  

 เปนระยะ 3  หนวย คือ 12 5 41 0x y+ + =  และ 12 5 37 0x y+ − =  

6. เสนตรง 12 5 10 0x y− − =  มีความชันเทากับ 12
5

 

 จะไดวา เสนตรงท่ีขนานกับเสนตรง 12 5 10 0x y− − =  จะมีความชันเทากับ 12
5

  

 เนื่องจากเสนตรง 12 5 10 0x y− − = อยูก่ึงกลางระหวางเสนขนานคูหนึ่ง  

 ใหสมการ 212 5 0− + =x y C  เม่ือ 2C  เปนจํานวนจริงใด ๆ  เปนเสนตรงท่ีขนานกับ 

 เสนตรงท่ีโจทยกําหนด และอยูหางจากเสนตรงนี้เปนระยะ 4   หนวย 

 จาก  1 2

2 2

C C
d

A B

−
=

+
 

 ในท่ีนี้ 12,A = 5,B = −  1 10C = −   และ 4d =  

 โดยการแทนคา จะได      
( )
( ) ( )

2

2 2

10
4

12 5

C− −
=

+ −
 

210
4

13
C− −

=  

         210 52C− − =  

นั่นคือ         210 52C− − =   หรือ 210 52C+ =  

จะได 2 62C = −  หรือ 2 42C =  
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 ดังนั้น สมการเสนตรงท่ีขนานกันและมีเสนตรง 12 5 10 0x y− − = อยูก่ึงกลางและมี 

 ระยะหาง 8  หนวย คือ 12 5 62 0x y− − =  และ 12 5 42 0x y− + =   

 

แบบฝกหัด 3.2.1  

 

1. วิธีท่ี 1 จากรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม 

 ( ) ( )2 2x h y k− + −  =  2r  

   เนื่องจาก จุดศูนยกลางของวงกลมอยูท่ีจุด ( )3, 2−   

   นั่นคือ แทน h  และ k  ดวย 3−  และ 2  ตามลําดับ 

   จะได ( )( ) ( )2 23 2x y− − + −  =  2r  

 ( ) ( )2 23 2x y+ + −  =  2r  

   เนื่องจากวงกลมผานจุด ( )7, 4   

   นั่นคือแทน x  และ y  ดวย 7  และ 4  ตามลําดับ 

   จะได ( ) ( )2 27 3 4 2+ + −  =  2r  

 2 210 2+  =  2r  

 2r  =  100 4+  

 2r  =  104  

 r  =  2 26  

   ดังนั้น วงกลมนี้มีรัศมียาว 2 26  หนวย  
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 วิธีท่ี 2 เนื่องจาก วงกลมวงนี้มีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( )3,2−  และผานจุด ( )7,4   

   จะไดวา ความยาวของรัศมีของวงกลมนี้หาไดจาก  

     r   = ( ) ( )2 23 7 2 4− − + −   

      = 104  

      = 2 26  

   ดังนั้น วงกลมนี้มีรัศมียาว 2 26  หนวย 

2. วิธีท่ี 1 เนื่องจากวงกลมมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( )4, 3−   

   และมีแกน X  เปนเสนสัมผัส  (นั่นคือ สมการเสนสัมผัสคือ 0y = ) 

   จะไดวา รัศมีของวงกลมนี้ คือระยะหางระหวางจุดศูนยกลาง ( )4, 3−  กับ 

   เสนตรง 0y =   

   นั่นคือ  r  =  ( ) ( )
2 2

0 4 1 3 0

0 1

+ − +

+
 

  r  =  3  

   จากรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม 

 ( ) ( )2 2x h y k− + −  =  2r  

  แทน ,h k  และ r  ดวย 4, 3−  และ 3  ตามลําดับ  

จะได ( ) ( )( )224 3x y− + − −  =  23  

  ( ) ( )2 24 3x y− + +  =  9  

จุดสัมผัสของวงกลมกับเสนตรง 0y =  หาไดโดยแทน y  ดวย 0  ใน ( ) ( )2 24 3 9x y− + + =  

จะได ( ) ( )2 24 0 3x − + +  =  9  

  ( )24 9x − +  =  9  

  ( )24x −  =  0  

  x  =  4  
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ดังนั้น จุดสัมผัสของวงกลมนี้อยูท่ี ( )4, 0  

 วิธีท่ี 2 วาดรูปแสดงวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( )4, 3−  และมีแกน X  เปน 

   เสนสัมผัสไดดังนี้ 

 
 จากรูป  จะไดวาจุดสัมผัสของวงกลมนี้อยูท่ี ( )4, 0   

3. เนื่องจาก วงกลมวงนี้มีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( )3,4  และผานจุด ( )6,8   

 จะไดวา ความยาวของรัศมีของวงกลมนี้หาไดจาก  

     r   = ( ) ( )2 26 3 8 4− + −   

      = 25  
      = 5  

 ดังนั้น วงกลมนี้มีรัศมียาว 5  หนวย 

จะได สมการของวงกลมนี้ คือ ( ) ( )2 23 4 25x y− + − =  

เม่ือแทน x  และ y  ดวย 0  และ 0  ตามลําดับ  

จะได ( ) ( )2 20 3 0 4− + −  =  25  

 

 
   



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 4  เลม 2 591 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 ( ) ( )2 23 4− + −  =  25  

 9 16+  =  25  

 25  =  25  ซ่ึงเปนจริง 

 ดังนั้น จุด ( )0, 0  อยูบนวงกลมนี้ 

4. ให ( ),h k  เปนจุดศูนยกลางของวงกลมนี้  

เนื่องจากจุดปลายของเสนผานศูนยกลางของวงกลมเปน ( )1, 3  และ ( )7, 11    

จะได ( ),h k  เปนจุดก่ึงกลางระหวาง ( )1, 3  และ ( )7, 11    

นั่นคือ 1 7 4
2

h +
= =  

และ 3 11 7
2

k +
= =  

ดังนั้น  จุดศูนยกลางของวงกลมนี้คือ ( )4, 7  

การหาความยาวรัศมีของวงกลมนี้ สามารถทําไดหลายวิธี เชน 

วิธีท่ี 1 หาระยะหางระหวางจุดปลายของเสนผานศูนยกลางของวงกลมนี้ 

  เนื่องจากจุดปลายของเสนผานศูนยกลางคือ ( )1, 3  และ ( )7, 11    

  จะได เสนผานศูนยกลางยาว  

   ( ) ( )2 21 7 3 11 36 64 100 10− + − = + = =  หนวย 

  ดังนั้น  วงกลมนี้มีรัศมียาว 5  หนวย  

วิธีท่ี 2 แทนพิกัดของจุดปลายของเสนผานศูนยกลางจุดใดจุดหนึ่งลงใน 

 ( ) ( )2 24 7x y− + −  =  2r  

 ในท่ีนี้แทน x  และ y  ดวย 1 และ 3  ตามลําดับ 

 จะได ( ) ( )2 21 4 3 7− + −  =  2r  

 ( ) ( )2 23 4− + −  =  2r  
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 2r  =  9 16+  

 2r  =  25  

 r  =  5  

 ดังนั้น  วงกลมนี้มีรัศมียาว 5  หนวย  

 จะไดวา สมการวงกลมนี้ คือ ( ) ( )2 24 7 25x y− + − =    

5. จาก  2 2 2 6 54x y x y+ + − −   =  0  

จะได 2 2 2 6x y x y+ + −  =  54  

 ( ) ( )2 22 1 6 9x x y y+ + + − +  =  64  

 ( ) ( )2 21 3x y+ + −  =  28  

นั่นคือ สมการ 2 2 2 6 54 0x y x y+ + − − =  เขียนใหอยูในรูปแบบมาตรฐาน ไดเปน 

( ) ( )2 2 21 3 8x y+ + − =  ซ่ึงเปนสมการวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( )1, 3−   

และมีรัศมียาว 8  หนวย 

จะไดวา วงกลมท่ีมีรัศมียาวเทากับวงกลมนี้ และมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนิด  

มีสมการเปน 2 2 64x y+ =  

ดังนั้น  ตองเลื่อนขนานกราฟของ 2 2 64x y+ =  ไปทางซาย 1 หนวย  

 และเลื่อนข้ึนบน 3  หนวย จึงจะไดกราฟของ ( ) ( )2 2 21 3 8x y+ + − =  
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6. จาก   ( )22 5x y+ −  =  10  

จะได ( ) ( )2 20 5x y− + −  =  ( )2
10  

เม่ือเทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  

จะได 0, 5h k= =  และ 10r =  

นั่นคือ วงกลมนี้มีรัศมียาว 10  หนวย 

ดังนั้น จากท่ีตนขาวกลาววา วงกลมซ่ึงมีสมการ  มีรัศมียาว  หนวย นั้น  

 ตนขาวเขาใจผิด เพราะจริง ๆ แลววงกลมนี้มีรัศมียาว 10  หนวย  

7. 1) จากกราฟ จะไดวาวงกลมมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( )0, 0  และมีรัศมียาว 3  หนวย 

  ดังนั้น สมการในรูปแบบมาตรฐานของกราฟนี้ คือ 2 2 9x y+ =   

2) จากกราฟ จะไดวาวงกลมมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( )4, 3− −  และมีรัศมียาว 3  หนวย 

  ดังนั้น สมการในรูปแบบมาตรฐานของกราฟนี้ คือ ( ) ( )2 24 3 9x y+ + + =  

2 2( 5) 10x y+ − = 10

 

 
  

 

 



     
     
     

    
 

594 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 4  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

8. 1) จากรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม 

 ( ) ( )2 2x h y k− + −  =  2r  

 แทน ,h k  และ r  ดวย 2, 1−  และ 3  ตามลําดับ  

 จะได ( ) ( )( )222 1x y− + − −  =  23  

  ( ) ( )2 22 1x y− + +  =  9  

 ดังนั้น สมการวงกลมนี้ คือ ( ) ( )2 22 1 9x y− + + =  หรือ 2 2 4 2 4 0x y x y+ − + − =  

  และเขียนวงกลมไดดังนี้ 

 2) จากกราฟ จะไดวาวงกลมมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( )4, 3− −   และมีรัศมียาว 3  หนวย 

 
 2) จากรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม 

 ( ) ( )2 2x h y k− + −  =  2r  

 เนื่องจากจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนิด นั่นคือแทน h  และ k  ดวย 0  และ 0   

 ตามลําดับ 

 จะได ( ) ( )2 20 0x y− + −  =  2r  

 เนื่องจากวงกลมผานจุด ( )7, 4  นั่นคือแทน x  และ y  ดวย 7  และ 4  ตามลําดับ 
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 จะได ( ) ( )2 27 0 4 0− + −  =  2r  

  2 27 4+  =  2r  

  2r  =  49 16+  

  2r  =  65  

  ดังนั้น สมการวงกลมนี้ คือ 2 2 65x y+ =  และเขียนวงกลมไดดังนี้ 

 
 3) จากรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม 

 ( ) ( )2 2x h y k− + −  =  2r  

 เนื่องจากจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( )1,5−  นั่นคือแทน h  และ k  ดวย 1−  และ 5   

 ตามลําดับ 

 จะได ( )( ) ( )2 21 5x y− − + −  =  5  

  ( ) ( )2 21 5x y+ + −  =  5  

 เนื่องจากวงกลมผานจุด ( )4, 6− −  นั่นคือแทน x  และ y  ดวย 4−  และ 6−  ตามลําดับ 
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 จะได ( )( ) ( )( )2 2
4 1 6 5− + + − −  =  5−  

  ( ) ( )2 23 11− + −  =  5−  

  5−  =  9 121+  

  5−  =  130  

 ดังนั้น สมการวงกลมนี้ คือ ( ) ( )2 21 5 130x y+ + − =  หรือ 2 2 2 10 104 0x y x y+ + − − =   

  และเขียนวงกลมไดดังนี้  

 
4) ให ( ),h k  เปนจุดศูนยกลางของวงกลมนี้  

 เนื่องจากจุดปลายของเสนผานศูนยกลางของวงกลมเปน ( )1, 3−  และ ( )7, 5−     

 จะได ( ),h k  เปนจุดก่ึงกลางระหวาง ( )1, 3−  และ ( )7, 5−    

นั่นคือ  ( )1 7
3

2
h

− +
= =  

( )3 5
1

2
k

+ −
= = −  

ดังนั้น  จุดศูนยกลางของวงกลมนี้คือ ( )3, 1−   
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แทนพิกัดของจุดปลายของเสนผานศูนยกลางจุดใดจุดหนึ่งใน 

 ( ) ( )2 23 1x y− + +  =  2r  

 ในท่ีนี้ แทน x  และ y  ดวย 1−  และ 3  ตามลําดับ 

 จะได ( )( ) ( )2 21 3 3 1− − + +  =  2r  

 ( )2 24 4− +  =  2r  

 2r  =  16 16+  

 2r  =  32  

 ดังนั้น สมการวงกลมนี้ คือ ( ) ( )2 23 1 32x y− + + =  หรือ 2 2 6 2 22 0x y x y+ − + − =  

  และเขียนวงกลมไดดังนี้ 

 
5) เนื่องจากวงกลมมีจุดศูนยกลางท่ีจุด ( )7, 3−  และมีแกน X  เปนเสนสมัผัส  

 (นั่นคือ สมการเสนสัมผัสคือ 0y = ) 

 จะไดรัศมีของวงกลมนี้ คือระยะหางระหวางจุดศูนยกลาง ( )7, 3−  กับเสนตรง 0y =  

 นั่นคือ r  =  ( ) ( )
2 2

0 7 1 3 0

0 1

+ − +

+
 

  r  =  3  
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 ดังนั้น สมการวงกลมนี้ คือ ( ) ( )2 27 3 9x y− + + =  หรือ 2 2 14 6 49 0x y x y+ − + + =   

 และเขียนวงกลมไดดังนี้ 

 
 6) ให ( ),h k  เปนจุดศูนยกลางของวงกลมนี้   

 เนื่องจากวงกลมนี้สัมผัสแกน X  และแกน Y  และมีรัศมียาว 5 หนวย   

 จะไดวา ระยะหางระหวางจุดศูนยกลางกับแกน X  และระยะหางระหวาง 

 จุดศูนยกลางกับแกน Y  เทากับ 5 หนวย   

 พิจารณาระยะหางระหวางจุดศูนยกลางกับแกน X  (เสนตรง 0y = ) 

 จะได  ( ) ( )
2 2

0 1 0

0 1

h k+ +

+
 =  5  

   k  =  5  

 เนื่องจากวงกลมอยูในจตุภาคท่ี 1  

 จะได  k  =  5  

 พิจารณาระยะหางระหวางจุดศูนยกลางกับแกน Y  (เสนตรง 0x = ) 
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 จะได  ( ) ( )
2 2

1 0 0

1 0

h k+ +

+
 =  5  

   h  =  5  

 เนื่องจากวงกลมอยูในจตุภาคท่ี 1  

 จะได  h  =  5  

 นั่นคือ จุดศูนยกลางของวงกลมนี้อยูท่ีจุด ( )5, 5  

 ดังนั้น สมการวงกลมนี้ คือ ( ) ( )2 25 5 25x y− + − =  หรือ 2 2 10 10 25 0x y x y+ − − + =  

  และเขียนวงกลมไดดังนี้ 

 
9. 1) จาก ( ) ( )2 22 4x y− + −  =  9  

 จะได  ( ) ( )2 22 4x y− + −  =  23  

 เทียบกับรปูแบบมาตรฐานของสมการวงกลม ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  

 จะได 2, 4h k= =  และ 3r =  

 ดังนั้น วงกลมนี้มีจุดศูนยกลางท่ีจุด ( )2,4  และมีรัศมียาว  3  หนวย   

  เขียนวงกลมไดดังนี้   
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2) จาก  ( )2 22x y− +  =  49  

 จะได  ( )2 22x y− +  =  27  

 เทียบกับรปูแบบมาตรฐานของสมการวงกลม ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  

 จะได 2, 0h k= =  และ 7r =  

 ดังนั้น วงกลมนี้มีจุดศูนยกลางท่ีจุด ( )2, 0  และมีรัศมียาว 7  หนวย   

  เขียนวงกลมไดดังนี้ 
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3) จาก  ( )22 4x y+ −  =  16
25

 

 จะได  ( ) ( )2 20 4x y− + −  =  
24

5
 
 
 

 

 เทียบกับรปูแบบมาตรฐานของสมการวงกลม ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  

 จะได 0, 4h k= =  และ 4
5

r =  

 ดังนั้น วงกลมนี้มีจุดศูนยกลางท่ีจุด ( )0,4  และมีรัศมียาว 4
5

 หนวย   

  เขียนวงกลมไดดังนี้  

 

   

 

 



     
     
     

    
 

602 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 4  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 

4) จาก ( )
2

2 52
2

x y − + + 
 

 =  10  

 จะได  ( )
2

2 52
2

  − + − −  
  

x y  =  ( )2
10  

 เทียบกับรปูแบบมาตรฐานของสมการวงกลม ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  

 จะได 52,
2

h k= = −  และ 10r =  

 ดังนั้น วงกลมนี้มีจุดศูนยกลางท่ีจุด 52,
2

 − 
 

 และมีรัศมียาว 10  หนวย   

  เขียนวงกลมไดดังนี้ 
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10. 1) จาก 2 2 4 2 1x y x y+ + − +  =  0  

 จะได  2 24 2x x y y+ + −  =  1−  

  ( ) ( )2 2 2 24 2 2 1x x y y+ + + − +  =  2 21 2 1− + +  

  ( ) ( )2 22 1x y+ + −  =  4  

  ( ) ( )2 22 1x y+ + −  =  22  

 เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  

 จะได 2, 1h k= − =  และ 2r =  

 ดังนั้น 2 2 4 2 1 0x y x y+ + − + =  เปนสมการวงกลม ท่ีมีจุดศูนยกลางท่ีจุด ( )2, 1−   

  และมีรัศมียาว 2  หนวย  

  

 

  

 

 



     
     
     

    
 

604 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 4  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

2) จาก 2 2x y y+ +  =  0  

  จะได  
2

2 2 1
2

x y y
  + + +     

 =  
210

2
 +  
 

 

   ( )
2

2 10
2

x y − + + 
 

 =  
21

2
 
 
 

 

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  

 จะได 10,
2

h k= = −  และ 1
2

r =  

 ดังนั้น 2 2 0x y y+ + =  เปนสมการวงกลม ท่ีมีจุดศูนยกลางท่ีจุด 10,
2

 − 
 

  

  และมีรัศมียาว 1
2

 หนวย 

3) จาก 2 2 10 4 13x y x y+ + − +  =  0  

  จะได  2 210 4x x y y+ + −  =  13−  

  ( ) ( )2 2 2 210 5 4 2x x y y+ + + − +  =  2 213 5 2− + +  

  ( ) ( )2 25 2x y+ + −  =  16  

  ( ) ( )2 25 2x y+ + −  =  24  

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  

 จะได 5, 2h k= − =  และ 4r =  

 ดังนั้น 2 2 10 4 13 0x y x y+ + − + =  เปนสมการวงกลม ท่ีมีจุดศูนยกลางท่ีจุด ( )5, 2−   

  และมีรัศมียาว 4  หนวย  
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4) จาก 2 2 2 1x y x y+ + + +  =  0  

  จะได  2 2 2x x y y+ + +  =  1−  

  ( )
2

2 2 21 2 1
2

x x y y
  + + + + +     

 =  
2

211 1
2

 − + + 
 

 

  ( )
2

21 1
2

x y + + + 
 

 =  
21

2
 
 
 

 

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  

 จะได 1 , 1
2

h k= − = −  และ 1
2

r =  

 ดังนั้น 2 2 2 1 0x y x y+ + + + =  เปนสมการวงกลม ท่ีมีจุดศูนยกลางท่ีจุด  1 , 1
2

 − − 
 

  

  และมีรัศมียาว 1
2

 หนวย 

5) จาก 2 2 6 2x y x+ + +  =  0  

  จะได  2 26x x y+ +  =  2−  

  ( )2 2 26 3x x y+ + +  =  22 3− +  

  ( ) ( )2 23 0x y+ + −  =  7  

  ( ) ( )2 23 0x y+ + −  =  ( )2
7  

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  

 จะได 3, 0h k= − =  และ 7r =  

ดังนั้น 2 2 6 2 0x y x+ + + =  เปนสมการวงกลม ท่ีมีจุดศูนยกลางท่ีจุด ( )3, 0−   

และมีรัศมียาว 7  หนวย   
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6) จาก 2 2 1 1 1
2 2 8

x y x y+ − + −  =  0  

  จะได  2 21 1
2 2

x x y y− + +  =  1
8

 

 
2 2

2 21 1 1 1
2 4 2 4

x x y y
      − + + + +               

 =  
2 21 1 1

8 4 4
   + +   
   

 

  
2 21 1

4 4
x y   − + +   

   
 =  1 1 1

8 16 16
+ +  

  
2 21 1

4 4
x y   − + +   

   
 =  

21
2

 
 
 

 

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  

 จะได 1 1,
4 4

h k= = −  และ 1
2

r =  

  ดังนั้น 2 2 1 1 1 0
2 2 8

x y x y+ − + − =  เปนสมการวงกลม ท่ีมีจุดศูนยกลางท่ีจุด 

  1 1,
4 4

 − 
 

 และมีรัศมียาว 1
2

 หนวย 

11. เนื่องจากวงกลมมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( )1, 1−  และสัมผัสกับเสนตรง 3 2 18 0x y− + =  

จะได รัศมีของวงกลมนี้ คือระยะหางระหวางจุดศูนยกลาง ( )1, 1−  กับเสนตรง 

3 2 18 0x y− + =  

นั่นคือ  r  =  ( )( ) ( )( )
( )22

3 1 2 1 18

3 2

− + − +

+ −
 

  r  =  13  

 ดังนั้น สมการวงกลมนี้ คือ ( ) ( )2 21 1 13x y+ + − =    

12. จาก 2 2x y+  =  4       

เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  

จะได 0, 0h k= =  และ 2r =  
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 นั่นคือ 2 2 4x y+ =  เปนสมการวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางท่ีจุด ( )0, 0  และมีรัศมียาว 2  หนวย 

จาก 2 2 4 12x y y+ − −  =  0  

จะได ( )2 2 24 2x y y+ − +  =  212 2+  

 ( )22 2x y+ −  =  16  

เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  

จะได 0, 2h k= =  และ 4r =  

นั่นคือ 2 2 4 12 0x y y+ − − =  เปนสมการวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางท่ีจุด ( )0, 2  และมีรัศมี

ยาว 4  หนวย 

 เขียนวงกลมท้ังสองไดดังนี้ 

 
 จากรูป จะไดพ้ืนท่ีท่ีตองการ คือ  ( ) ( )2 24 2 12π π π− =  ตารางหนวย 
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13. จาก  2 2 10x y x+ −  =  0  

จะได  ( )2 210x x y− +  =  0  

  ( )2 210 25x x y− + +  =  25  

  ( )2 25x y− +  =  25  

 นั่นคือ 2 2 10 0x y x+ − =  เปนสมการวงกลมมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( )5, 0   

 และมีรัศมียาว 5  หนวย 

พิจารณาเสนตรง  4 3x y+   =  20   

 หาจุดตัดแกน X  โดยแทน y  ดวย 0  ใน 4 3 20x y+ =  จะได 5x =   

 หาจุดตัดแกน Y  โดยแทน x  ดวย 0  ใน 4 3 20x y+ =  จะได 20
3

y =  

 เขียนกราฟไดดังนี้ 
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 จะเห็นวา เสนตรง 4 3 20x y+ =  ผานจุด ( )5, 0  ซ่ึงเปนจุดศูนยกลางของวงกลม  

 ดังนั้น เสนสัมผัสท้ังสองของวงกลมนี้ ณ จุดท่ีวงกลมตัดเสนตรง 4 3 20x y+ =  

 จะตั้งฉากกับเสนตรงนี้ 

จาก 4 3x y+  =  20  

จะได y  =  4 20
3 3

x− +  

นั่นคือ ความชันของเสนตรง 4 3 20x y+ =  คือ 4
3

−  

ดังนั้น ความชันของเสนสัมผัสของวงกลม คือ 3
4

 

จะได สมการของเสนสัมผัสของวงกลม จะอยูในรูป 3
4

y x c= +  หรือ 3 4 4 0x y c− + =   

เนื่องจากเสนสัมผัสจะอยูหางจากจุดศูนยกลางของวงกลมเทากับความยาวของรัศมีของวงกลม 

จะได  ( ) ( )( )
( )22

3 5 4 0 4

3 4

c+ − +

+ −
 =  5  

  15 4
5

c+  =  5  

  15 4c+  =  25  

  15 4c+  =  25  

นั่นคือ  15 4c+  =  25   หรือ  15 4c+  =  25−  

จะได  c  =  5
2

  หรือ  c  =  10−  

ดังนั้น สมการเสนสัมผัสของวงกลม 2 2 10 0x y x+ − =   ณ จุดท่ีวงกลมตัดเสนตรง 4 3 20x y+ =  

คือ 3 5
4 2

y x= +  และ 3 10
4

y x= −   
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14. 1) กําหนดให จุดศูนยกลางของโลกเปนจุดศูนยกลางของวงโคจร   

  โดยท่ี จุดศูนยกลางของโลกและจุดศูนยกลางของวงโคจรอยูท่ีจุด ( )0, 0  

  เนื่องจากโลกมีลักษณะเปนทรงกลมท่ีมีรัศมียาวประมาณ 6,400  กิโลเมตร และ

ดาวเทียมไทยคมมีความสูงจากพ้ืนโลกประมาณ 35,800  กิโลเมตร 

  นั่นคือ ดาวเทียมไทยคมอยูหางจากจุดศูนยกลางของโลก 35,800 6,400 42,200+ =  กิโลเมตร 

  แทน ,h k  และ r  ดวย 0, 0  และ 42,200  ตามลําดับ ใน ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  

 จะได ( ) ( )2 20 0x y− + −  =  242,200  

    2 2x y+  =  242,200  

  ดังนั้น สมการของวงโคจรของดาวเทียมไทยคม คือ 2 2 242,200x y+ =  ด  

 2) เขียนกราฟไดดังนี้ 

 

 หมายเหตุ เสนสีน้ําเงินแทนโลก และเสนสีฟาแทนวงโคจรของดาวเทียมไทยคม 
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15. จากรูป 

 
และเนื่องจาก 1 หนวย ในรูปแทนระยะทาง 2  กิโลเมตร 

จะได เสาสัญญาณโทรศัพทตนท่ีหนึ่งและสองอยูท่ีจุด ( )6, 0  และ ( )4, 6−  ตามลําดับ  

ซ่ึงเปนจุดศูนยกลางของการปลอยสัญญาณ และปูนปนอยูท่ีจุด ( )2, 2− −  

เนื่องจาก เสาสัญญาณโทรศัพทแตละตนปลอยสัญญาณออกจากจุดศูนยกลางได 

ไกลท่ีสุด 7  กิโลเมตร  

ดังนั้น  สมการวงกลมท่ีแทนขอบเขตการปลอยสัญญาณโทรศัพทของเสาตนท่ีหนึ่งและเสา

ตนท่ีสอง คือ ( ) ( )2 24 6 49x y+ + − =   และ ( )2 26 49x y− + =   

 ตามลําดับ ดังรูป 
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1) เนื่องจากปูนปนจะตองเดินไปทางทิศตะวันออก แสดงวา ปูนปนตองเดินในแนว 

 เสนตรง 2y = −  ไปทางขวา นั่นคือตองการหาจุดตัดระหวางเสนตรง 2y = −   

 และวงกลม ( )2 26 49x y− + =   

 แทน y  ดวย 2−  ใน ( )2 26 49x y− + =  

 จะได ( ) ( )2 26 2x − + −  =  49  

    2 12 36 4x x− + +  =  49  

    2 12 9x x− −  =  0  

    x  =  ( ) ( ) ( )( )
( )

212 12 4 1 9
2 1

− − ± − − −  

    x  =  12 180
2

±  

    x  =  6 3 5±  

  นั่นคือ จุดตัดระหวางเสนตรง 2y = −  และวงกลม ( )2 26 49x y− + =  

 คือ ( )6 3 5, 2± −  

 เนื่องจาก ปูนปนอยูใกลจุด ( )6 3 5, 2− −  มากกวาจุด ( )6 3 5, 2+ −  

 ดังนั้น ปูนปนจะตองเดินไปทางทิศตะวันออกเปนระยะทางอยางนอย 

  ( )6 3 5 2 8 3 5− − − = −  กิโลเมตร หรือประมาณ 1.29 กิโลเมตร จึงจะมี 

  สัญญาณโทรศัพท 

 2) พิจารณาเสาสัญญาณโทรศัพทตนท่ีหนึ่ง 

  จะไดระยะทางระหวางจุด ( )4, 6−  และ ( )2, 2− −  คือ ( ) ( )2 24 2 6 2 68− + + + =  

  นั่นคือ ระยะทางท่ีสั้นท่ีสุดท่ีปูนปนจะเดินไปยังตําแหนงท่ีมีสัญญาณโทรศัพทจาก 

  เสาตนท่ีหนึ่ง  คือ 68 7−  กิโลเมตร 

  พิจารณาเสาสัญญาณโทรศัพทตนท่ีสอง 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

  จะไดระยะทางระหวางจุด ( )6, 0  และ ( )2, 2− −  คือ ( ) ( )2 26 2 0 2 68+ + + =  

  นั่นคือ ระยะทางท่ีสั้นท่ีสุดท่ีปูนปนจะเดินไปยังตําแหนงท่ีมีสัญญาณโทรศัพทจาก 

  เสาตนท่ีสอง  คือ 68 7−  กิโลเมตร 

  จะเห็นวา ระยะทางท่ีสั้นท่ีสุดท่ีปูนปนจะเดินไปยังตําแหนงท่ีมีสัญญาณโทรศัพท 

  จากเสาตนท่ีหนึ่งและเสาตนท่ีสองเทากัน 

  ดังนั้น  ระยะทางท่ีสั้นท่ีสุดท่ีปูนปนจะเดินไปยังตําแหนงท่ีมีสัญญาณโทรศัพท คือ  

  68 7−  กิโลเมตร หรือประมาณ 1.25  กิโลเมตร 

 

แบบฝกหัด 3.2.2  

1. 1) จาก  
2 2

1
9 25
x y

+ =   เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงรี 
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  

จะไดวา 2 225, 9a b= =  นั่นคือ 5, 3a b= =  

เนื่องจากพจน 2a  เปนตัวสวนของพจน 2y  

จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน Y   

ถาใหโฟกัสของวงรี คือ ( )0, c−   และ ( )0, c  เม่ือ 0c >   

จะไดวา 2 2 2 25 9 16c a b= − = − =  นั่นคือ 4c =  

 ดังนั้น จุดยอดคือ ( )0, 5−   และ ( )0, 5  โฟกัสของวงรีคือ ( )0, 4−  และ ( )0, 4  

  ความเยื้องศูนยกลางคือ 4
5

      แกนเอกมีความยาว 10  หนวย 

  แกนโทมีความยาว 6  หนวย    และเขียนวงรีไดดังนี้ 



     
     
     

    
 

614 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 4  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 

 2) จาก  
2 2

1
25 9
x y

+ =   เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงรี 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

จะไดวา 2 225, 9a b= =  นั่นคือ 5, 3a b= =   

เนื่องจากพจน 2a  เปนตัวสวนของพจน 2x  

จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน X   

ถาใหโฟกัสของวงรี คือ ( ), 0c−   และ ( ), 0c   เม่ือ 0c >   

จะไดวา 2 2 2 25 9 16c a b= − = − =  นั่นคือ 4c− =  

 ดังนั้น จุดยอดคือ ( )5, 0−   และ ( )5, 0  โฟกัสของวงรีคือ ( )4, 0−  และ ( )4, 0  

  ความเยื้องศูนยกลางคือ 4
5

    แกนเอกมีความยาว 10  หนวย 

  แกนโทมีความยาว 6  หนวย    และเขียนวงรีไดดังนี้ 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 
 3) ระยะทางระหวางจุด ( )2,5  และ ( )9,5  คือ 2 9−  =  7  หนวย  

 จาก   2 29 4x y+  =  36  

 จะได  
2 29 4

36 36
x y

+  =  36
36

 

   
2 2

4 9
x y

+  =  1 

 เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงรี 
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  

จะไดวา 2 29, 4a b= =  นั่นคือ 3, 2a b= =  

เนื่องจากพจน 2a  เปนตัวสวนของพจน 2y  

จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน Y   

ถาใหโฟกัสของวงรี คือ ( )0, c−   และ ( )0, c  เม่ือ 0c >   

จะไดวา 2 2 2 9 4 5c a b= − = − =  นั่นคือ 5c =   

 ดังนั้น จุดยอดคือ ( )0, 3−   และ ( )0, 3  โฟกัสของวงรีคือ ( )0, 5−  และ ( )0, 5  

  ความเยื้องศูนยกลางคือ 5
3

    แกนเอกมีความยาว 6  หนวย 

  แกนโทมีความยาว 4  หนวย      และเขียนวงรีไดดังนี้ 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 
4) จาก   2 24 25x y+  =  100  

 จะได  
2 24 25

100 100
x y

+  =  100
100

 

   
2 2

25 4
x y

+  =  1 

 เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงรี 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

จะไดวา 2 225, 4a b= =  นั่นคือ 5, 2a b= =   

เนื่องจากพจน 2a  เปนตัวสวนของพจน 4−  

จะไดวาแกนเอกของวงรีอยูบนแกน X   

ถาใหโฟกัสของวงรี คือ ( )0, c−   และ ( )0, 5   เม่ือ 0c >   

จะไดวา 2 2 2 25 4 21c a b= − = − =  นั่นคือ 21c =  

 ดังนั้น จุดยอดคือ ( )5, 0−   และ ( )5, 0  โฟกัสของวงรีคือ ( )21, 0−  และ ( )21, 0  

  ความเยื้องศูนยกลางคือ 21
5

    แกนเอกมีความยาว 10  หนวย 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

  แกนโทมีความยาว 4  หนวย   และเขียนวงรีไดดังนี้  

 
5) จาก   2 24x y+  =  16  

 จะได  
2 24

16 16
x y

+  =  16
16

 

   
2 2

16 4
x y

+  =  1 

 เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงรี 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

จะไดวา 2 216, 4a b= =  นั่นคือ 4, 2a b= =   

เนื่องจากพจน 2a  เปนตัวสวนของพจน 3−  

จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน X   

ถาใหโฟกัสของวงรี คือ ( ), 0c−  และ ( ), 0c   เม่ือ 0c >   

จะไดวา 2 2 2 16 4 12c a b= − = − =  นั่นคือ 12c =   

 ดังนั้น จุดยอดคือ ( )4, 0−  และ ( )4, 0  โฟกัสของวงรีคือ ( )12, 0−  และ  

  ความเยื้องศูนยกลางคือ 3
2

     แกนเอกมีความยาว 8  หนวย 

  แกนโทมีความยาว 4  หนวย    และเขียนวงรีไดดังนี้ 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 
6) จาก   2 24x y+  =  16  

 จะได  
2 24

16 16
x y

+  =  16
16

 

   
2 2

4 16
x y

+  =  1 

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงรี  
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  

จะไดวา 2 216, 4a b= =  นั่นคือ 4, 2a b= =  

เนื่องจากพจน 2a  เปนตัวสวนของพจน 2y  

จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน Y   

ถาใหโฟกัสของวงรี คือ ( )0, c−  และ ( )0, c  เม่ือ 0c >   

จะไดวา 2 2 2 16 4 12c a b= − = − =  นั่นคือ 12c =   

 ดังนั้น จุดยอดคือ ( )0, 4−  และ ( )0, 4  โฟกัสของวงรีคือ ( )0, 12−  และ ( )0, 12  

  ความเยื้องศูนยกลางคือ 3
2

    แกนเอกมีความยาว 8  หนวย 

  แกนโทมีความยาว 4  หนวย    และเขียนวงรีไดดังนี้    
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 
7) จาก    2 22x y+  =  3  

 จะได  
2 22

3 3
x y

+  =  3
3

 

   
2 2

3 3
2

x y
+  =  1 

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงรี 
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  

จะไดวา 2 2 33,
2

a b= =  นั่นคือ 3 63,
2 2

a b= = =  

เนื่องจาก พจน 2a  เปนตัวสวนของพจน 2y  

จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน Y   

ถาใหโฟกัสของวงรี คือ ( )0, c−  และ ( )0, c  เม่ือ 0c >   

จะไดวา 2 2 2 3 33
2 2

c a b= − = − =  นั่นคือ 3 6
2 2

c = =  

 ดังนั้น จุดยอดคือ ( )0, 3−  และ ( )0, 3   
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

  โฟกัสของวงรีคือ 60,
2

 
−  

 
 และ 60,

2
 
  
 

 

  ความเยื้องศูนยกลางคือ 2
2

  แกนเอกมีความยาว 2 3  หนวย 

  แกนโทมีความยาว 6  หนวย   และเขียนวงรีไดดังนี้ 

 
8) จาก   2 25 6x y+  =  30 

 จะได  
2 25 6

30 30
x y

+  =  30
30

  

   
2 2

6 5
x y

+  =  1 

 เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงรี 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

จะไดวา 2 26, 5a b= =  นั่นคือ 6, 5a b= =   

เนื่องจาก พจน 2a  เปนตัวสวนของพจน 2x  

จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน X   

ถาใหโฟกัสของวงรี คือ ( ), 0c−   และ ( ), 0c  เม่ือ 0c >   
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

จะไดวา 2 2 2 6 5 1c a b= − = − =  นั่นคือ 1c =  

 ดังนั้น จุดยอดคือ ( )6, 0−  และ ( )6, 0   

  โฟกัสของวงรีคือ ( )1, 0−   และ ( )1, 0  

  ความเยื้องศูนยกลางคือ 6
6

   แกนเอกมีความยาว 2 6  หนวย 

  แกนโทมีความยาว 2 5  หนวย   และเขียนวงรีไดดังนี้ 

 
9) จาก   2 24x y+   =  1 

 จะได  
2 2

11
4

x y
+  =  1 

 เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงรี 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

จะไดวา 2 2 11,
4

a b= =  นั่นคือ 11,
2

a b= =   

เนื่องจาก พจน 2a  เปนตัวสวนของพจน 2x  

จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน X   

ถาใหโฟกัสของวงรี คือ ( ), 0c−  และ ( ), 0c  เม่ือ 0c >   
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

จะไดวา 2 2 2 1 31
4 4

c a b= − = − =  นั่นคือ 3 3
4 2

c = =  

 ดังนั้น จุดยอดคือ ( )1, 0−  และ ( )1, 0   

  โฟกัสของวงรีคือ 3 , 0
2

 
−  
 

 และ 3 , 0
2

 
  
 

 

  ความเยื้องศูนยกลางคือ 3
2

    แกนเอกมีความยาว 2  หนวย 

  แกนโทมีความยาว 1 หนวย    และเขียนวงรีไดดังนี้ 

 
10) จาก   2 29 4x y+  =  1 

 จะได  
2 2

1 1
9 4

x y
+  =  1 

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงรี 
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  

จะไดวา 2 21 1,
4 9

a b= =  นั่นคือ 1 1,
2 3

a b= =  

เนื่องจาก พจน 2a  เปนตัวสวนของพจน 2y  

จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน Y   

ถาใหโฟกัสของวงรี คือ ( )0, c−  และ ( )0, c  เม่ือ 0c >   

จะไดวา 2 2 2 1 1 9 4 5
4 9 36 36

c a b −
= − = − = =  นั่นคือ 5

6
c =  
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 ดังนั้น จุดยอดคือ 10,
2

 − 
 

 และ 10,
2

 
 
 

 

  โฟกัสของวงรีคือ 50,
6

 
−  

 
 และ 50,

6
 
  
 

 

  ความเยื้องศูนยกลางคือ 5
3

    แกนเอกมีความยาว  1  หนวย 

  แกนโทมีความยาว 2
3

 หนวย   และเขียนวงรีไดดังนี้ 

 

11) จาก   2 21 1
2 8

x y+  =  1
4

 

 จะได  2 21 14 4
2 8

x y   +   
   

 =  14
4

 
 
 

 

   2 212
2

x y+  =  1 

   
2 2

1 2
2

x y
+  =  1 

 เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงรี 
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  
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จะไดวา 2 2 12,
2

a b= =  นั่นคือ 1 22,
2 2

a b= = =  

เนื่องจาก พจน 2a  เปนตัวสวนของพจน 2y  

จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน Y   

ถาใหโฟกัสของวงรี คือ ( )0, c−  และ ( )0, c   เม่ือ 0c >   

จะไดวา 2 2 2 1 32
2 2

c a b= − = − =  นั่นคือ 3 6
2 2

c = =  

 ดังนั้น จุดยอดคือ ( )0, 2−  และ ( )0, 2   

  โฟกัสของวงรีคือ 60,
2

 
−  

 
 และ 60,

2
 
  
 

 

  ความเยื้องศูนยกลางคือ 3
2

    แกนเอกมีความยาว 2 2  หนวย 

  แกนโทมีความยาว 2  หนวย   และเขียนวงรีไดดังนี้ 
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12) จาก   2x   =  24 2y−  

 จะได  2 22x y+  =  4  

   
2 22

4 4
x y

+  =  4
4

 

   
2 2

4 2
x y

+  =  1 

 เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงรี 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

จะไดวา 2 24, 2a b= =  นั่นคือ 2, 2a b= =   

เนื่องจาก พจน 2a  เปนตัวสวนของพจน 2x  

จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน X   

ถาใหโฟกัสของวงรี คือ ( ), 0c−  และ ( ), 0c  เม่ือ 0c >   

จะไดวา 2 2 2 4 2 2c a b= − = − =  นั่นคือ 2c =   

 ดังนั้น จุดยอดคือ ( )2, 0−  และ ( )2, 0  โฟกัสของวงรีคือ ( )2, 0−  และ ( )2, 0  

  ความเยื้องศูนยกลางคือ 2
2

    แกนเอกมีความยาว  4 หนวย 

  แกนโทมีความยาว 2 2  หนวย    และเขียนวงรีไดดังนี้ 
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13) จาก   2y  =  21 2x−  

 จะได  2 22x y+  =  1 

   
2 2

1 1
2

x y
+  =  1 

 เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงรี 
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  

จะไดวา 2 2 11,
2

a b= =  นั่นคือ 1 21,
2 2

a b= = =  

เนื่องจาก พจน 2a  เปนตัวสวนของพจน 2y  

จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน Y   

ถาใหโฟกัสของวงรี คือ ( )0, c−  และ ( )0, c   เม่ือ 0c >   

จะไดวา 2 2 2 1 11
2 2

c a b= − = − =  นั่นคือ 2
2

c =  

 ดังนั้น จุดยอดคือ ( )0, 1−   และ ( )0, 1    

  โฟกัสของวงรีคือ 20,
2

 
−  

 
 และ 20,

2
 
  
 

 

  ความเยื้องศูนยกลางคือ 2
2

    แกนเอกมีความยาว 2  หนวย 

  แกนโทมีความยาว 2  หนวย    และเขียนวงรีไดดังนี้ 
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14) จาก   2 220 4x y+  =  5  

 จะได  
2 220 4

5 5
x y

+  =  5
5

 

   
2

2 44
5
yx +  =  1 

   
2 2

1 5
4 4

x y
+  =  1 

 เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงรี 
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  

จะไดวา 2 25 1,
4 4

a b= =  นั่นคือ 5 1,
2 2

a b= =  

เนื่องจาก พจน 2a  เปนตัวสวนของพจน 2y  

จะไดวา แกนเอกจึงอยูบนแกน Y   

ถาใหโฟกัสของวงรี คือ ( )0, c−  และ ( )0, c  เม่ือ 0c >   
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จะไดวา 2 2 2 5 1 1
4 4

c a b= − = − =  นั่นคือ 1c =  

 ดังนั้น จุดยอดคือ 50,
2

 
−  

 
 และ 50,

2
 
  
 

  

  โฟกัสของวงรีคือ ( )0, 1−  และ ( )0, 1  

  ความเยื้องศูนยกลางคือ 2 5
5

 แกนเอกมีความยาว 5  หนวย 

  แกนโทมีความยาว 1 หนวย  และเขียนวงรีไดดังนี้ 

 
2. 1) จากกราฟท่ีกําหนดให  จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน X   

  นั่นคือ วงรีนี้มีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =   

  โดยท่ี 5a =  และ 4b =  

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ 
2 2

1
25 16
x y

+ =   
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 2) จากกราฟท่ีกําหนดให  จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน Y   

  นั่นคือ วงรีนี้มีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน  
2 2

2 2 1x y
b a

+ =    

  โดยท่ี 4a =  และ 3c =  

เนื่องจาก 2 2 2c a b= −    

จะได 2 2 2 2 24 3 16 9 7b a c= − = − = − =   

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ  
2 2

1
7 16
x y

+ =   

 3) จากกราฟท่ีกําหนดให  จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน Y   

  นั่นคือ วงรีนี้มีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน  
2 2

2 2 1x y
b a

+ =   

  โดยท่ี 2b =  และ 2c =  

เนื่องจาก 2 2 2c a b= −    

จะได 2 2 2 2 22 2 4 4 8a c b= + = + = + =   

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ  
2 2

1
4 8
x y

+ =   

 4) จากกราฟท่ีกําหนดให  จะไดวา แกนเอกของวงรีอยูบนแกน X  

  นั่นคือ วงรีนี้มีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =   

  โดยท่ี 16a =  และมีจุด ( )8, 6 อยูบนกราฟ  

  แทน  x  และ y  ดวย 8 และ 6 ตามลําดับ   

 จะได 
2 2

2 2
8 6

16 b
+  =  1 

   
2

64 36
256 b

+  =  1 

   
2

1 36
4 b
+  =  1  
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

   
2

36
b

 =  11
4

−  

   
2

36
b

 =  3
4

 

   2b  =  36 4
3
×  

   2b  =  48  

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ  
2 2

1
256 48
x y

+ =   

3. 1) จากโฟกัส ( ) ( )4, 0 , 4, 0−  และจุดยอด ( ) ( )5, 0 , 5, 0−  

  จะได 5, 4a c= =  และแกนเอกของวงรีอยูบนแกน X   

  ซ่ึงมีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

เนื่องจาก 2 2 2c a b= −    

จะได 2 2 2 2 25 4 25 16 9b a c= − = − = − =   

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ  
2 2

1
25 9
x y

+ =  

 2) จากโฟกัส ( ) ( )0, 3 , 0, 3−  และจุดยอด ( ) ( )0, 5 , 0, 5−  

  จะได 5, 3a c= =  และแกนเอกของวงรีอยูบนแกน Y   

  ซ่ึงมีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน  
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  

เนื่องจาก 2 2 2c a b= −   

จะได 2 2 2 2 25 3 25 9 16b a c= − = − = − =   

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ  
2 2

1
16 25
x y

+ =  

 3) จากแกนเอกยาว 4 หนวย  แกนโทยาว 2 หนวย  และโฟกัสอยูบนแกน Y  

  จะได 2 4, 2 2a b= =  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน  
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  
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  นั่นคือ 2a =  และ 1b =  

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ 
2

2 1
4
yx + =  

 4) จากแกนเอกยาว 6 หนวย  แกนโทยาว 4 หนวย  และโฟกัสอยูบนแกน X  

  จะได 2 6, 2 4a b= =  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

  นั่นคือ 3a =  และ 2b =  

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ  
2 2

1
9 4
x y

+ =  

 5) จากโฟกัส คือ ( ) ( )0, 2 , 0, 2−  และแกนโทยาว 6 หนวย   

  จะได 2, 2 6c b= =  และแกนเอกของวงรีอยูบนแกน Y   

  นั่นคือ 3b =  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน  
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  

เนื่องจาก 2 2 2c a b= −    

จะได 2 2 2 2 22 3 4 9 13a c b= + = + = + =   

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ 
2 2

1
9 13
x y

+ =  

 6) จากโฟกัส คือ ( ) ( )5, 0 , 5, 0−  และแกนเอกยาว 12 หนวย   

  จะได 5, 2 12c a= =  และแกนเอกของวงรีอยูบนแกน X   

  นั่นคือ 6a =  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

เนื่องจาก 2 2 2c a b= −    

จะได 2 2 2 2 26 5 36 25 11b a c= − = − = − =   

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ 
2 2

1
36 11
x y

+ =  
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 7) จากจุดปลายแกนเอก ( ) ( )10, 0 , 10, 0−   

  และระยะหางระหวางโฟกัสเทากับ  6  หนวย 

  จะได 10, 2 6a c= =  และแกนเอกของวงรีอยูบนแกน X   

  นั่นคือ 3c =  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

เนื่องจาก 2 2 2c a b= −    

จะได 2 2 2 2 210 3 100 9 91b a c= − = − = − =   

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ  
2 2

1
100 91
x y

+ =  

 8) จากจุดปลายแกนโท ( ) ( )0, 3 , 0, 3−   

  และระยะหางระหวางโฟกัสเทากับ 8  หนวย 

  จะได 3, 2 8b c= =  และแกนโทของวงรีอยูบนแกน Y  

  นั่นคือ 4c =  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

เนื่องจาก 2 2 2c a b= −    

จะได 2 2 2 2 24 3 16 9 25a c b= + = + = + =   

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ  
2 2

1
25 9
x y

+ =  

 9) จากแกนเอกยาว 10 หนวย  โฟกัสอยูบนแกน X  และวงรีผานจุด ( )5, 2   

  จะได 2 10a =  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

  แทน ,a x  และ y  ดวย 5, 5  และ 2  ตามลําดับ ใน 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

 จะได ( )2
2

2 2

5 2
5 b

+  =  1 

   
2

5 4
25 b

+  =  1 
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2

4
b

 =  11
5

−  

   
2

4
b

 =  4
5

 

   2b  =  4 5
4
×  

   2b  =  5  

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ 
2 2

1
25 5
x y

+ =  

 10) จากความเยื้องศูนยกลางเทากับ 1
9

 และโฟกัส คือ ( ) ( )0, 2 , 0, 2−   

  จะได 2c =  และแกนเอกของวงรีอยูบนแกน Y   

  นั่นคือมีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน  
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  

  ให 1
9

e =  และจาก 2c =  

 จะได 1
9

 =  2
a

   (ความเยื้องศูนยกลาง ce
a

= ) 

   a   =  18     

เนื่องจาก 2 2 2c a b= −    

จะได 2 2 2 2 218 2 324 4 320b a c= − = − = − =   

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ  
2 2

1
320 324
x y

+ =  

 11) จากความเยื้องศูนยกลางเทากับ 0.8 และโฟกัส คือ ( ) ( )1.5, 0 , 1.5, 0−   

  จะได 1.5c =  และแกนเอกของวงรีอยูบนแกน X   

  นั่นคือมีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน  
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  

  ให 80.8
10

e = =  และจาก 51.5
10

c 1
= =  
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 จะได 8
10

 =  
5

10
a

1

   (ความเยื้องศูนยกลาง ce
a

= ) 

   a  =  5 0
10 8
1 1

×     

   a  =  5
8
1     

เนื่องจาก 2 2 2c a b= −    

จะได 
2 2

2 2 2 5 3 225 9 81
8 2 64 4 64

b a c 1   = − = − = − =   
   

   

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ 
2 264 64 1

225 81
x y

+ =   

 12) จากความเยื้องศูนยกลางเทากับ 3
2

 โฟกัสอยูบนแกน Y  และแกนเอกยาว 4 หนวย  

  จะได 32 4,
2

ca
a

= =  นั่นคือ 2, 3a c= =  และแกนเอกของวงรีอยูบนแกน Y   

  นั่นคือ  มีสมการรูปแบบมาตรฐานเปน  
2 2

2 2 1x y
b a

+ =  

เนื่องจาก 2 2 2c a b= −    

จะได 
22 2 2 22 3 4 3 1b a c= − = − = − =   

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ 
2

2 1
4
yx + =   
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4. จากโจทย จะไดวา 

 
เนื่องจากผลรวมของระยะทางจากจุดท่ีอยูใกลโฟกัสจุดหนึ่งมากท่ีสุด (perihelion)  

และจุดท่ีอยูไกลโฟกัสจุดนั้นมากท่ีสุด (aphelion) คือ ความยาวแกนเอกของวงรี ( )2a  

 จะได  2a  =  ( ) 81.47 1.53 10+ ×  

   a  =  81.5 10×  

เนื่องจาก จุดกําเนิดอยูท่ีจุดศูนยกลางของวงโคจร  

 จะได  c  =  ( ) 81.5 1.47 10− ×  

   c  =  80.03 10×  

 เนื่องจาก 2 2 2c a b= −  

 จะได  2b  =  2 2a c−  

    =  ( ) ( )2 28 81.5 10 0.03 10× − ×  

    =  ( ) ( )22 2 81.5 0.03 10− ×  

    =  ( ) 162.25 0.0009 10− ×  

 

 

 
 

 

perihelion aphelion 



     
     
     

    
 

636 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 4  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

    =  162.2491 10×  

 ดังนั้น สมการของวงโคจรของโลกรอบดวงอาทิตย คือ 
2 2

16 16 1
2.25 10 2.2491 10

x y
+ =

× ×
 

5. เนื่องจาก ดาวพลูโตโคจรรอบดวงอาทิตยเปนวงรีท่ีมีความเยื้องศูนยกลางมากท่ีสุดประมาณ 0.25  

 จะไดวา 0.25c
a
=   นั่นคือ 0.25c a=  

 เนื่องจากแกนโทของวงโคจรยาวประมาณ 101 10×  กิโลเมตร   

 จะไดวา 102 1 10b = ×   นั่นคือ 95 10b = ×  

 เนื่องจาก 2 2 2c a b= −    

 จะได  2a  =  2 2b c+  

   2a  =  ( ) ( )
2 295 10 0.25a× +  

   2a  =  18 225 10 0.0625a× +  

   20.9375a  =  1825 10×  

   2a  =  
1825 10

0.9375
×  

   2a  ≈  1826.67 10×  

   a  ≈  95.16 10×  

 นั่นคือ ( )9 90.25 5.16 10 1.29 10c ≈ × = ×  

 ดังนั้น ระยะทางระหวางดาวพลูโตกับดวงอาทิตยท่ี  perihelion  คือ

( ) 9 95.16 1.29 10 3.87 10− × = ×  กิโลเมตร 

และระยะทางระหวางดาวพลูโตกับดวงอาทิตยท่ี  aphelion  คือ

( ) 9 95.16 1.29 10 6.45 10+ × = ×  กิโลเมตร 
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แบบฝกหัด 3.2.3  

 

1. 1) จาก       y  =  24x  

  จะได 2x  =  1
4

y  

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา 2 4x py=  

จะไดวา 14
4

p=  หรือ 1
16

p =  

 ดังนั้น โฟกัสของพาราโบลาคือ 10,
16

 
 
 

  

  ไดเรกตริกซคือ 1
16

y = −  

  เลตัสเรกตัมยาว 1
4

 หนวย  

 เนื่องจาก 0p >   ดังนั้น  พาราโบลาเปนเสนโคงหงายข้ึน  

  และเขียนพาราโบลาไดดังนี้   
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 2) จาก    x  =  2y  

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา 2 4y px=   

จะไดวา 4 1p=  หรือ 1
4

p =  

 ดังนั้น โฟกัสของพาราโบลาคือ 1 , 0
4

 
 
 

  

  ไดเรกตริกซคือ 1
4

x = −  

  เลตัสเรกตัมยาว 1 หนวย  

 เนื่องจาก 0p >    ดังนั้น  พาราโบลาเปนเสนโคงเปดไปทางดานขวา  

 และเขียนพาราโบลาไดดังนี้ 
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 3) จาก  2x  =  9y  

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา 2 4x py=  

จะไดวา 4 9p=  หรือ 9
4

p =  

 ดังนั้น โฟกัสของพาราโบลาคือ 90,
4

 
 
 

  

  ไดเรกตริกซคือ 9
4

y = −  

  เลตัสเรกตัมยาว 9  หนวย  

 เนื่องจาก 0p >   ดังนั้น  พาราโบลาเปนเสนโคงหงายข้ึน   

 และเขียนพาราโบลาไดดังนี้  
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 4) จาก   2y  =  2x−  

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา 2 4y px=  

จะไดวา 4 2p= −  หรือ 1
2

p = −  

 ดังนั้น โฟกัสของพาราโบลาคือ 1 , 0
2

 − 
 

  

  ไดเรกตริกซคือ 1
2

x =  

  เลตัสเรกตัมยาว 2  หนวย  

 เนื่องจาก 0p <   ดังนั้น  พาราโบลาเปนเสนโคงเปดไปทางดานซาย   

 และเขียนพาราโบลาไดดังนี้ 
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 5) จาก  2x  =  8y−  

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา 2 4x py=  

จะไดวา 4 8p= −  หรือ 2p = −  

 ดังนั้น โฟกัสของพาราโบลาคือ ( )0, 2−    

  ไดเรกตริกซคือ 2y =  

  เลตัสเรกตัมยาว 8  หนวย  

 เนื่องจาก 0p <   ดังนั้น  พาราโบลาเปนเสนโคงคว่ําลง   

 และเขียนพาราโบลาไดดังนี้  

 
 

 6) จาก    x  =  21
2

y  

  จะได   2y =  2x  

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา 2 4y px=  

จะไดวา 4 2p=  หรือ 1
2

p =  
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 ดังนั้น โฟกัสของพาราโบลาคือ 1 , 0
2

 
 
 

  

  ไดเรกตริกซคือ 1
2

x = −  

  เลตัสเรกตัมยาว 2  หนวย  

 เนื่องจาก 0p >   ดังนั้น  พาราโบลาเปนเสนโคงเปดไปทางดานขวา   

 และเขียนพาราโบลาไดดังนี้ 

 
 

 7) จาก  26x y+  =  0  

  จะได 26y   =  x−   

    2y  =  1
6

x−  

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา 2 4y px=  

จะไดวา 14
6

p= −  หรือ 1
24

p = −  
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 ดังนั้น โฟกัสของพาราโบลาคือ 1 , 0
24

 − 
 

  

  ไดเรกตริกซคือ 1
24

x =  

  เลตัสเรกตัมยาว 1
6

 หนวย  

 เนื่องจาก 0p <   ดังนั้น  พาราโบลาเปนเสนโคงเปดไปทางดานซาย   

 และเขียนพาราโบลาไดดังนี้  

 
 

 8) จาก  2 7x y−  =  0  

  จะได  2x  =  7y  

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา 2 4x py=   

จะไดวา 4 7p=  หรือ 7
4

p =  
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 ดังนั้น โฟกัสของพาราโบลาคือ 70,
4

 
 
 

  

  ไดเรกตริกซคือ 7
4

y = −  

  เลตัสเรกตัมยาว 7  หนวย  

 เนื่องจาก 0p >   ดังนั้น  พาราโบลาเปนเสนโคงหงายข้ึน   

 และเขียนพาราโบลาไดดังนี้ }n∈}  

 
 9) จาก  25 3x y+   =  0  

  จะได  25x  =  3y−  

    2x  =  3
5

y−  

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา 2 4x py=  

จะไดวา 34
5

p= −  หรือ 3
20

p = −  
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 ดังนั้น โฟกัสของพาราโบลาคือ 30,
20

 − 
 

  

  ไดเรกตริกซคือ 3
20

y =  

  เลตัสเรกตัมยาว 3
5

 หนวย  

 เนื่องจาก 0p <   ดังนั้น  พาราโบลาเปนเสนโคงคว่ําลง   

 และเขียนพาราโบลาไดดังนี้ 

 
 10) จาก  28 12x y+  =  0  

  จะได  212y   =  8x−  

    2y  =  2
3

x−  

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา 2 4y px=   

จะไดวา 24
3

p= −  หรือ 1
6

p = −  
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 ดังนั้น โฟกัสของพาราโบลาคือ 1 , 0
6

 − 
 

  

  ไดเรกตริกซคือ 1
6

x =  

  เลตัสเรกตัมยาว 2
3

 หนวย  

 เนื่องจาก 0p <   ดังนั้น  พาราโบลาเปนเสนโคงเปดไปทางดานซาย   

 และเขียนพาราโบลาไดดังนี้ 

 
 

2. 1) จากโฟกัส คือ ( )2, 0F  จะไดวา โฟกัสอยูบนแกน X    

  และจากจุดยอดอยูท่ีจุดกําเนิด  

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4y px=   และ 2p =   

  ดังนั้น สมการของพาราโบลา คือ 2 8y x=  

 2) จากโฟกัส คือ 1 , 0
2

F  − 
 

 จะไดวา โฟกัสอยูบนแกน X    

  และจากจุดยอดอยูท่ีจุดกําเนิด  

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4y px=  และ 1
2

p = −  

 ดังนั้น สมการของพาราโบลา คือ 2 2y x= −  
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 3) จากโฟกัส คือ ( )0, 8F −   จะไดวา โฟกัสอยูบนแกน Y    

  และจากจุดยอดอยูท่ีจุดกําเนิด  

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4x py=  และ 8p = −   

  ดังนั้น สมการของพาราโบลา คือ 2 32x y= −  

 4) จากโฟกัส คือ ( )0, 5F  จะไดวา โฟกัสอยูบนแกน Y    

  และจากจุดยอดอยูท่ีจุดกําเนิด  

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4x py=  และ 5p =  

 ดังนั้น สมการของพาราโบลา คือ 2 20x y=   

 5) จากไดเรกตริกซ คือ 2y =  จะไดวา ไดเรกตริกซขนานแกน X  

  และจากจุดยอดอยูท่ีจุดกําเนิด  

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4x py=  และ 2p = −     

 ดังนั้น สมการของพาราโบลา คือ 2 8x y= −  

 6) จากไดเรกตริกซ คือ 6x =  จะไดวา ไดเรกตริกซขนานแกน Y  

  และจากจุดยอดอยูท่ีจุดกําเนิด  

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4y px=  และ 6p = −  

  ดังนั้น สมการรูปแบบมาตรฐานเปน  2 24y x= −   

 7) จากไดเรกตริกซ คือ 10x = −  จะไดวา ไดเรกตริกซขนานแกน Y  

  และจากจุดยอดอยูท่ีจุดกําเนิด  

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4y px=  และ 10p =  

 ดังนั้น สมการของพาราโบลา คือ 2 40y x=  
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 8) จากไดเรกตริกซ คือ 1
2

y = −  จะไดวา ไดเรกตริกซขนานแกน X  

  และจากจุดยอดอยูท่ีจุดกําเนิด  

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4x py=  และ 1
2

p =       

 ดังนั้น สมการของพาราโบลา คือ 2 2x y=   

 9) จากจุดยอดอยูท่ีจุดกําเนิด  

  และจากโฟกัสอยูบนแกน X  ดานบวก หางจากไดเรกตริกซ 2  หนวย 

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4y px=   

  และมีระยะหางระหวางจุดยอดและโฟกัสเทากับ 2 1
2
=  หนวย นัน่คือ 1p =  

  ดังนั้น สมการของพาราโบลา คือ 2 4y x=  

 10) จากจุดยอดอยูท่ีจุดกําเนิด  

  และไดเรกตริกซมีระยะตัดแกน Y  (y-intercept) เปน 6   

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4x py=  และ 6p = −      

 ดังนั้น สมการของพาราโบลา คือ 2 24x y= −  

 11) จากจุดยอดอยูท่ีจุดกําเนิด  

  และพาราโบลาเปนเสนโคงหงายข้ึน มีโฟกัสหางจากจุดยอด 8  หนวย  

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4x py=  และ 8p =   

  ดังนั้น สมการของพาราโบลา คือ 2 32x y=  

 12) จากความยาวของเลตัสเรกตัมเทากับ 8  หนวย  

  จะได 4 p  =  8   

    p  =  2   

    p  =  2±   
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  จากจุดยอดอยูท่ีจุดกําเนิด และโฟกัสอยูบนแกน Y  ดานลบ   

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4x py=  และ 2p = −   

 ดังนั้น สมการของพาราโบลา คือ 2 8x y= −  

3. 1) จากกราฟท่ีกําหนดใหซ่ึงเปนพาราโบลาท่ีเสนโคงคว่ําลง  

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4x py=   

  โดยท่ี โฟกัส คือ ( )0, 3F −   นั่นคือ 3p = −  

  ดังนั้น  สมการของพาราโบลานี้ คือ 2 12x y= −   

 2) จากกราฟท่ีกําหนดใหซ่ึงเปนพาราโบลาท่ีเสนโคงเปดไปทางดานขวา  

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4y px=   

  โดยท่ี ไดเรกตริกซคือ 2x = −  นั่นคือ 2p =    

  ดังนั้น  สมการของพาราโบลานี้ คือ 2 8y x=  

 3) จากกราฟท่ีกําหนดใหซ่ึงเปนพาราโบลาท่ีเสนโคงเปดไปทางดานซาย  

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4y px=  

  โดยท่ี โฟกัสคือ ( )2, 0F −  นั่นคือ 2p = −   

  ดังนั้น  สมการของพาราโบลานี้ คือ 2 8y x= −  

 4) จากกราฟท่ีกําหนดใหซ่ึงเปนพาราโบลาท่ีเสนโคงหงายข้ึน  

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4x py=  

  โดยท่ี โฟกัสคือ ( )0, 1F  นั่นคือ 1p =  

  ดังนั้น  สมการของพาราโบลานี้ คือ 2 4x y=  

 5) จากกราฟท่ีกําหนดใหซ่ึงเปนพาราโบลาท่ีเสนโคงเปดไปทางดานขวา  

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4y px=  
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  โดยท่ี โฟกัสคือ ( )2, 0F  นั่นคือ 2p =  

  ดังนั้น  สมการของพาราโบลานี้ คือ 2 8y x=  

 6) จากกราฟท่ีกําหนดใหซ่ึงเปนพาราโบลาท่ีเสนโคงคว่ําลง  

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4x py=   

  จากรูป ไดเรกตริกซคือ 4y =  นั่นคือ 4p = −    

  ดังนั้น  สมการของพาราโบลานี้ คือ 2 16x y= −   

4. 1) พิจารณาภาคตัดขวางท่ีผานแกนสมมาตรของจานรับสัญญาณดาวเทียมท่ีเปนพาราโบลา 

  จากโจทยกําหนดให จุดกําเนิดอยูท่ีจุดยอด และแกน Y  ซอนกับแกนของพาราโบลา 

  จะไดวา สมการรูปแบบมาตรฐานเปน 2 4x py=  

  และจากจานรับสัญญาณดาวเทียมกวาง 10  ฟุต และลึก 5
3

 ฟุต   

  จะไดวา พาราโบลาผานจุด 55,
3

 
 
 

  

 แทน x  และ y  ดวย 5  และ 5
3

 ตามลําดับ ใน 2 4x py=  

  จะได 25   = 54
3

p 
 
 

  

  นั่นคือ p  =  15
4

  

  ดังนั้น  สมการของพาราโบลานี้ คือ 2 15x y=  

 2) ควรติดตั้งอุปกรณรวมสัญญาณไวท่ีโฟกัส คือ 150,
4

 
 
 

  ซ่ึงหางจากจุดยอด 

  ไปทางดานบน 15
4

  หนวย 
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แบบฝึกหัด 3.2.4  

 

1. 1) จาก    

  เมื่อเทียบกับสมการ    

  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

จาก   จะได้  นั่นคือ  

 ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   

  โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 

 2) จาก     

  เมื่อเทียบกับสมการ    

2 2y x  1

2 2

2 2
1

y x

a b
 

2 1a  2 1b  1, 1a b 

Y

2 2 2c a b  2 1 1 2c    2c 

 0, 1  0, 1

 0, 2  0, 2

y x 

2
2

9

y
x   1

2 2

2 2
1

x y

a b
 
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  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวนอน จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

จาก   จะได้  นั่นคือ  

 ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   

  โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 

 3) จาก    

  เมื่อเทียบกับสมการ    

  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  

2 1a  2 9b  1, 3a b 

X

2 2 2c a b  2 1 9 10c    10c 

 1, 0  1, 0

 10, 0  10, 0

3y x 

2
2

25

y
x   1

2 2

2 2
1

x y

a b
 

2 1a  2 25b  1, 5a b 
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  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวนอน จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

จาก   จะได้  นั่นคือ  

 ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   

  โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 

 4) จาก     

  เมื่อเทียบกับสมการ    

  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

X

2 2 2c a b  2 1 25 26c    26c 

 1, 0  1, 0

 26, 0  26, 0

5y x 

2
2

2

y
x  1

2 2

2 2
1

y x

a b
 

2 2a  2 1b  2, 1a b 

Y
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จาก   จะได้  นั่นคือ  

 ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   

  โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 

 5) จาก     

  เมื่อเทียบกับสมการ    

  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

จาก   จะได้  นั่นคือ  

  

2 2 2c a b  2 2 1 3c    3c 

 0, 2  0, 2

 0, 3  0, 3

2y x 

2
2

4

y
x  1

2 2

2 2
1

y x

a b
 

2 4a  2 1b  2, 1a b 

Y

2 2 2c a b  2 4 1 5c    5c 
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 ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   

  โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 

 6) จาก    

  เมื่อเทียบกับสมการ    

  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวนอน จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

จาก   จะได้  นั่นคือ  

  

 0, 2  0, 2

 0, 5  0, 5

2y x 

2 2

9 16

x y
  1

2 2

2 2
1

x y

a b
 

2 9a  2 16b  3, 4a b 

X

2 2 2c a b  2 9 16 25c    5c 
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 ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   

  โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 
 

 7) จาก     

  เมื่อเทียบกับสมการ    

  จะได้ว่า 2 4a 
 
 และ   นั่นคือ  

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

จาก   จะได้  นั่นคือ 2 5c    

  

 3, 0  3, 0

 5, 0  5, 0

4

3
y x 

2 2

4 16

y x
  1

2 2

2 2
1

y x

a b
 

2 16b  2, 4a b 

Y

2 2 2c a b  2 4 16 20c   
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   

  โฟกัสอยู่ที่จุด  0, 2 5  และ  0, 2 5  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 

 8) จาก    

  จะได้ สมการไฮเพอร์โบลาในรูปมาตรฐานดังนี้ 

        

        

        

  เมื่อเทียบกับสมการ   

  จะได้ว่า  และ  นั่นคือ 2 2, 2a b   

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวนอน จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

จาก   จะได้  นั่นคือ  

 0, 2  0, 2

1

2
y x 

2 24 8x y   0

2 24x y  8

2
24

8 8

x
y 

8

8

2 2

8 2

x y
  1

2 2

2 2
1

x y

a b
 

2 8a  2 2b 

X

2 2 2c a b  2 8 2 10c    10c 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  2 2, 0  และ  2 2, 0   

 โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 

 9) จาก    

  จะได้ สมการไฮเพอร์โบลาในรูปมาตรฐานดังนี้ 

        

    
2 22

3 3

y x
      

    
2 2

33

2

y x
      

  เมื่อเทียบกับสมการ    

  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

 10, 0  10, 0

1

2
y x 

2 22y x  3

2 21 2

3 3
y x 

3

3

 1

 1

2 2

2 2
1

y x

a b
 

2 3a 
2 3

2
b  3,a 

3

2
b 

Y
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

จาก   จะได้  นั่นคือ 3 3 2

22
c     

 ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   

  โฟกัสอยู่ที่จุด 3 2
0,

2

 
  

 
 และ 3 2

0,
2

 
  
 

 

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 

 10) จาก    

  จะได้ สมการไฮเพอร์โบลาในรูปมาตรฐานดังนี้ 

        

        

  เมื่อเทียบกับสมการ    

2 2 2c a b 
2 3 9

3
2 2

c   

 0, 3  0, 3

2y x 

2 216x y  144

2 216 1

144 144
x y 

144

144

2 2

9 144

x y
  1

2 2

2 2
1

x y

a b
 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวนอน จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

จาก   จะได้  นั่นคือ  

 ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   

  โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้  

 

 11) จาก    

  เขียนสมการไฮเพอร์โบลาในรูปมาตรฐานได้ดังนี้ 

        

        

        

2 9a  2 144b  3, 12a b 

X

2 2 2c a b  2 9 144 153c    3 17c 

 3, 0  3, 0

 3 17, 0  3 17, 0

4y x 

2 2 4y x   0

2 2y x  4

2 2

4 4

y x
 

4

4

2 2

4 4

y x
  1
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

  เมื่อเปรียบเทียบกับสมการ    

  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

จาก   จะได้  นั่นคือ  

 ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   

  โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 

 12) จาก    

  จะได้ สมการไฮเพอร์โบลาในรูปมาตรฐานดังนี้ 

        

        

2 2

2 2
1

y x

a b
 

2 4a  2 4b  2, 2a b 

Y

2 2 2c a b  2 4 4 8c    2 2c 

 0, 2  0, 2

 0, 2 2  0, 2 2

y x 

2 29 4y x  36

2 29 4

36 36
y x 

36

36

2 2

4 9

y x
  1
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

  เมื่อเทียบกับสมการ    

  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

จาก   จะได้  นั่นคือ  

 ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   

  โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 

 13) จาก    

  จะได้ สมการไฮเพอร์โบลาในรูปมาตรฐานดังนี้ 

        

        

  เมื่อเทียบกับสมการ    

  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  

2 2

2 2
1

y x

a b
 

2 4a  2 9b  2, 3a b 

Y

2 2 2c a b  2 4 9 13c    13c 

 0, 2  0, 2

 0, 13  0, 13

2

3
y x 

2 225 9y x  225

2 225 9

225 225
y x 

225

225

2 2

9 25

y x
  1

2 2

2 2
1

y x

a b
 

2 9a  2 25b  3, 5a b 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

จาก   จะได้  นั่นคือ  

 ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   

  โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 

 14) จาก    

  จะได้ สมการไฮเพอร์โบลาในรูปมาตรฐานดังนี้ 

        

        

  เมื่อเทียบกับสมการ    

  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

จาก   จะได้  นั่นคือ  

Y

2 2 2c a b  2 9 25 34c    34c 

 0, 3  0, 3

 0, 34  0, 34

3

5
y x 

2 29 25y x  225

2 29 25

225 225
y x 

225

225

2 2

25 9

y x
  1

2 2

2 2
1

y x

a b
 

2 25a  2 9b  5, 3a b 

Y

2 2 2c a b  2 25 9 34c    34c 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   

  โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 

 15) จาก    

  จะได้ สมการไฮเพอร์โบลาในรูปมาตรฐานดังนี้ 

   
2 2

1 1

9 16

y x
   = 1  

  เมื่อเทียบกับสมการ    

  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  

 0, 5  0, 5

 0, 34  0, 34

5

3
y x 

2 29 16y x  1

2 2

2 2
1

y x

a b
 

2 1

9
a  2 1

16
b 

1 1
,

3 4
a b 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

จาก   จะได้  นั่นคือ  

 ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   

  โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้  

 

 16) จาก    

  จะได้ สมการไฮเพอร์โบลาในรูปมาตรฐานได้ดังนี้ 

    
2 2

1 1

4

x y
     

Y

2 2 2c a b 
2 1 1 25

9 16 144
c   

5

12
c 

1
0,

3

 
 

 

1
0,

3

 
 
 

5
0,

12

 
 

 

5
0,

12

 
 
 

4

3
y x 

2 24 1y x   0

 1
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

  เมื่อเทียบกับสมการ    

  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวนอน จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน  

จาก   จะได้  นั่นคือ  

 ดังนั้น จุดยอดอยู่ที่จุด  และ   

  โฟกัสอยู่ที่จุด  และ  

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 
  

2 2

2 2
1

x y

a b
 

2 1
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a 

2 1b 
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X
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 
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  
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

2. 1) จากกราฟที่ก าหนดให้ซึ่งเป็นไฮเพอร์โบลาที่มีแกนตามขวางในแนวนอน 

  จะได้ว่า สมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

  โดยที่ จุดยอดอยู่ที่จุด  และโฟกัสอยู่ที่จุด  

  นั่นคือ  และ  

จาก   จะได้    

  ดังนั้น  สมการไฮเพอร์โบลานี้ คือ 
2 2

1
4 12

x y
   

 2) จากกราฟที่ก าหนดให้ซึ่งเป็นไฮเพอร์โบลาทีม่ีแกนตามขวางในแนวตั้ง   

  จะได้ว่า สมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

  โดยที่ จุดยอดอยู่ที่จุด  และโฟกัสอยู่ที่จุด  

  นั่นคือ  และ  

จาก   จะได้    

  ดังนั้น  สมการไฮเพอร์โบลานี้ คือ 
2 2

1
144 25

y x
   

 3) จากกราฟที่ก าหนดให้ซึ่งเป็นไฮเพอร์โบลาทีม่ีแกนตามขวางในแนวตั้ง   

  จะได้ว่า สมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

  โดยที่ จุดยอดอยู่ที่จุด  นั่นคือ 4a      

  และกราฟผ่านจุด   

  แทน ,a x  และ y  ด้วย 4, 3  และ 5  ตามล าดับ ใน  

  จะได้      

        

2 2
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x y

a b
 
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2 2 2c a b  2 2 2 2 24 2 16 4 12b c a      
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1

y x

a b
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12a  13c 

2 2 2c a b  2 2 2 2 213 12 169 144 25b c a      
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1

y x

a b
 
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2 2

2 2
1

y x

a b
 

 
2 2

2 2

5 3

4 b


  1

2

25 9

16 b
  1
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  ดังนั้น  สมการไฮเพอร์โบลานี้ คือ 
2 2

1
16 16

y x
   

 4) จากกราฟที่ก าหนดให้ซึ่งเป็นไฮเพอร์โบลาทีม่ีแกนตามขวางในแนวนอน  

  จะได้ว่า สมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

  โดยที่ จุดยอดอยู่ที่จุด  นั่นคือ 2 3a      

  และกราฟผ่านจุด   

  แทน ,a x  และ y  ด้วย 2 3, 4  และ 4  ตามล าดับ ใน  

  จะได้      

        

        

        

        

  ดังนั้น  สมการไฮเพอร์โบลานี้ คือ 
2 2

1
12 48

x y
   

  

2

9

b


9

16

2b 
9 16

9



2b  16

2 2

2 2
1

x y

a b
 

   2 3, 0 , 2 3, 0

 4, 4

2 2

2 2
1

x y

a b
 

 

2 2

2 2

4 4

2 3 b
  1

2

16 16

12 b
  1

2

16

b


4

12

2b 
16 12

4



2b  48
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 5) จากกราฟที่ก าหนดให้ซึ่งเป็นไฮเพอร์โบลาทีม่ีแกนตามขวางในแนวนอน  

  จะได้ว่า สมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

  โดยที่ จุดยอดอยู่ที่จุด   นั่นคือ  

  และเส้นก ากับ คือ เส้นตรง   เมื่อเทียบกับ  

  จะได้      

  เนื่องจาก   

  นั่นคือ     

       

  ดังนั้น  สมการไฮเพอร์โบลานี้ คือ 
2 24

1
9 9

x y
   

 6) จากกราฟที่ก าหนดให้ซึ่งเป็นไฮเพอร์โบลาทีม่ีแกนตามขวางในแนวตั้ง   

  จะได้ว่า สมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

  โดยที่ จุดยอดอยู่ที่จุด   นั่นคือ  

  และเส้นก ากับ คือ เส้นตรง   เมื่อเทียบกับ  

  จะได้      

  เนื่องจาก   

  นั่นคือ     

       

  ดังนั้น  สมการไฮเพอร์โบลานี้ คือ 
2

2 1
9

y
x   

2 2

2 2
1

x y

a b
 

   3, 0 , 3, 0 3a 

1

2
y x 

b
y x

a
 

b

a


1

2

3a 

3

b


1

2

b 
3

2

2 2

2 2
1

y x

a b
 

   0, 3 , 0, 3 3a 

3y x 
a

y x
b

 

a

b
 3

3a 

3

b
 3

b  1
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3. 1) จากโฟกัส คือ จุด  และจุด  เป็นจุดยอด  

  จะได้  และจุดยอดอยู่บนแกน    

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง  

  นั่นคือมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น   

จาก   จะได้    

  ดังนั้น  สมการของไฮเพอร์โบลานี้ คือ 
2 2

1
9 16

y x
     

 2) จากโฟกัส คือ จุด  และจุด  เป็นจุดยอด  

  จะได้  และจุดยอดอยู่บนแกน    

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวนอน  

  นั่นคือมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

จาก   จะได้   

  ดังนั้น  สมการของไฮเพอร์โบลานี้ คือ 
2 2

1
64 36

x y
   

 3) จากโฟกัส คือ จุด  และจุด  เป็นจุดยอด  

  จะได้  และจุดยอดอยู่บนแกน    

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวนอน  

  นั่นคือมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

จาก   จะได้    

  ดังนั้น  สมการของไฮเพอร์โบลานี้ คือ 
2

2 1
3

y
x     

  

   0, 5 , 0, 5    0, 3 , 0, 3

3, 5a c  Y

2 2

2 2
1

y x

a b
 

2 2 2c a b  2 2 2 2 25 3 25 9 16b c a      

   10, 0 , 10, 0    8, 0 , 8, 0

8, 10a c  X

2 2

2 2
1

x y

a b
 

2 2 2c a b  2 2 2 2 210 8 100 64 36b c a      

   2, 0 , 2, 0    1, 0 , 1, 0

1, 2a c  X

2 2

2 2
1

x y

a b
 

2 2 2c a b  2 2 2 2 22 1 4 1 3b c a      
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 4) จากโฟกัส คือ จุด  และจุด  เป็นจุดยอด  

  จะได้  และจุดยอดอยู่บนแกน    

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง  

  นั่นคือมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น   

จาก   จะได้ 2 2 2 2 26 2 36 4 32b c a         

  ดังนั้น  สมการของไฮเพอร์โบลานี้ คือ 
2 2

1
4 32

y x
   

 5) จากจุดยอด คือ จุด  จะได้  และจุดยอดอยู่บนแกน    

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวนอน  

  นั่นคือมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

  และจากเส้นก ากับ คือ   เมื่อเทียบกับ  

  จะได้      

  เนื่องจาก   

  นั่นคือ     

       

  ดังนั้น  สมการของไฮเพอร์โบลานี้ คือ 
2

2 1
25

y
x    

 6) จากจุดยอด คือ จุด   จะได้  และจุดยอดอยู่บนแกน    

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง  

  นั่นคือมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

  และจากเส้นก ากับ คือ   เมื่อเทียบกับ  

   0, 6 , 0, 6    0, 2 , 0, 2

2, 6a c  Y

2 2

2 2
1

y x

a b
 

2 2 2c a b 

   1, 0 , 1, 0 1a  X

2 2

2 2
1

x y

a b
 

5y x 
b

y x
a

 

b

a
 5

1a 

1

b
 5

b  5

   0, 6 , 0, 6 6a  Y

2 2

2 2
1

y x

a b
 

1

3
y x 

a
y x

b
 
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  จะได้      

  เนื่องจาก   

  นั่นคือ     

       

  ดังนั้น  สมการของไฮเพอร์โบลานี้ คือ 
2 2

1
36 324

y x
    

 7) จากโฟกัส คือ จุด   จะได้  และจุดยอดอยู่บนแกน    

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง   

  นั่นคือมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น 
2 2

2 2
1

y x

a b
   

  และจากเส้นก ากับ คือ   เมื่อเทียบกับ  

  นั่นคือ     

       

จาก    

จะได้      

      

      

      

      

a

b


1

3

6a 

6

b


1

3

b  18

   0, 8 , 0, 8 8c  Y

1

2
y x 

a
y x

b
 

a

b


1

2

a 
2

b

2 2 2c a b 

28 

2

2

2

b
b

 
 

 

64 

2

2

2

b
b

 
 

 

64 
2

2

4

b
b

64 
25

4
b

2b 
64 4

5


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     256

5
  

จาก   จะได้ 2 2 2 2 256 256 64
8 64

5 5 5
a c b          

  ดังนั้น  สมการของไฮเพอร์โบลานี้ คือ 
2 25 5

1
64 256

y x
      

 8) จากจุดยอด คือ จุด    0, 6 , 0, 6  และไฮเพอร์โบลาผ่านจุด  5, 9  

  จะได้จุดยอดอยู่บนแกน Y   

  และแทน ,a x  และ y  ด้วย 6, 5  และ 9  ตามล าดับ ใน 
2 2

2 2
1

y x

a b
   

จะได้   
22

2 2

59

6 b


   1   

  
2

81 25

36 b
   1   

  
2

25

b
  45

36
  

  2b   25 36

45


  

  2b   20   

  ดังนั้น  สมการของไฮเพอร์โบลานี้ คือ 
2 2

1
36 20

y x
   

 9) จากเส้นก ากับ คือ y x   และไฮเพอร์โบลาผ่านจุด  5, 3  

  กรณีที่ 1 ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง  

   นั่นคือมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น 
2 2

2 2
1

y x

a b
   

    และจากเส้นก ากับ คือ y x    เมื่อเทียบกับ a
y x

b
   

   จะได้  a

b
  1  

   นั่นคือ a   b  

2b 

2 2 2c a b 














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   เนื่องจากไฮเพอร์โบลาผ่านจุด  5, 3  จะได้ 5, 3x y    

   แทน ,a x  และ y  ด้วย , 5b  และ 3  ตามล าดับ ใน 
2 2

2 2
1

y x

a b
   

   จะได้  
2 2

2 2

3 5

b b
   1  

    
2 2

9 25

b b
   1  

    2b   9 25   

    2b   16   ซึ่งเป็นไปไม่ได้ 
  กรณีที ่2 ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวนอน  

   นั่นคือมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น 
2 2

2 2
1

x y

a b
   

    และจากเส้นก ากับ คือ y x    เมื่อเทียบกับ b
y x

a
   

   จะได้  b

a
  1  

   นั่นคือ b   a  

   เนื่องจากไฮเพอร์โบลาผ่านจุด  5, 3  จะได้ 5, 3x y    

   แทน ,b x  และ y  ด้วย , 5a  และ 3  ตามล าดับ ใน 
2 2

2 2
1

x y

a b
   

   จะได้  
2 2

2 2

5 3

a a
   1  

    
2 2

25 9

a a
   1  

    2a   25 9  

       

   นั่นคือ     

   ดังนั้น  สมการของไฮเพอร์โบลานี้ คือ   



















2a  16

2 2 16a b 

2 2

1
16 16

x y
 
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 10) จากโฟกัส คือ จุด  และไฮเพอร์โบลาผ่านจุด  

  จะได้  และแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน 

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลานี้มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

  แทน  และ  ด้วย 4 และ 1 ตามล าดับ ใน  

  จะได้      

        

         

จาก    

  จะได้       

         

  แทน 2a  ด้วย 29 b  ใน  

  จะได้       

         

         

        

  นั่นคือ      

  จะได้      

         

  ดังนั้น  สมการของไฮเพอร์โบลานี้ คือ  

  

   3, 0 , 3, 0  4, 1

3, 4, 1c x y  

2 2

2 2
1

x y

a b
 

x y
2 2

2 2
1

x y

a b
 

2 2

2 2

4 1

a b
  1

2 2

16 1

a b
  1

2 216b a 
2 2a b  1  

2 2 2c a b 

2 2a b 
23

2a 
29 b

 1

 2 216 9b b    2 29 b b

2 216 9b b  
2 49b b

4 28 9b b   0

  2 29 1b b   0

2b  1

2a  9 1

2a  8

2
2 1

8

x
y 
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 11) จากโฟกัส คือ จุด  และแกนตามขวางยาว  หน่วย 

  จะได้  และแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน   

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลานี้มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

จาก   จะได้  

  ดังนั้น  สมการของไฮเพอร์โบลานี้ คือ  

 12) จากโฟกัส คือ จุด  และแกนตามขวางยาว  หน่วย 

  จะได้  และแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง   

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลานี้มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

จาก   จะได้  

  ดังนั้น  สมการของไฮเพอร์โบลานี้ คือ 
2

2 4
4 1

3

x
y     

4. จาก   จะได้  

 จะเห็นว่า สัมประสิทธิ์ของ  เป็นจ านวนบวก   

 ดังนั้น ไฮเพอร์โบลานี้มีแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน   

 นั่นคือ ไฮเพอร์โบลานี้มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

 จะได้   นั่นคือ  

 ดังนั้น เส้นก ากับคือเส้นตรง  และ    

 ให้  1m   และ 2m  แทนความชันของเส้นตรง  และ  ตามล าดับ 

 จะได้  และ  

 นั่นคือ    

   5, 0 , 5, 0 6

3, 5a c 

2 2

2 2
1

x y

a b
 

2 2 2c a b  2 2 2 2 25 3 25 9 16b c a      

2 2

1
9 16

x y
 

   0, 1 , 0, 1 1

1
, 1

2
a c 

2 2

2 2
1

y x

a b
 

2 2 2c a b 
2

2 2 2 2 1 1 3
1 1

2 4 4
b c a

 
       

 

2 2 4x y 
2 2

1
4 4

x y
 

2x

2 2

2 2
1

x y

a b
 

2 2 4a b  2a b 

1y x 2y x 

1y x 2y x 

1 1m  2 1m  

 1 2 1 1 1m m    
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 ดังนั้น เส้นตรง  และ  ตั้งฉากกัน 

 นั่นคือ เส้นก ากับของ  ทั้งสองเส้นนี้ตั้งฉากกัน ด 

5. จากไฮเพอร์โบลานี้มีแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน  

 นั่นคือมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  และเส้นก ากับ คือ  

 เนื่องจากเส้นก ากับตั้งฉากกัน ดังนั้น    

 จะได้   ดังนั้น   

 จาก   จะได้  นั่นคือ 
2

2

2

c
a   

 ดังนั้น  สมการของไฮเพอร์โบลานี้ คือ  ด 

6. จากข้อความ ถ้า  เป็นสมการไฮเพอร์โบลา แล้ว   

 ยกตัวอย่างค้านได้ดังนี้ 

  เป็นสมการไฮเพอร์โบลา ซึ่ง  และ  นั่นคือ   

7. จากกราฟ   

 จะเห็นว่า สัมประสิทธิ์ของ  เป็นจ านวนบวก   

 ดังนั้น ไฮเพอร์โบลานี้มีแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน 

 นั่นคือมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น 
2 2

2 2
1

x y

a b
    

 จะได้ 2 1a   และ 2 2b k  นั่นคือ 1a   และ b k  

 นั่นคือ ความยาวของแกนสังยุคเป็น 2k  หน่วย และมีสมการของเส้นก ากับเป็น y kx   

 ดังนั้น เมื่อ  เพ่ิมข้ึนในช่วง  0,   กิ่งของไฮเพอร์โบลาจะขยับเข้าหาแกน   

1y x 2y x 

2 2 4x y 

2 2

2 2
1

x y

a b
 

b
y x

a
 

1
b b

a a

  
    

  

2

2
1

b

a
  

2 2b a

2 2 2c a b  2 2 2 22c a a a  

2 2

2 2

2 2
1

x y

c c
 

2 2

2 2
1

x y

a b
  a b

2
2 1

25

y
x   1a  5b  a b

2
2

2
1

y
x

k
 

2x

k Y
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 นั่นคือ ไฮเพอร์โบลาจะยิ่งกางมากขึ้นเรื่อย ๆ ตามค่า  ทีเ่พ่ิมข้ึน  

8. เนื่องจากเส้นก ากับตั้งฉากกัน จะได้   นั่นคือ   

 จะได้  ดังนั้น  

 จาก   จะได้  นั่นคือ  

 เนื่องจากดวงอาทิตย์อยู่ที่โฟกัสจุดหนึ่งของไฮเพอร์โบลา  ขณะที่ดาวหางโคจรใกล้ดวงอาทิตย์มากสุด  

 นั่นคือ ดาวหางต้องอยู่ที่จุดยอดของไฮเพอร์โบลา   

 เนื่องจากดาวหางอยู่ห่างจากดวงอาทิตย์  ไมล์ 

 จะได้      

         

         

          

 นั่นคือ      

 ดังนั้น  สมการของเส้นทางโคจร คือ   

 หรือ   

9. จาก    
 

2 2

2 231/ 2

x y
    1  

 เทียบกับสมการไฮเพอร์โบลา ที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน   

 และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  
2 2

2 2
1

x y

a b
    จะได้ว่า  1

2
a    และ  3b    

 เนื่องจากความกว้าง ณ ส่วนที่แคบที่สุดของเสา คือความยาวของแกนตามขวางซึ่งเท่ากับ 2a  

 ดังนั้น  ณ ส่วนที่แคบที่สุดของเสามีความกว้างเป็น 1
2 1

2

 
 

 
 เมตร 

k

1
b b

a a

  
    

  

2

2
1

b

a
  

2 2b a b a

2 2 2c a b  2 2 2 22c a a a   2c a

92 10

c a  92 10

2a a  92 10

 2 1a   92 10

a
94.83 10

b 94.83 10

   

2 2

2 2
9 9

1
4.83 10 4.83 10

x y
 

 

2 2

18 18
1

23.33 10 23.33 10

x y
 

 
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 เนื่องจากส่วนบนของเสาตัดแกน Y  ที่จุด  0, 2   

 แทน y  ด้วย 2  ใน 
2 2

2 2
1

31

2

x y
 

 
 
 

  

 จะได้  
2 2

2 2

2

31

2

x


 
 
 

   1  

    2 4
4

9
x     1  

    24x    13

9
 

    2x    13

36
 

    x    13

36
  

    x    13

6
  

 ดังนั้น ส่วนบนของเสามีความกว้างเป็น  13 13
2 1.2

6 3
     เมตร 

10. จากบทนิยามของไฮเพอร์โบลา  จะได้ว่า 2 50a    

เนื่องจาก 2 50a   และ 2 100c   นั้นคือ 25a   และ 50c   

 จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 2 2 2 250 25 2500 625 1875b c a        

 ดังนั้น สมการของไฮเพอร์โบลาซึ่งแสดงต าแหน่งทั้งหมดของเรือท่ีเป็นไปได้ คือ 
2 2

1
625 1875

x y
   
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11. 1) จากโจทย์ สามารถอธิบายต าแหน่งที่เป็นไปได้ทั้งหมดของกลุ่มลักลอบล่าสัตว์ด้วย 

สมการไฮเพอร์โบลาซึ่งหน่วยย่อยท้ังสองของเจ้าหน้าที่ป่าไม้คือโฟกัสของไฮเพอร์โบลา 

เนื่องจาก หน่วยย่อยทั้งสองหน่วยอยู่ห่างกัน 6  กิโลเมตร  

และต าแหน่งของหน่วยย่อยทั้งสองอยู่บนแกน X   

นั่นคือ หน่วยย่อยทั้งสองอยู่ที่จุด  3, 0  และ  3, 0  จะได้ 3c   

เนื่องจาก หน่วยย่อยหน่วยหนึ่งได้ยินเสียงปืนของกลุ่มลักลอบล่าสัตว์ ก่อนอีกหน่วย 

ย่อยเป็นระยะเวลา 4  วินาที และเสียงมีความเร็วประมาณ 0.35  กิโลเมตรต่อวินาที

และจาก   v   s

t
 

จะได้   0.35   
4

s
 

s   1.4   







 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



      

   

   

   

 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 681 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

แสดงว่าผลต่างของระยะทางจากกลุ่มลักลอบล่าสัตว์ไปยังหน่วยย่อยทั้งสองหน่วย 

เป็น 1.4 กิโลเมตร  

นั่นคือ   2a   1.4  

a   0.7  

จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 2 2 2 23 0.7 9 0.49 8.51b c a         

ดังนั้น สมการอธิบายต าแหน่งที่เป็นไปได้ทั้งหมดของกลุ่มลักลอบล่าสัตว์ คือ
2 2

1
0.49 8.51

x y
   ด  

 2) เขียนกราฟของต าแหน่งที่เป็นไปได้ทั้งหมดของกลุ่มลักลอบล่าสัตว์ได้ดังนี้ 

 

  และหน่วยย่อยของเจ้าหน้าที่ป่าไม้ทั้งสองอยู่ที่จุด  3, 0  และ  3, 0  

  




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แบบฝึกหัด 3.2.5  

 

1. 1) จาก     
2 2

1 2

4 9

x y 
    1    

  จะเห็นว่าตัวหารของ  
2

2y   มากกว่าตัวหารของ   
2

1x     

  ดังนั้น แกนเอกอยู่ในแนวตั้ง 

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐาน คือ    
2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
   

  จะได้ว่า 21, 2, 9h k a    และ 2 4b    นั่นคือ 3a   และ 2b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 9 4 5c      นั่นคือ 5c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  1, 2  โฟกัส คือ  1, 2 5  

  จุดยอด คือ  1, 1  และ  1, 5  แกนเอกยาว 6  หน่วย 

  แกนโทยาว 4  หน่วย และเขียนวงรีได้ดังนี้   
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 2) จาก   
 

2

2 3
3

16

x
y


     1    

  จะเห็นว่าตัวหารของ  
2

3x   มากกว่าตัวหารของ   
2

3y     

  ดังนั้น แกนเอกอยู่ในแนวนอน 

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐาน คือ    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

  จะได้ว่า 23, 3, 16h k a     และ 2 1b    นั่นคือ 4a   และ 1b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 16 1 15c      นั่นคือ 15c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  3, 3  โฟกัส คือ  3 15, 3   

  จุดยอด คือ  1, 3   และ  7, 3  แกนเอกยาว 8  หน่วย 

  แกนโทยาว 2  หน่วย และเขียนวงรีได้ดังนี้ 

 

 3) จาก   
22 5

9 25

xy 
    1    

  จะเห็นว่าตัวหารของ  
2

5x   มากกว่าตัวหารของ  2y    

  ดังนั้น แกนเอกอยู่ในแนวนอน 

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐาน คือ    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   
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  จะได้ว่า 25, 0, 25h k a     และ 2 9b    นั่นคือ 5a   และ 3b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 25 9 16c      นั่นคือ 4c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  5, 0  โฟกัส คือ  9, 0  และ  1, 0  

  จุดยอด คือ  10, 0  และ  0, 0  แกนเอกยาว 10  หน่วย 

  แกนโทยาว 6  หน่วย และเขียนวงรีได้ดังนี้  

 

 4) จาก   
2

2 2

4

y
x


    1  

  จะเห็นว่าตัวหารของ  
2

2y   มากกว่าตัวหารของ  2x    

  ดังนั้น แกนเอกอยู่ในแนวตั้ง 

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐาน คือ    
2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
   

  จะได้ว่า 20, 2, 4h k a     และ 2 1b    นั่นคือ 2a   และ 1b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 4 1 3c      นั่นคือ 3c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  0, 2  โฟกัส คือ  0, 2 3   

  จุดยอด คือ  0, 4  และ  0, 0  แกนเอกยาว 4  หน่วย 

  แกนโทยาว 2  หน่วย และเขียนวงรีได้ดังนี้ 
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2. 1) จาก   
2

3x      8 2y   

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา    
2

4x h p y k    

จะได้ว่า 3, 2, 4 8h k p     นั่นคือ 2p   

 ดังนั้น  จุดยอด คือ  3, 2  โฟกัส คือ  3, 0  

    ไดเรกตริกซ์ คือ 4y    และเขียนพาราโบลาได้ดังนี้ 
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 2) จาก   
2

5y     6 12x   

    จะได้   
2

5y      6 2x   

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา    
2

4y k p x h    

จะได้ว่า 2, 5, 4 6h k p     นั่นคือ 3

2
p    

 ดังนั้น จุดยอด คือ  2, 5  โฟกัส คือ 1
, 5

2

 
 
 

 

   ไดเรกตริกซ์ คือ 7

2
x   และเขียนพาราโบลาได้ดังนี้ 

 

 3) จาก  
2

1
4

2
x

 
  

 
   y  

    
2

1

2
x

 
 

 
   1

4
y  

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา    
2

4x h p y k    

จะได้ว่า 1 1
, 0, 4

2 4
h k p      นั่นคือ 1

16
p    
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 ดังนั้น จุดยอด คือ 1
, 0

2

 
 
 

 โฟกัส คือ 1 1
,

2 16

 
  
 

 

  ไดเรกตริกซ์ คือ 1

16
y   และเขียนพาราโบลาได้ดังนี้ 

 
 

 4) จาก  2y    16 8x   

    จะได้  2y    1
16

2
x

 
 

 
 

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา    
2

4y k p x h    

จะได้ว่า 1
, 0, 4 16

2
h k p     นั่นคือ 4p   

 ดังนั้น จุดยอด คือ 1
, 0

2

 
 
 

 โฟกัส คือ 7
, 0

2

 
 
 

 

   ไดเรกตริกซ์ คือ 9

2
x      และเขียนพาราโบลาได้ดังนี้ 
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3. 1) จาก     
2 2

1 3

9 16

x y 
    1  

  เทียบรูปแบบมาตรฐานของสมการไฮเพอร์โบลา    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
     

  จะได้ว่า 2 21, 3, 9, 16h k a b      นั่นคือ 3a   และ 4b   

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวนอน  

  จุดยอดและโฟกัสอยู่บนเส้นตรง 3y      

จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 9 16 25c     นั่นคือ 5c   

 ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  1, 3  โฟกัส คือ  4, 3   และ  6, 3  

  จุดยอด คือ  2, 3   และ  4, 3  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง  
4

3 1
3

y x     

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 
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 2) จาก     
2 2

8 6x y      1  

  เทียบรูปแบบมาตรฐานของสมการไฮเพอร์โบลา    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
     

  จะได้ว่า 2 28, 6, 1, 1h k a b      นั่นคือ 1a   และ 1b   

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวนอน  

  จุดยอดและโฟกัสอยู่บนเส้นตรง  6y     

จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 1 1 2c     นั่นคือ 2c   

 ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  8, 6  โฟกัส คือ  8 2, 6   และ  8 2, 6   

  จุดยอด คือ  9, 6  และ  7, 6  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง  6 8y x     

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 
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 3) จาก   
2

2 1

4

x
y


    1  

  เทียบรูปแบบมาตรฐานของสมการไฮเพอร์โบลา    
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
     

  จะได้ว่า 2 21, 0, 1, 4h k a b     นั่นคือ 1a   และ 2b   

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวต้ัง  

  จุดยอดและโฟกัสอยู่บนเส้นตรง 1x     

จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 1 4 5c     นั่นคือ 5c   

 ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  1, 0  โฟกัส คือ  1, 5  และ  1, 5  

  จุดยอด คือ  1, 1  และ  1, 1  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง  
1

1
2

y x    

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 
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 4) จาก   
 

2

21
3

25

y
x


     1  

  เทียบรูปแบบมาตรฐานของสมการไฮเพอร์โบลา    
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
     

  จะได้ว่า 2 23, 1, 25, 1h k a b     นั่นคือ 5a   และ 1b   

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวต้ัง  

  จุดยอดและโฟกัสอยู่บนเส้นตรง 3x     

จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 25 1 26c     นั่นคือ 26c   

 ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  3, 1  โฟกัส คือ  3, 1 26  และ  3, 1 26  

  จุดยอด คือ  3, 4  และ  3, 6  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง  1 5 3y x     

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 
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4. 1) จากกราฟที่ก าหนดให้ซึ่งเป็นพาราโบลาทีเ่ส้นโค้งคว่ าลง  

  จะได้ว่า สมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2

4x h p y k     

  โดยที ่จุดยอดคือ  0, 4  และกราฟผ่านจุด  1, 0    

  แทน , ,h k x  และ y  ด้วย 0, 4, 1 และ 0  ตามล าดับ ใน    
2

4x h p y k    

  จะได้   
2

1 0     4 0 4p   

    1    16p  

    p    1

16
  

  ดังนั้น  สมการพาราโบลานี้ คือ  2 1
4

4
x y    หรือ 24 0x y c    
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 2) จากกราฟที่ก าหนดให้ซึ่งเป็นพาราโบลาที่เส้นโค้งเปิดไปทางด้านขวา  

  จะได้ว่า สมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2

4y k p x h     

  โดยที่ จุดยอดคือ  6, 0  นั่นคือ 6, 0h k    และไดเรกตริกซ์ คือ 12x     

  จะได้  12    6 p   

    p    6  

  ดังนั้น  สมการพาราโบลานี้ คือ  2 24 6y x   หรือ 2 24 144y x   

 3) จากกราฟที่ก าหนดให้ซึ่งเป็นวงรีที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน   

  จะได้ว่า สมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
     

  โดยที่ จุดศูนย์กลาง คือ  5, 0  แกนเอกยาว 10  หน่วย และแกนโทยาว 8  หน่วย 

  นั่นคือ 5, 0, 2 10h k a    และ 2 8b   จะได้ 5a   และ 4b   

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ  
2 25

1
25 16

x y
    

 4) จากกราฟที่ก าหนดให้ซึ่งเป็นวงรีที่มีแกนเอกอยู่ในแนวตั้ง   

  จะได้ว่า สมการรูปแบบมาตรฐานเป็น     
2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
     

  โดยที่ จุดศูนย์กลาง คือ  2, 3  แกนเอกยาว 6  หน่วย และแกนโทยาว 4  หน่วย 

  นั่นคือ 2, 3, 2 6h k a     และ 2 4b   จะได้ 3a   และ 2b   

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ    
2 2

2 3
1

4 9

x y 
   

 5) จากกราฟที่ก าหนดให้ซึ่งเป็นไฮเพอร์โบลาที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง   

  จะได้ว่า สมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
     

  โดยที่ จุดศูนย์กลางคือ  0, 1  แกนตามขวางยาว 2  หน่วย  

  นั่นคือ 0, 1, 1h k a     
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  จากสมการเส้นก ากับ คือ  
a

y k x h
b

     

  จะได้  1y      
1

0x
b

   

    y    1
1x

b
   

  จากรูป สมการเส้นก ากับ คือ 1y x     จะได้ 1
1

b
   นั่นคือ 1b   

  ดังนั้น  สมการไฮเพอร์โบลานี้ คือ  
2 21 1y x     

 6) จากกราฟที่ก าหนดให้ซึ่งเป็นไฮเพอร์โบลาที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน   

  จะได้ว่า สมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
     

  โดยที ่จุดศูนย์กลางคือ  4, 0  แกนตามขวางยาว 4  หน่วย  

  และกราฟผ่านจุด  8, 4  

  นั่นคือ 4, 0, 2, 8h k a x     และ 4y   

  แทน , , ,h k a x  และ y  ด้วย 4, 0, 2, 8  และ 4  ตามล าดับ ใน    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

  จะได้     
2 2

2 2

8 4 4 0

2 b

 
    1  

    
2

16 16

4 b
    1  

    
2

16

b
   16

1
4
  

    
2

16

b
   3  

    2b    16

3
 

  ดังนั้น  สมการไฮเพอร์โบลานี้ คือ  
2 24 3

1
4 16

x y
   
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5. 1) จากกราฟวงรี A  ที่ก าหนดให้   

  จะได้ว่า จุดศูนย์กลางของวงรีนี้ คือ  1, 1     

  ความยาวของแกนเอก 8  หน่วย และความยาวของแกนโท 4  หน่วย 

 2) จากข้อ 1) จะได้ว่า ต้องเลื่อนขนานกราฟ 
2 2

1
16 4

x y
   ไปทางซ้าย 1  หนว่ย  

  และเลื่อนลงข้างล่าง 1  หน่วย จึงจะได้วงรี A  

 3) จากกราฟวงรี A  ที่ก าหนดให้ซึ่งเป็นวงรีที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน  

  นั่นคือ มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
     

 จากข้อ 1) และ 2) จะได้สมการรูปแบบมาตรฐานของวงรี A  คือ    
2 2

1 1
1

16 4

x y 
   

6. 1) จาก  2 29 36 4y y x     0  

     2 29 4 4y y x     0  

     2 29 4 4 4y y x      0 36  

     
2 29 2 4y x     36  

     
2 29 2 4

36 36

y x
    36

36
 

     
2 22

4 9

y x
    1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ 2x  และ 2y  มีเครื่องหมายเหมือนกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการวงรี ที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน   

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

  จะได้ว่า 20, 2, 9h k a    และ 2 4b    นั่นคือ 3a   และ 2b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 9 4 5c      นั่นคือ 5c   
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  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  0, 2  จุดยอด คือ  3, 2  และ  3, 2  

   โฟกัส คือ  5, 2  และ  5, 2  แกนเอกยาว 6  หน่วย 

   แกนโทยาว 4  หน่วย และเขียนวงรีได้ดังนี้   

 

 2) จาก  2x     4 2y x  

    2x    4 8y x  

    2 8x x    4y  

    2 8 16x x     4 16y   

     
2

4x      4 4y   

  จะเห็นว่าสมการนี้เป็นสมการพาราโบลาที่เส้นโค้งหงายขึ้น 

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2

4x h p y k      

  จะได้ว่า 4, 4, 4 4h k p     นั่นคือ 1p   

 ดังนั้น จุดยอด คือ  4, 4  โฟกัส คือ  4, 3  

  ไดเรกตริกซ์ คือ 5y    และเขียนพาราโบลาได้ดังนี้ 
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 3) จาก  2 24 2 16y x y x      20  

       2 22 4 4y y x x      20  

       2 22 1 4 4 4y y x x        20 1 16   

       
2 2

1 4 2y x      5  

       
2 2

1 4 2

5 5

y x 
    1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ  
2

2x   และ  
2

1y   มีเครื่องหมายต่างกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการไฮเพอร์โบลา ที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง   

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
   

  จะได้ว่า 22, 1, 5h k a    และ 2 5

4
b     นั่นคือ 5a   และ 5

2
b    

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 5 25
5

4 4
c        นั่นคือ 5

2
c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  2, 1  จุดยอด คือ  2, 1 5  และ  2, 1 5  

   โฟกัส คือ 
3

2,
2

 
 

 
 และ 7

2,
2

 
 
 

  

   เส้นก ากับ คือ  1 2 2y x      
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 

 4) จาก  2 6 12 9x x y      0  

    2 6x x    12 9y   

    2 6 9x x     12 9 9y    

     
2

3x     12y  

  จะเห็นว่าสมการนี้เป็นสมการพาราโบลาที่เส้นโค้งหงายขึ้น  

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2

4x h p y k      

  จะได้ว่า 3, 0, 4 12h k p     นั่นคือ 3p   

 ดังนั้น จุดยอด คือ  3, 0  โฟกัส คือ  3, 3  

  ไดเรกตริกซ์ คือ 3y     
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  และเขียนพาราโบลาได้ดังนี้ 

 

 5) จาก  2 24 25 24 250 561x y x y       0     

    2 24 6 25 10x x y y      0 561   

       2 24 6 9 25 10 25x x y y        561 36 625     

       
2 2

4 3 25 5x y      100   

       
2 2

4 3 25 5

100 100

x y 
    100

100
 

       
2 2

3 5

25 4

x y 
    1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ  
2

3x   และ  
2

5y   มีเครื่องหมายเหมือนกัน   

  ดังนั้นสมการนี้เป็นสมการวงรี ที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน   

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

  จะได้ว่า 23, 5, 25h k a     และ 2 4b    นั่นคือ 5a   และ 2b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 25 4 21c      นั่นคือ 21c   
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  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  3, 5   

   จุดยอด คือ  2, 5   และ  8, 5  

   โฟกัส คือ  3 21, 5   และ  3 21, 5   

   แกนเอกยาว 10  หน่วย  

   แกนโทยาว 4  หน่วย  

   และเขียนวงรีได้ดังนี้ 

 

 6) จาก  2 22y x    2 1x     

  2 22 2y x x     1  

     2 22 2 1y x x      1 1  

     
222 1y x     2  

     
22 12

2 2

xy 
    2

2
 

     
2

21

2

x
y


    1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ  
2

1x   และ 2y  มีเครื่องหมายเหมือนกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการวงรี ที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน   
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  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

  จะได้ว่า 21, 0, 2h k a    และ 2 1b    นั่นคือ 2a   และ 1b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 2 1 1c      นั่นคือ 1c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  1, 0  จุดยอด คือ  1 2, 0  และ  1 2, 0  

   โฟกัส คือ  0, 0  และ  2, 0  แกนเอกยาว 2 2  หน่วย 

   แกนโทยาว 2  หน่วย และเขียนวงรีได้ดังนี้ 

 

 7) จาก  2 216 9 96 288x y x      0   

     2 216 6 9x x y     288  

     2 216 6 9 9x x y      288 144   

     
2 216 3 9x y     144  

     
2 216 3 9

144 144

x y
    144

144
  

     
2 23

9 16

x y
    1  

     
22 3

16 9

xy 
    1  
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  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ  
2

3x   และ 2y  มีเครื่องหมายต่างกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการไฮเพอร์โบลา ที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง   

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
   

  จะได้ว่า 23, 0, 16h k a    และ 2 9b    นั่นคือ 4a   และ 3b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 16 9 25c      นั่นคือ 5c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  3, 0  จุดยอด คือ  3, 4  และ  3, 4  

   โฟกัส คือ  3, 5  และ  3, 5  เส้นก ากับ คือ  
4

3
3

y x    

   และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้  
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 8) จาก  24 4 8 9y y x      0   

    24 4y y    8 9x   

     24 y y    8 9x   

    2 1
4

4
y y

 
  

 
   8 9 1x    

    
2

1
4

2
y

 
 

 
    8 1x   

    
2

1

2
y

 
 

 
    2 1x   

  จะเห็นว่าสมการนี้เป็นสมการพาราโบลาทีเ่ส้นโค้งเปิดไปทางด้านขวา  

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2

4y k p x h      

  จะได้ว่า 1
1, , 4 2

2
h k p    นั่นคือ 1

2
p   

 ดังนั้น จุดยอด คือ 1
1,

2

 
 
 

 โฟกัส คือ 3 1
,

2 2

 
 
 

 

  ไดเรกตริกซ์ คือ 1

2
x   และเขียนพาราโบลาได้ดังนี้ 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 



     

     

     

    
 

704 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 

 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 9) จาก  2 2x y     10 1x y      

    2 2x y    10 10 1x y   

    2 2 10 10x y x y      1  

       2 210 25 10 25x x y y        1 25 25   

       
2 2

5 5x y      1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ  
2

5x   และ  
2

5y   มีเครื่องหมายต่างกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการไฮเพอร์โบลา ที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน 

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

  จะได้ว่า 25, 5, 1h k a    และ 2 1b    นั่นคือ 1a   และ 1b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 1 1 2c      นั่นคือ 2c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  5, 5  จุดยอด คือ  4, 5  และ  6, 5  

   โฟกัส คือ  5 2, 5  และ  5 2, 5   

   เส้นก ากับ คือ  5 5y x     

   และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 
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 10) จาก  2 16x      24 2y x     

    2 16x     24 8y x  

    2 216 4 8x y x      0  

     2 28 16 4x x y      0  

     
2 24 4x y     0   1  

  จะเห็นว่า จ านวนข้างขวาของเครื่องหมายเท่ากับเป็น 0   จึงไม่สามารถเขียน 

  สมการใหม่ให้ตรงกับรูปแบบมาตรฐานของสมการไฮเพอร์โบลาได้ เมื่อวิเคราะห์ 

  ต่อไป สามารถแสดงว่า สมการดังกล่าวเป็นสมการของเส้นตรงสองเส้นตัดกัน 

  จากสมการ  1  จะได้ 

     
2

4x     24y   

    4 2x y   หรือ 4 2x y     

  ดังนั้น   1
2

2
y x   หรือ 1

2
2

y x     

  เขียนกราฟของเส้นตรงสองเส้นตัดกัน ได้ดังนี้  
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 11) จาก  2 23 4 6 24 39x y x y       0      

       2 23 6 4 24 39x x y y       0  

       2 23 2 4 6 39x x y y       0  

       2 23 2 1 4 6 9x x y y        0  

       
2 2

3 1 4 3x y      0   

  จะเห็นว่า จ านวนข้างขวาของเครื่องหมายเท่ากับเป็น 0   จึงไม่สามารถเขียน 

  สมการใหม่ให้ตรงกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงรีได้  

  เมื่อวิเคราะห์ต่อไป สามารถแสดงว่าสมการดังกล่าวเป็นสมการของจุดจุดเดียว 

  เนื่องจาก  
2

1 0x    และ  
2

3 0y     

  ดังนั้น  
2

1 0x    และ  
2

3 0y    นั่นคือ 1x   และ 3y   

  สมการนี้จึงแทนจุด  1, 3  เพียงจุดเดียว 

  และเขียนกราฟได้ดังนี้ 
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 12) จาก  2 24 20 40 300x y x y       0      

       2 220 4 10x x y y      300  

      2 220 100 4 10 25x x y y        300 100 100    

      
2 2

10 4 5x y      100  

 สมการข้างต้นเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก  
2

10 0x    และ  
2

4 5 0y     

  ดังนั้น  สมการนี้ไม่มีกราฟในระนาบจ านวนจริง 

7. 1) จาก  22 4 5y y x      0  

  เขียนกราฟได้ดังนี้  
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 2) จาก  2 24 9 36x y y     0  

  เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 

 3) จาก  29 36y     2 36 6x y x   

  เขียนกราฟได้ดังนี้  

 

 4) จาก  2 24 4 8x y x y      0  

  เขียนกราฟได้ดังนี้ 

 

 

 

 

  

 

  

 

 



      

   

   

   

 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 709 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

8. จาก    2 24 4 2x y x y F       0  

    2 24 4 8x y x y F       0  

       2 24 4 8x x y y F       0  

     2 21
4 8 16

4
x x y y F

 
      

 
   0 1 16   

     
2

21
4 4

2
x y F

 
    

 
   17  

                   
2

21
4 4

2
x y

 
   

 
   17 F  

 1) ถ้ากราฟของสมการ   
2

21
4 4 17

2
x y F

 
     

 
  เป็นสมการวงรี  

  แล้ว  17 0F     นั่นคือ 17F     

 2) ถ้ากราฟของสมการ   
2

21
4 4 17

2
x y F

 
     

 
  เป็นจุดจุดเดียว  

  แล้ว  17 0F    นั่นคือ 17F   

 3) ถ้ากราฟของสมการ   
2

21
4 4 17

2
x y F

 
     

 
  เป็นเซตว่าง  

  แล้ว  17 0F    นั่นคือ 17F   
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9. จาก   2y x    100  

    2y     100x   

 เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา    
2

4y k p x h     

 ที่มีแกนสมมาตรอยู่ในแนวนอน  จะได้ว่า 100, 0, 4 1h k p     นั่นคือ 1

4
p    

 ดังนั้น จุดยอดของพาราโบลา คือ  100, 0   และโฟกัสของพาราโบลา คือ  399
, 0

4

 
 
 

   

 เนื่องจากวงรีมีจุดยอดและโฟกัสจุดหนึ่งร่วมกับพาราโบลา 2 100y x   และโฟกัสอีกจุด

หนึ่งอยู่ที่จุดก าเนิด 

 จะได้  จุดยอดหนึ่งของวงรี คือ  100, 0    

  โฟกัสหนึ่งของวงรี คือ 399
, 0

4

 
 
 

  และโฟกัสอีกจุดหนึ่งของวงรี คือ  0, 0    

 นั่นคือ 399
2

4
c   จะได้ 399

8
c     

 และจุดศูนย์กลาง คือ 
399

0
0 04 ,

2 2

 
 

 
 
 

 หรือ 399
, 0

8

 
 
 

  

 จะได้ 399 401
100

8 8
a      

 จาก 2 2 2c a b    จะได้ 
2 2

2 2 2 401 399 1600
25

8 8 64
b a c

   
        

   
   

 ดังนั้น  สมการวงรีทีม่ีจุดยอดและโฟกัสจุดหนึ่งร่วมกับพาราโบลา 2 100y x    

 และโฟกัสอีกจุดหนึ่งอยู่ที่จุดก าเนดิ คือ 

2

2

2

399

8
1

25401

8

x
y

 
 

 
 

 
 
 
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แบบฝึกหัดท้ายบท  

 

1. จากอุณหภูมิ 0 C  เท่ากับ 32 F  และอุณหภูมิ 100 C  เท่ากับ 212 F  

 เขียนแสดงความสัมพันธ์ในรูปคู่อันดับได้เป็น  0, 32  และ  100, 212  

 และความสัมพันธ์ระหว่างองศาเซลเซียสและองศาฟาเรนไฮต์ในรูป y mx b   

 เมื่อ  x    แทนอุณหภูมิในหน่วยองศาเซลเซียส 

 และ  y    แทนอุณหภูมิในหน่วยองศาฟาเรนไฮต์ 

 แทน x  และ y  ด้วย 0  และ 32  ตามล าดับ ใน y mx b   

 จะได้ 32     0m b   

   b    32   

 แทน ,x y  และ b  ด้วย 100, 212  และ 32  ตามล าดับ ใน y mx b    

 จะได้ 212     100 32m    

   m    1.8   

 ดังนั้น สมการของเส้นตรงที่แสดงความสัมพันธ์ระหว่างองศาเซลเซียสและองศาฟาเรนไฮต์  

 คือ 1.8 32y x  ด 

2. เขียนสมการเส้นตรง 1 : 4 17 0y x    ให้อยู่ในรูป y mx b   

 จะได้ y    
1 17

4 4
x    1  

 นั่นคือ ความชันของเส้นตรง 1  คือ 
1

4
 

 เนื่องจากเส้นตรง 2  เป็นเส้นตรงที่ผ่านจุดก าเนิด และตั้งฉากกับเส้นตรง 1   

 ดังนั้น สมการของเส้นตรง 2  คือ  y    4x   2  

 หาจุดตัดระหว่างเส้นตรง 1  กับแกน X   โดยแทน y  ด้วย 0  ใน   1  
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 จะได้ 0    1 17

4 4
x    

   x    17   

 ดังนั้น เส้นตรง 1  ตัดแกน X  ที่จุด  17, 0  

 หาจุดตัดระหว่างเส้นตรง 1  กับเส้นตรง 2  

 จะได้  1 17

4 4
x     4x   

   1
4

4
x x    17

4
  

   17

4
x    17

4
  

   x    1   

 แทน x  ด้วย 1  ใน  2  

 จะได้   y     4 1   

     y    4  

 ดังนั้น เส้นตรง 1  ตัดเส้นตรง 2  ที่จุด  1, 4   
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ดังนั้น พ้ืนที่ของรูปสามเหลี่ยมที่เกิดจากการตัดกันของเส้นตรง 1 2, และแกน X   

คือ  
1

17 4 34
2
    ตารางหน่วย 

3. จากรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม 

    
2 2

x h y k      2r  

 เนื่องจากวงกลมมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่  2, 5  และรัศมียาว 2  หน่วย 

แทน ,h k  และ r  ด้วย 2, 5  และ 2  ตามล าดับ 

 จะได้     
22

2 5x y       22  

      
2 2

2 5x y      4  

 ดังนั้น สมการวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ท่ี  2, 5  และรัศมียาว 2  หน่วย  

 คือ    
2 2

2 5 4x y     

4. จากรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม 

    
2 2

x h y k      2r  

 เนื่องจากวงกลมมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่  5, 1  และผ่านจุดก าเนิด 

แทน , ,h k x  และ y  ด้วย 5, 1, 0  และ 0  ตามล าดับ 

 จะได้      
2 2

0 5 0 1       2r  

    2r    26  

 ดังนั้น สมการวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ท่ี  5, 1  และผ่านจุดก าเนิด  

 คือ    
2 2

5 1 26x y     

5. เนื่องจากจุดปลายของเส้นผ่านศูนย์กลางวงกลม คือ  2, 3P  และ  1, 8Q   

 หาจุดศูนย์กลางของวงกลม 

 จะได้  2 1 1

2 2
h

 
   และ 3 8 11

2 2
k


   
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 นั่นคือ จุดศูนย์กลางของวงกลมนี้ คือ 1 11
,

2 2

 
 
 

  

 และจะได้ ความยาวของเส้นผ่านศูนย์กลางวงกลม คือ    
2 2

2 1 3 8 9 25 34       หน่วย 

 นั่นคือ รัศมีของวงกลมนี้ คือ 34

2
 หน่วย 

 ดังนั้น สมการวงกลมที่มีจุดปลายของเส้นผ่านศูนย์กลางวงกลมอยู่ที่  2, 3P  และ  

 คือ  
22 2

1 11 34

2 2 2
x y

    
               

 หรือ 
2 2

1 11 17

2 2 2
x y

   
      

   
 

6. 1) จาก   2 2, 4x y x y          

  เนื่องจาก 2 2 4x y   เป็นสมการวงกลมทีม่ีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด  0, 0   

  และมีรัศมียาว 2  หน่วย 

  เขียนกราฟของ 2 2 4x y   ได้ดังนี้ 

จ 

2) จาก   2 2, 9x y x y          

เนื่องจาก 2 2 9x y   เป็นสมการวงกลมทีม่ีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด  0, 0   

และมีรัศมียาว 3  หน่วย 

 1, 8Q 
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เขียนกราฟของ 2 2 9x y   ได้ดังนี ้ 

 

7. เนื่องจาก 2 2 9x y   เป็นสมการวงกลมมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด  0, 0   

และมีรัศมียาว 3  หน่วย 

และเนื่องจาก 2 2 9x y   และ y x   เขียนกราฟได้ดังนี้  

 

 จาก y x  คือ y x  เมื่อ 0x   และ y x   เมื่อ 0x   

จะได้ว่า ผลคูณของความชันของเส้นตรง y x  และเส้นตรง y x   คือ  1 1 1    
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นั่นคือ เส้นตรง y x  และเส้นตรง y x   ตั้งฉากกัน 

เนื่องจากมุมภายในของวงกลมเป็น 360   

จะได้ พ้ืนที่ที่ต้องการเป็น 1

4
 ของพ้ืนที่ของวงกลม 

ดังนั้น พ้ืนที่ที่ต้องการ คือ   21 9
3

4 4
   ตารางหน่วย 

จ8. จาก 2 2 13x y   ซึ่งเป็นสมการวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่  0, 0    

 และรัศมียาว 13  หน่วย 

 สร้างส่วนของเส้นตรงจากจุด  0, 0  และ  3, 2    

 

 จะได้ ความชันของส่วนของเส้นตรงที่เชื่อมจุด  0, 0  และ  3, 2   คือ 2 0 2

3 0 3

 


 
  

 เนื่องจาก เส้นสัมผัสวงกลม 2 2 13x y   ที่จุด  3, 2  จะตั้งฉากกับส่วนของเส้นตรง 

 ที่เชื่อมจุด  0, 0  และ  3, 2    

 จะได้ว่า ความชันของเส้นสัมผัสวงกลม 2 2 13x y   ที่จุด  3, 2   คือ 3

2
  
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 เนื่องจาก เส้นสัมผัสวงกลม คือ เส้นตรงที่มีสมการอยู่ในรูป  1 1y y m x x    

 จะได้ สมการของเส้นสัมผัสวงกลม คือ  

    2y        
3

3
2

x     

   2y      
3

3
2

x    

   2y     3 9

2 2
x    

   y    3 13

2 2
x   

 ดังนั้น สมการเส้นสัมผัสวงกลม 2 2 13x y   ที่จุด  3, 2   คือ 3 13

2 2
y x     

9. 1)  แสดงวงกลม 2 2 9x y   และเส้นสัมผัสวงกลม  2 2 9x y   ที่ผ่านจุด  3, 0   

  ได้ดังรูป 

ก 
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จากรูป จะได้ว่าเส้นสัมผัสวงกลม 2 2 9x y   ที่ผ่านจุด  3, 0  จะตั้งฉากกับ 

แกน X  ที่  3x   

  ดังนั้น สมการเส้นสัมผัสวงกลม 2 2 9x y   และผ่านจุด  3, 0  คือ 3x   

 2)    ให้ เส้นสัมผัสวงกลม 2 2 9x y   ซึ่งมีความชันเป็น 1  อยู่ในรูป 

                                             y x c       1  

  จะได้ว่า เส้นสัมผัสนี้จะตั้งฉากกับรัศมีของวงกลมที่มีความชันเป็น 1 

  นั่นคือ จุดปลายของรัศมีนี้จะอยู่บนเส้นตรง  y x   ซ่ึงตัดวงกลม 2 2 9x y    

  ที่จุด  3 2 3 2
,

2 2

 
  
 

  และ  3 2 3 2
,

2 2

 
   
 

 

  แทน x  และ y   ด้วย 3 2

2
 และ 3 2

2
 ตามล าดับ ใน  1  

  จะได้ 3 2

2
 = 

3 2

2
c    

   c   = 3 2  

  แทน x  และ y   ด้วย 3 2

2
  และ 3 2

2
  ตามล าดับ ใน  1  

  จะได้ 3 2

2
  = 

3 2

2
c   

   c   = 3 2  

  ดังนั้น สมการเส้นสัมผัสวงกลม 2 2 9x y   ที่มีความชันเป็น 1   คือ  

  3 2y x     และ 3 2y x    

 3)  เขียนวงกลม 2 2 9x y   วงกลม    
2 2

3 3 9x y     และวงกลม  

     
2 2

3 3 9x y      ได้ดังนี ้
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  เนื่องจากวงกลม 2 2 9x y   และวงกลม    
2 2

3 3 9x y     มีรัศมียาวเท่ากัน  

  ดังนั้น เส้นสัมผัสของวงกลมทั้งสองจะขนานกับเส้นตรงที่ผ่านจุดศูนย์กลาง 

  ของวงกลมท้ังสอง 

  เนื่องจาก จุดศูนย์กลางของวงกลม 2 2 9x y   และวงกลม    
2 2

3 3 9x y      

  คือ  0, 0  และ  3, 3  ตามล าดับก 

  จะได้ว่า เส้นตรงที่ผ่านจุดศูนย์กลางของวงกลมทั้งสองมีความชันเป็น 3 0
1

3 0

 
 


 

  จากข้อ 2) จะได้สมการเส้นสัมผัสวงกลม 2 2 9x y   และมีความชันของ 

  เส้นสัมผัสเป็น 1  คือ  3 2y x    และ 3 2y x      ดังรูป 
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  จากรูป จะเห็นได้ว่าเส้นสัมผัสวงกลม 2 2 9x y   และวงกลม    
2 2

3 3 9x y      

  แต่ไม่ตัดวงกลม     
2 2

3 3 9x y     คือ 3 2y x    

10. จากสมการรูปแบบทั่วไปของภาคตัดกรวย กราฟของสมการ 2 2 0Ax Cy Dx Ey F       

 เมื่อ A  และ C  ไม่เป็นศูนย์พร้อมกัน กราฟของสมการนี้เป็นวงกลม เมื่อ A C  

 จากโจทย ์

 

 ดังนั้น  สัมประสิทธิ์ของ 2y  คือ 3  
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11. 1) จาก  2 24x y    16    

  จะได ้ 
2

24

16 16

x
y    16

16
  

    
2 2

16 4

x y
    1   

  จะเห็นว่าตัวหารของ 2x  มากกว่าตัวหารของ  2y    

  ดังนั้น แกนเอกอยู่ในแนวนอน 

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐาน คือ    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

  จะได้ว่า 20, 0, 16h k a    และ 2 4b    นั่นคือ 4a   และ 2b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 16 4 12c      นั่นคือ 12 2 3c    

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  0, 0    

   จุดยอด คือ  4, 0  และ  4, 0  

   โฟกัส คือ  2 3, 0  และ  2 3, 0   

   แกนเอกยาว 8  หน่วย   

   แกนโทยาว 4  หน่วย  

    และเขียนวงรีได้ดังนี้ 
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 2) จาก  2 29 4x y    1    

  จะได ้ 
2 2

1 1

9 4

x y
    1   

  จะเห็นว่าตัวหารของ 2y  มากกว่าตัวหารของ  2x    

  ดังนั้น แกนเอกอยู่ในแนวตั้ง 

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐาน คือ    
2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
   

  จะได้ว่า 2 1
0, 0,

4
h k a    และ 2 1

9
b    นั่นคือ 1

2
a   และ 1

3
b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 1 1 5

4 9 36
c      นั่นคือ 5

6
c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  0, 0   

   จุดยอด คือ 1
0,

2

 
 

 
 และ 1

0,
2

 
 
 

 

   โฟกัส คือ 
5

0,
6

 
  

 

 และ 5
0,

6

 
  
 

  

   แกนเอกยาว 1  หน่วย  

   แกนโทยาว 2

3
 หน่วย  

   และเขียนวงรีได้ดังนี้ 



      

   

   

   

 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 723 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

 3) จาก  2 24 9x y    36y    

  จะได ้ 2 24 9 36x y y     0   

     2 24 9 4x y y     0   

     2 24 9 4 4x y y      0 36   

     
224 9 2x y     36   

     
224 9

2
36 36

x y     36

36
  

     
22 2

9 4

yx 
    1   

  จะเห็นว่าตัวหารของ 2x  มากกว่าตัวหารของ   
2

2y     

  ดังนั้น แกนเอกอยู่ในแนวนอน 

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐาน คือ    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

  จะได้ว่า 20, 2, 9h k a    และ 2 4b    นั่นคือ 3a   และ 2b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 9 4 5c      นั่นคือ 5c   
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  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  0, 2   

   จุดยอด คือ  3, 2  และ  3, 2  

   โฟกัส คือ  5, 2  และ  5, 2   

   แกนเอกยาว 6  หน่วย  

   แกนโทยาว 4  หน่วย  

   และเขียนวงรีได้ดังนี้ 

 

 4) จาก  2 22x y     2 4 x y     

  จะได ้ 2 22x y    2 4 4x y    

    2 22 4 4x y x y      2  

       2 22 2 4x x y y      2  

       2 22 2 1 4 4x x y y        2 2 4   

       
2 2

2 1 2x y      8  

       
2 22 1

1 2
8 8

x y      8

8
 

       
2 2

1 2

4 8

x y 
    1  
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  จะเห็นว่าตัวหารของ  
2

2y   มากกว่าตัวหารของ  
2

1x     

  ดังนั้น แกนเอกอยู่ในแนวตั้ง 

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐาน คือ    
2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
   

  จะได้ว่า 21, 2, 8h k a     และ 2 4b    นั่นคือ 8 2 2a    และ 2b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 8 4 4c      นั่นคือ 2c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  1, 2   

   จุดยอด คือ  1, 2 2 2   และ  1, 2 2 2   

   โฟกัส คือ  1, 4  และ  1, 0   

   แกนเอกยาว 4 2  หน่วย 

   แกนโทยาว 4  หน่วย  

   และเขียนวงรีได้ดังนี้  
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12. 1) จาก  2 8x y    0  

  จะได ้ 2x    8y   

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา    
2

4x h p y k    

จะได้ว่า 0, 0, 4 8h k p     นั่นคือ 2p    

 ดังนั้น จุดยอด คือ  0, 0  โฟกัส คือ  0, 2  

   ไดเรกตริกซ์ คือ 2y   และเขียนพาราโบลาได้ดังนี้ 

 

 2) จาก  22x y    0  

  จะได ้ 2y    2x   

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา    
2

4y k p x h    

จะได้ว่า 0, 0, 4 2h k p    นั่นคือ 1

2
p   

 ดังนั้น จุดยอด คือ  0, 0  โฟกัส คือ 1
, 0

2

 
 
 

 

  ไดเรกตริกซ์ คือ 1

2
x    และเขียนพาราโบลาได้ดังนี้ 
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 3) จาก  2 4 2x y y      0  

  จะได ้ 2 4y y    2x    

    2 4 4y y     2 4x     

     
2

2y     2x    

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา    
2

4y k p x h    

จะได้ว่า 2, 2, 4 1h k p     นั่นคือ 1

4
p   

 ดังนั้น จุดยอด คือ  2, 2  โฟกัส คือ 7
, 2

4

 
 
 

 

  ไดเรกตริกซ์ คือ 9

4
x    และเขียนพาราโบลาได้ดังนี้  
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

 4) จาก  22 6 5 10x x y      0  

  จะได ้ 22 6x x    5 10y    

    
2

2 3
2 3

2
x x

  
      

   9
5 10

2
y     

    
2

3
2

2
x

 
 

 
   11

5
2

y    

    
2

3
2

2
x

 
 

 
   11

5
10

y
 

  
 

  

    
2

3

2
x

 
 

 
   5 11

2 10
y

 
  

 
  

  เทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการพาราโบลา    
2

4x h p y k     

จะได้ว่า 3 11 5
, , 4

2 10 2
h k p       นั่นคือ 5

8
p    

 ดังนั้น จุดยอด คือ 3 11
,

2 10

 
  
 

 โฟกัส คือ 3 69
,

2 40

 
  
 

 

  ไดเรกตริกซ์ คือ 19

40
y    และเขียนพาราโบลาได้ดังนี้ 
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13. 1) จาก  2 22x y    16  

  จะได ้ 
2

22

16 16

x
y    16

16
  

    
2 2

16 8

x y
    1   

  เทียบรูปแบบมาตรฐานของสมการไฮเพอร์โบลา    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
     

  จะได้ว่า 2 20, 0, 16, 8h k a b     นั่นคือ 4a   และ 8 2 2b    

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวนอน จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน X   

จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 16 8 24c     นั่นคือ 2 6c   

 ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  0, 0   

  จุดยอด คือ  4, 0  และ  4, 0  

  โฟกัส คือ  2 6, 0  และ  2 6, 0   

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง 2

2
y x   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้   
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 2) จาก  2 24x y    16  

  จะได ้ 
   

2
24

16 16

x
y

 
   

 

16

16



  

    
2 2

4 16

y x
    1  

  เทียบรูปแบบมาตรฐานของสมการไฮเพอร์โบลา    
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
   

  จะได้ว่า 2 20, 0, 4, 16h k a b     นั่นคือ 2a   และ 4b   

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง  จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน Y  

จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 4 16 20c     นั่นคือ 20 2 5c    

 ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  0, 0   

  จุดยอด คือ  0, 2  และ  0, 2  

  โฟกัส คือ  0, 2 5  และ  0, 2 5   

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง 1

2
y x   

  และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 
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 3) จาก  29 18y y    2 6 18x x   

  จะได้   29 2y y     2 6 9 9x x     

     29 2 1y y      2 6 9 9 9x x     

     
2

9 1y      
2

3 18x    

       
2 2

9 1 3y x      18  

       
2 29 1

1 3
18 18

y x      18

18
 

       
2 2

1 3

2 18

y x 
    1  

  เทียบรูปแบบมาตรฐานของสมการไฮเพอร์โบลา    
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
   

  จะได้ว่า 2 23, 1, 2, 18h k a b       นั่นคือ 2a   และ 18 3 2b    

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง  จุดยอดและโฟกัสอยู่บนเส้นตรง 3x     

จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 2 18 20c     นั่นคือ 20 2 5c    
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 ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  3, 1    

  จุดยอด คือ  3, 1 2    และ  3, 1 2    

  โฟกัส คือ  3, 1 2 5    และ  3, 1 2 5     

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง  
1

1 3
3

y x     

   และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้  

 

 4) จาก  2y    2 6x y  

  จะได้   2 2 6y x y     0   

     2 26y y x     0  

    2 26 9y y x      0 9  

    
2 23y x     9  

    
2 23

9 9

y x
    9

9
 

    
2 23

9 9

y x
    1  

  เทียบรูปแบบมาตรฐานของสมการไฮเพอร์โบลา    
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
   
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  จะได้ว่า 2 20, 3, 9, 9h k a b     นั่นคือ 3a   และ 3b   

  ดังนั้น ไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางในแนวตั้ง  จุดยอดและโฟกัสอยู่บนแกน Y   

จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 9 9 18c     นั่นคือ 18 3 2c    

 ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  0, 3  จุดยอด คือ  0, 0  และ  0, 6  

  โฟกัส คือ  0, 3 3 2  และ  0, 3 3 2   

  เส้นก ากับ คือ เส้นตรง 3y x    

   และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 

14.ด1) จาก  
2

12

y
x    1  

  จะได้  
2

12

y    1x    

    2y     12 1x   

  จะเห็นว่า สมการนี้เป็นสมการพาราโบลา  

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2

4y k p x h      

  จะได้ว่า 1, 0, 4 12h k p     นั่นคือ 3p    
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 ดังนั้น จุดยอด คือ  1, 0  โฟกัส คือ  2, 0  

  และเขียนพาราโบลาได้ดังนี้ 

 

 2) จาก  
2 2

12 144

y x
    

12

y
 

  จะได้  
2 2

12 144 12

y x y
     0   

    
2 2

12 12 144

y y x 
  

 
   0  

     
2

21

12 144

x
y y     0  

    
2

21 1

12 4 144

x
y y

 
   

 
   1

0
48

  

    
2 21 1

12 2 144

x
y

 
  

 
   1

48
 

    
2

248 1 48

12 2 144
y x

 
  

 
   48

48
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2

2

1

2

1 3

4

y
x

 
 

 
    1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ 2x  และ 2y  มีเครื่องหมายเหมือนกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการวงรี ที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน   

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

  จะได้ว่า 21
0, , 3

2
h k a    และ 2 1

4
b    นั่นคือ 3a   และ 1

2
b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 1 11
3

4 4
c      นั่นคือ 11

2
c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ 1
0,

2

 
 
 

 จุดยอด คือ 1
3,

2

 
 
 

 และ 1
3,

2

 
 
 

 

   โฟกัส คือ 11 1
,

2 2

 
  
 

 และ 11 1
,

2 2

 
  
 

 และเขียนวงรีได้ดังนี้ 

 

 3) จาก  2 2 144x y     0  

  จะได้  2 2x y    0 144   

    
   

2 2

144 144

x y


 
   

 

144

144




 

   
2 2

144 144

y x
    1  
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  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ 2x  และ 2y  มีเครื่องหมายต่างกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการไฮเพอร์โบลา ที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง   

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
   

  จะได้ว่า 20, 0, 144h k a    และ 2 144b    นั่นคือ 12a   และ 12b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 144 144 288c      นั่นคือ 12 2c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  0, 0  จุดยอด คือ  0, 12  และ  0, 12  

   โฟกัส คือ  0, 12 2  และ  0, 12 2   

   และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 
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 4) จาก  2 6x x    29y  

  จะได้  2 6 9x x     29 9y    

     
2

3x     29 9y   

    
2 23 9x y     9  

    
2

23

9

x
y


    1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ  
2

3x   และ 2y  มีเครื่องหมายต่างกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการไฮเพอร์โบลา ที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน 

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

  จะได้ว่า 23, 0, 9h k a     และ 2 1b    นั่นคือ 3a   และ 1b   

  จาก 2 2 2c a b     จะได้ 2 9 1 10c      นั่นคือ 10c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  3, 0  จุดยอด คือ  6, 0  และ  0, 0  

   โฟกัส คือ  3 10, 0   และ  3 10, 0    

   และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 5) จาก  2 24x y     8 x y  

  จะได้  2 24x y    8 8x y   

    2 24 8 8x y x y      0  

       2 24 2 8x x y y      0  

       2 24 2 1 8 16x x y y        0 4 16   

      
2 2

4 1 4x y      20  

      
2 24 1

1 4
20 20

x y      20

20
 

      
2 2

1 4

5 20

x y 
    1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ 2x  และ 2y  มีเครื่องหมายเหมือนกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการวงรี ที่มีแกนเอกอยู่ในแนวตั้ง   

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
   

  จะได้ว่า 21, 4, 20h k a    และ 2 5b    นั่นคือ 20 2 5a    และ 5b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 20 5 15c      นั่นคือ 15c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  1, 4   

   จุดยอด คือ  1, 4 2 5  และ  1, 4 2 5  

   โฟกัส คือ  1, 4 15  และ  1, 4 15   

   และเขียนวงรีได้ดังนี้ 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

 6) จาก   23 6x x y     10  

  จะได้  23 6 6x x y     10   

     23 2x x    6 10y   

     23 2 1x x     6 10 3y    

    
2

3 1x     6 13y   

    
2

1x     13
2

3
y   

    
2

1x     13
2

6
y

 
 

 
 

  จะเห็นว่าสมการนี้เป็นสมการพาราโบลา  

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2

4x h p y k      

  จะได้ว่า 13
1, , 4 2

6
h k p     นั่นคือ 1

2
p   
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 ดังนั้น จุดยอด คือ 13
1,

6

 
 

 
 โฟกัส คือ 5

1,
3

 
 

 
 

  และเขียนพาราโบลาได้ดังนี้ 

 

 7) จาก  22 4x     24x y  

  จะได้  2 22 4x x y     4   

     2 22 2 1x x y      4 2   

     
2 22 1x y     2  

    
 

 
 

2 22 1
1

2 2
x y 

 
   

 

2

2




 

    
2

2
1

2

y
x     1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ  
2

1x   และ 2y  มีเครื่องหมายต่างกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการไฮเพอร์โบลา ที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง   

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
   

  จะได้ว่า 21, 0, 2h k a    และ 2 1b    นั่นคือ 2a   และ 1b   
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

  จาก 2 2 2c a b     จะได้ 2 2 1 3c      นั่นคือ 3c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  1, 0  จุดยอด คือ  1, 2  และ  1, 2  

   โฟกัส คือ  1, 3  และ  1, 3   

   และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 

8) จาก  2 22 12 6 26x x y y       0  

  จะได้     2 22 6 9 6 9x x y y       26 18 9     

       
2 2

2 3 3x y      1  

    
 

2

23
3

1

2

x
y


     1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ  
2

3x   และ  
2

3y   มีเครื่องหมายเหมือนกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการวงรี ที่มีแกนเอกอยู่ในแนวตั้ง   

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
    
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

  จะได้ว่า 23, 3, 1h k a     และ 2 1

2
b    นั่นคือ 1a   และ 1 2

22
b    

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 1 1
1

2 2
c      นั่นคือ 1 2

22
c    

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  3, 3  จุดยอด คือ  3, 4  และ  3, 2  

   โฟกัส คือ 2
3, 3

2

 
   

 

 และ 2
3, 3

2

 
   

 

  

  และเขียนวงรีได้ดังนี้ 

 

9) จาก  2 236 4 36 8x y x y      31  

  จะได้     2 236 36 4 8x x y y      31   

       2 236 4 2x x y y      31  

    2 21
36 4 2 1

4
x x y y

 
     

 
   31 9 4   

    
2

21
36 4 1

2
x y

 
   

 
   36  

    
2

236 1 4
1

36 2 36
x y

 
   

 
   36

36
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

    
22

11

2 9

y
x

 
  

 
   1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ 
2

1

2
x

 
 

 
 และ  

2
1y   มีเครื่องหมายต่างกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการไฮเพอร์โบลา ที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน 

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

  จะได้ว่า 21
, 1, 1

2
h k a     และ 2 9b    นั่นคือ 1a   และ 3b   

  จาก 2 2 2c a b     จะได้ 2 1 9 10c      นั่นคือ 10c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ 1
, 1

2

 
 

 
 จุดยอด คือ 1

, 1
2

 
  
 

 และ 3
, 1

2

 
 

 
 

   โฟกัส คือ 1
10, 1

2

 
  

 
 และ 1

10, 1
2

 
  

 
  

   และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

10) จาก  2 24x y    4 8x   

  จะได้  2 24 4x y x    8   

     2 24 4 4x x y      8 4  

     
2 22 4x y     12  

     
2

22 4

12 12

x
y


    12

12
 

     
2 22

12 3

x y
    1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ  
2

2x   และ 2y  มีเครื่องหมายเหมือนกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการวงรี ที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน   

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
    

  จะได้ว่า 22, 0, 12h k a    และ 2 3b     

  นั่นคือ 12 2 3a    และ 3b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 12 3 9c      นั่นคือ 3c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  2, 0   

   จุดยอด คือ  2 2 3, 0   และ   2 2 3, 0  

   โฟกัส คือ  1, 0  และ  5, 0   

  และเขียนวงรีได้ดังนี้ 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

15. 1) จาก  2 2 6 4 9x y x y       0  

  จะได้     2 26 4x x y y     9   

       2 26 9 4 4x x y y        9 9 4    

       
2 2

3 2x y      4  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ  
2

3x   และ  
2

2y   มีเครื่องหมายเหมือนกัน  

  และสัมประสิทธิ์หน้า  
2

3x   และ  
2

2y   เป็น 1  

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการวงกลม และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2 2x h y k r     

  จะได้ว่า 3, 2h k    และ 2 4r   นั่นคือ 2r    

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  3, 2    รัศมียาว 2  หน่วย 

   และเขียนวงกลมได้ดังนี้   
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

 2) จาก  2 24 6 16 21x y x y       0  

  จะได้     2 26 4 4x x y y     21   

       2 26 9 4 4 4x x y y        21 9 16    

       
2 2

3 4 2x y      4  

     
 

2

23 4
2

4 4

x
y


     4

4
 

     
 

2

23
2

4

x
y


     1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ  
2

3x   และ  
2

2y   มีเครื่องหมายเหมือนกัน   

  และสัมประสิทธิ์หน้า  
2

3x   และ  
2

2y   ไม่เท่ากับ 1  

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการวงรี ที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน   

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น     
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
    

  จะได้ว่า 23, 2, 4h k a     และ 2 1b    นั่นคือ 2a   และ 1b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 4 1 3c      นั่นคือ 3c   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  3, 2  แกนเอกยาว 4  หน่วย  

   แกนโทยาว 2  หน่วย และเขียนวงรีได้ดังนี้ 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 

 3) จาก  2 24 4 3x y x      0  

  จะได้   2 24 x x y     3   

    
2

2 21
4

2
x x y

  
       

   3 1  

    
2

21
4

2
x y

 
  

 
   4  

    
2

24 1 1

4 2 4
x y

 
  

 
   4

4
 

    
2 21

2 4

y
x

 
  

 
   1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ 
2

1

2
x

 
 

 
 และ 2y  มีเครื่องหมายต่างกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการไฮเพอร์โบลา ที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน 

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   

  จะได้ว่า 21
, 0, 1

2
h k a    และ 2 4b    นั่นคือ 1a   และ 2b   

  จาก 2 2 2c a b     จะได้ 2 1 4 5c      นั่นคือ 5c   
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  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ 1
, 0

2

 
 
 

 จุดยอด คือ 1
, 0

2

 
 
 

 และ 3
, 0

2

 
 
 

 

   โฟกัส คือ 1
5, 0

2

 
 

 
 และ 1

5, 0
2

 
 

 
  

   และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

 
 

 4) จาก  2 4 4y y x     0  

  จะได้   2 4y y    4x   

     2 4 4y y     4 4x   

     
2

2y      4 1x   

  จะเห็นว่าสมการนี้เป็นสมการพาราโบลา  

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2

4y k p x h      

  จะได้ว่า 1, 2, 4 4h k p     นั่นคือ 1p   

 ดังนั้น จุดยอด คือ  1, 2  โฟกัส คือ  0, 2  

  ไดเรกตริกซ์ คือ 2x    และเขียนพาราโบลาได้ดังนี้ 
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 5) จาก  2 24 3 8 24 51x y x y       0  

  จะได้     2 24 8 3 24x x y y      51   

       2 24 2 3 8x x y y      51  

       2 24 2 1 3 8 16x x y y        51 4 48    

       
2 2

4 1 3 4x y      1  

       
2 2

1 4

1 1

4 3

x y 
    1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ  
2

1x   และ  
2

4y   มีเครื่องหมายเหมือนกัน   

  และสัมประสิทธิ์หน้า  
2

1x   และ  
2

4y   ไม่เท่ากับ 1  

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการวงรี ที่มีแกนเอกอยู่ในแนวตั้ง   

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
   

  จะได้ว่า 2 1
1, 4,

3
h k a     และ 2 1

4
b    นั่นคือ 1 3

33
a    และ 1

2
b   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 1 1 1

3 4 12
c      นั่นคือ 1 3

612
c    
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  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  1, 4  แกนเอกยาว 2 3

3
 หน่วย  

   แกนโทยาว 1  หน่วย และเขียนวงรีได้ดังนี้ 

 

 6) จาก  2 24 2 4 8 15y x y x       0  

  จะได้     2 24 4 2 8y y x x       15   

       2 24 2 4y y x x      15  

     2 21
4 2 4 4

4
y y x x

 
     

 
   15 1 8   

     
2

21
4 2 2

2
y x

 
   

 
   8  

     
2

21
4 2 2

2
y x

 
   

 
   8  

     
2

24 1 2
2

8 2 8
y x

 
   

 
   8

8
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     

2

2
1

22

2 4

y
x

 
   

    1  

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ 
2

1

2
y

 
 

 
 และ  

2
2x   มีเครื่องหมายต่างกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการไฮเพอร์โบลา   ทีม่ีแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง 

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  และ  

  จาก   จะได้   นั่นคือ  

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ 1
2,

2

 
 
 

  

   จุดยอด คือ 1
2, 2

2

 
  
 

 และ 1
2, 2

2

 
  
 

  

   โฟกัส คือ 1
2, 6

2

 
  
 

 และ 1
2, 6

2

 
  
 

  

   และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 

   
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
 

21
2, , 2

2
h k a   

2 4b  2a  2b 

2 2 2c a b  2 2 4 6c    6c 
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 7) จาก     

  จะได้      

      200 119 1y     

       

      

      

  จะเห็นว่าสมการนี้เป็นสมการพาราโบลา  

  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    

  จะได้ว่า  นั่นคือ  

225 10 200 119x x y    0

225 10x x  200 119y 

2

2 2 1
25

5 5
x x

  
      



2
1

25
5

x
 

 
 

 200 120y 

2
1

5
x

 
 

 


24
8

5
y 

2
1

5
x

 
 

 


3
8

5
y

 
 

 

   
2

4x h p y k  

1 3
, , 4 8

5 5
h k p    2p 
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 ดังนั้น จุดยอด คือ  โฟกัส คือ  

   ไดเรกตริกซ์ คือ   และเขียนพาราโบลาได้ดังนี้ 

 

 8) จาก     

  จะได้    15    

      15 16   

       

       

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ  และ  มีเครื่องหมายเหมือนกัน  

  และสัมประสิทธิ์หน้า  และ  เป็น  

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการวงกลม และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

      
2 2 2x h y k r     

  จะได้ว่า 0, 2h k   และ  นั่นคือ   

1 3
,

5 5

 
 

 

1 7
,

5 5

 
 
 

13

5
y  

2 24 4 16 15x y y    0

 2 24 4 4x y y  

 2 24 4 4 4x y y   

 
224 4 2x y   1

 
22 2x y  

1

4

2x  
2

2y 

2x  
2

2y  1

2 1

4
r 

1

2
r 
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  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ    รัศมียาว  หน่วย 

   และเขียนวงกลมได้ดังนี้ 

 

 9) จาก     

  จะได้      

       

       

      

      

      

  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ  
2

3y   และ  
2

1x   มีเครื่องหมายต่างกัน   

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการไฮเพอร์โบลา ที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง 

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

 0, 2
1

2

2 24 8 6 4x y x y     0

   2 24 8 6x x y y     4

   2 24 2 6x x y y    4

   2 24 2 1 6 9x x y y      4 4 9  

   
2 2

4 1 3x y    9

 
 

 
 

2 24 1
1 3

9 9
x y  

 


 

9

9





   
2 2

3 1

99

4

y x 
  1

   
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
 
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  จะได้ว่า  และ   นั่นคือ  และ  

  จาก   จะได้   นั่นคือ 3 5

2
c     

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ  1, 3   จุดยอด คือ  และ  

   โฟกัส คือ 3 5
1, 3

2

 
    
 

 และ 3 5
1, 3

2

 
    
 

 

   และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้  

 

 10) จาก     

  จะได้      

       

      2 8 18     

21, 3, 9h k a     2 9

4
b  3a 

3

2
b 

2 2 2c a b  2 9 45
9

4 4
c   

 1, 6   1, 0

2 22 2 8 12 2x y x y     0

   2 22 8 2 12x x y y    2

   2 22 4 2 6x x y y    2

   2 22 4 4 2 6 9x x y y     
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  จะเห็นว่าสัมประสิทธิ์ของ  และ  มีเครื่องหมายเหมือนกัน  

  และสัมประสิทธิ์หน้า  และ  เป็น  

  ดังนั้น สมการนี้เป็นสมการวงกลม และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

   

  จะได้ว่า  และ  นั่นคือ 12 2 3r      

  ดังนั้น จุดศูนย์กลาง คือ    รัศมียาว 2 3  หน่วย 

   และเขียนวงกลมได้ดังนี้ 

 

16. 1) จากพาราโบลาที่มีโฟกัสอยู่ที่จุด  และไดเรกตริกซ์ คือ   

  แสดงว่าพาราโบลานี้มีจุดยอดอยู่ที่  0,0  แกนสมมาตรอยู่ในแนวตั้ง  

  และมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

  นั่นคือ 0, 0, 1h k k p     และ 1k p     จะได้  

   
2 2

2 2 2 3x y    24

   
2 2

2 3x y    12

 
2

2x   
2

3y 

 
2

2x   
2

3y  1

   
2 2 2x h y k r   

2, 3h k  
2 12r 

 2, 3

 0, 1F 1y  

   
2

4x h p y k  

1p 
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  แทน  และ  ด้วย 0, 0  และ 1   ตามล าดับ ใน   

  จะได้      

       

  ดังนั้น  สมการพาราโบลานี้ คือ    

 2) จากวงรีที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด  โฟกัส คือ  และ   

  และแกนเอกยาว  หน่วย 

  แสดงว่าแกนเอกอยู่ในแนวตั้ง มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

  จุดศูนย์กลาง คือ  โฟกัสอยู่ที่จุด  และแกนเอกยาว 2a  หน่วย 

  นั่นคือ 0, 4, 0, 8h k k c k c       และ 2 10a   

  จะได้  และ  

  จาก    

  จะได้   นั่นคือ  

  แทน  และ  ด้วย 0, 4, 5  และ 3  ตามล าดับ ใน  

  จะได้      

       

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ  

 3) จากไฮเพอร์โบลาที่มีจุดยอดอยู่ที่จุด   

  และเส้นก ากับคือ  

  แสดงว่าแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง และมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่  0,0   

,h k p    
2

4x h p y k  

 
2

0x     4 1 0y 

2x  4y

2 4x y

 0, 4C  1 0, 0F  2 0, 8F

10

   
2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
 

 ,h k  ,h k c

4c  5a

2 2 2c a b 

2 2 2 2 25 4 25 16 9b a c       3b 

, ,h k a b
   

2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
 

   
2 2

2 2

0 4

3 5

x y 
  1

 
22 4

9 25

yx 
  1

 
22 4

1
9 25

yx 
 

   1 20, 2 , 0, 2V V

1

2
y x 
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  มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

  นั่นคือ 1
0, 0, 2, 2,

2

a
h k k a k a

b
         จะได้ 2, 4a b    

  แทน  และ  ด้วย 0, 0, 2  และ 4  ตามล าดับ ใน  

  จะได้      

       

  ดังนั้น  สมการไฮเพอร์โบลานี้ คือ   

 4) จากไฮเพอร์โบลาที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่  โฟกัส คือ  และ   

  จุดยอด คือ  และ  

  แสดงว่าแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

   

  นั่นคือ 2, 4, 1, 7, 2, 6h k k c k c k a k a             

  จะได้  3, 2c a     

  จาก   จะได้ 2 2 2 2 23 2 9 4 5b a c          นั่นคือ 5b    

  แทน  และ  ด้วย 2, 4, 2  และ 5  ตามล าดับ ใน  

  จะได้      

       

  ดังนั้น  สมการไฮเพอร์โบลานี้ คือ  

   
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
 

, ,h k a b
   

2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
 

   
2 2

2 2

0 0

2 4

y x 
  1

2 2

4 16

y x
  1

2 2

4 16

y x
  1

 2, 4C  1 2, 1F  2 2, 7F

 1 2, 6V  2 2, 2V

   
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
 

2 2 2c a b 

, ,h k a b
   

2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
 

   

 

2 2

2 2

4 2

2 5

y x 
  1

   
2 2

4 2

4 5

y x 
  1

   
2 2

4 2
1

4 5

y x 
 
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 5) จากวงรีที่มีโฟกัสอยู่ที่จุด  และ  และจุดยอดจุดหนึ่งอยู่บนแกน  

  แสดงว่าแกนเอกอยู่ในแนวตั้ง และมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่  1,2  

  มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

  นั่นคือ  1, 2, 1, 3, 0h k k c k c k a          จะได้  1c   และ 2a    

  จาก   จะได้   นั่นคือ  

  แทน  และ  ด้วย 1, 2, 2  และ 3  ตามล าดับ ใน  

  จะได้      

       

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ  

 6) จากพาราโบลาที่มีจุดยอดอยู่ที่จุด  และแกน  เป็นไดเรกตริกซ์ 

  แสดงว่าแกนสมมาตรอยู่ในแนวนอน มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    

  นั่นคือ 5, 5, 0h k h p     จะได้ 5p     

  แทน  และ  ด้วย 5, 5  และ 5  ตามล าดับ ใน  

  จะได้      

       

  ดังนั้น  สมการพาราโบลานี้ คือ   

  

 1 1, 1F  2 1, 3F X

   
2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
 

2 2 2c a b  2 2 2 2 22 1 4 1 3b a c       3b 

, ,h k a b
   

2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
 

 

 
 

2 2

2 2

1 2

23

x y 
  1

   
2 2

1 2

3 4

x y 
  1

   
2 2

1 2
1

3 4

x y 
 

 5, 5V Y

   
2

4y k p x h  

,h k p    
2

4y k p x h  

 
2

5y     4 5 5x 

 
2

5y    20 5x 

   
2

5 20 5y x  
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7)  จากวงรีที่มีจุดยอดอยู่ที่จุด  และ  และผ่านจุด  

  แสดงว่าแกนเอกอยู่ในแนวตั้ง มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น  

  นั่นคือ 7, 8, 12, 1h k a k a x         และ 8y    จะได้ 2k   และ 10a   

  แทน  และ  ด้วย 7, 2, 1, 8  และ 10  ตามล าดับ ใน  

  จะได้      

       

       

       

       

      225

4
  

  แทน  และ  ด้วย 7, 2, 10  และ 225

4
 ใน  

  จะได้     
2 2

2

7 2

225 10

4

x y 
    

      
2 2

4 7 2

225 100

x y 
    

  ดังนั้น  สมการวงรีนี้ คือ    
2 2

4 7 2
1

225 100

x y 
    

  

  

 1 7, 12V  2 7, 8V   1, 8P

   
2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
 

, , ,h k x y a
   

2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
 

   
2 2

2 2

1 7 8 2

10b

 
  1

2

36 36

100b
  1

2

36

b


36
1

100


2

36

b


64

100

2b 
36 100

64



2b 

, ,h k a
2b

   
2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
 

 1

 1



      

   

   

   

 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 761 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 8) จากพาราโบลาที่มีจุดยอดอยู่ที่จุด  แกนสมมาตรอยู่ในแนวนอน  

  และมีระยะตัดแกน เท่ากับ  

  แสดงว่ามีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น   

  นั่นคือ  และ  

  แทน  และ  ด้วย 1, 0, 0  และ 2  ตามล าดับ ใน  

  จะได้     

       

       

  แทน  และ  ด้วย 1, 0  และ 1  ใน  

  จะได้     

       

  ดังนั้น  สมการพาราโบลานี้ คือ  

17. 1) วิธีที่ 1  จากระยะห่างจากจุด  ,P x y  กับจุด  7, 2  เป็น 5  หน่วย 

   จะได้ระยะห่างระหว่างจุดสองจุดคือ  

    5       
2 2

7 2x y     

         
2 2

7 2x y      25   

      2 2 14 4 28x y x y       0   

   ดังนั้น สมการแสดงต าแหน่งที่เป็นไปได้ของจุด  ,P x y  ซึ่งสอดคล้อง 

   กับเงื่อนไข คือ 2 2 14 4 28 0x y x y      

  

 1, 0V 

Y 2

   
2

4y k p x h  

1, 0, 0h k x    2y 

, ,h k x y    
2

4y k p x h  

 
2

2 0    4 0 1p  

4  4 p

p  1

,h k p    
2

4y k p x h  

 
2

0y       4 1 1x  

2y   4 1x 

 2 4 1y x 
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  วิธีที่ 2 จากระยะห่างจากจุด  ,P x y  กับจุด  7, 2  เป็น 5  หน่วย 

   จะได้ว่า จุด  ,P x y  เป็นจุดบนวงกลมที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด  7, 2   

   และรัศมียาว 5  หน่วย 

   ดังนั้น สมการแสดงต าแหน่งที่เป็นไปได้ของจุด  ,P x y  ซึ่งสอดคล้อง กับเงื่อนไข  

คือ    
2 2

7 2 25x y     หรือ 2 2 14 4 28 0x y x y        

 2) จากระยะห่างจากจุด  ,P x y  กับจุด  3, 2  และ  3, 8  รวมกันเป็น 10  หน่วย 

  จะได้ว่า จุด  ,P x y  เป็นจุดบนวงรีที่มีโฟกัสอยู่ที่จุด  3, 2  และ  3, 8   

  แกนเอกอยู่ในแนวตั้งและยาว 10  หน่วย   

  ดังนั้น จุดศูนย์กลางของวงรีอยู่ที่  
3 3 2 8

, 3,5
2 2

   
  

 
   

  จะได้ 2 10, 3, 5, 2a h k k c       และ 8k c    

  นั่นคือ 5a   และ 3c   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 2 2 2 25 3 25 9 16b a c        

  ดังนั้น สมการแสดงต าแหน่งที่เป็นไปได้ของจุด  ,P x y  ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไข  

  คือ    
2 2

3 5
1

16 25

x y 
   

 3) จากระยะห่างจากจุด  ,P x y  กับจุด  2, 2  เท่ากับระยะห่างจากจุด  ,P x y   

  ถึงเส้นตรง 4y   

  จะได้ว่า จุด  ,P x y  เป็นจุดบนพาราโบลาที่เป็นเส้นโค้งคว่ าลง  

  มีโฟกัสอยู่ที่จุด  2, 2  และไดเรกตริกซ์ คือ 4y   

  จะได้ 2, 2h k p    และ 4k p   นั่นคือ 3k   และ 1p    
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  ดังนั้น สมการแสดงต าแหน่งที่เป็นไปได้ของจุด  ,P x y  ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไข  

  คือ    
2

2 4 3x y       

 4) จากระยะห่างจากจุด  ,P x y  กับจุด  0, 5  และ  10, 5  ต่างกัน 8  หน่วย 

  จะได้ว่า จุด  ,P x y  เป็นจุดบนไฮเพอร์โบลาที่มีโฟกัสอยู่ที่จุด  0, 5  และ  10, 5   

  และแกนตามขวางอยู่ในแนวนอนและยาว 8  หน่วย 

  จะได้ 2 8, 0, 10a h c h c      และ 5k    

  นั่นคือ 4, 5a h   และ 5c   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 2 2 2 25 4 25 16 9b c a         

  ดังนั้น สมการแสดงต าแหน่งที่เป็นไปได้ของจุด  ,P x y  ซึ่งสอดคล้องกับเงื่อนไข  

  คือ    
2 2

5 5
1

16 9

x y 
   

18. 1) จากเงื่อนไขของโจทย์ที่ว่า จุดทั้งหมดที่มีระยะห่างจากจุด  และระยะห่าง 

  จากเส้นตรง  เท่ากัน 

  จะได้ว่า ภาคตัดกรวยที่ก าหนดให้เป็นพาราโบลาที่เป็นเส้นโค้งหงายข้ึน  

  มีโฟกัสอยู่ที่จุด  0,1   ไดเรกตริกซ์ คือ   และจุดยอด คือ  0,0   

  จะได้ 0, 0, 1h k k p     และ 1k p    นั่นคือ 1p   

  ดังนั้น สมการพาราโบลานี้ คือ 2 4x y  

  นั่นคือ เซตของจุดทั้งหมดที่มีระยะห่างจากจุด  และระยะห่างจากเส้นตรง  

   เท่ากัน คือ   2, 4x y x y  และเขียนพาราโบลาได้ดังนี ้  

 0, 1

1y  

1y  

 0, 1

1y  
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  จะเห็นว่า ความสัมพันธ์นี้เป็นฟังก์ชัน 

 2) จากเงื่อนไขของโจทย์ที่ว่า จุดทั้งหมดท่ีอยู่บนวงกลมที่มีส่วนของเส้นตรงที่เชื่อม 

  จุด  7, 5  และ  11, 3  เป็นเส้นผ่านศูนย์กลาง 

  จะได้ว่า จุดศูนย์กลางของวงกลมนี้ คือ 7 11 5 3
,

2 2

  
 
 

 หรือ  9, 4  

  เส้นผ่านศูนย์กลางของวงกลมนี้ยาว    
2 2

7 11 5 3 16 4 20 2 5        หน่วย 

  นั่นคือ รัศมีของวงกลมนี้ยาว 20
5

2
  หน่วย 

  ดังนั้น สมการวงกลมนี้ คือ    
2 2

9 4 5x y     

  นั่นคือ เซตของจุดทั้งหมดที่อยู่บนวงกลมที่มีส่วนของเส้นตรงที่เชื่อมจุด  7, 5   

  และ  11, 3  เป็นเส้นผ่านศูนย์กลาง คือ       2 2
, 9 4 5x y x y      

  และเขียนวงกลมได้ดังนี้ 
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  จะเห็นว่า ความสัมพันธ์นี้ไม่เป็นฟังก์ชัน 

 3) จากเงื่อนไขของโจทย์ที่ว่า จุดทั้งหมดท่ีมผีลต่างของระยะห่างจากจุด  1, 3   

  และ  1, 9  เป็น 4  หน่วย 

  จะได้ว่า ภาคตัดกรวยที่ก าหนดให้เป็นไฮเพอร์โบลาที่มีแกนตามขวางอยู่ใน 

  แนวตั้ง มีโฟกัสอยู่ที่จุด  1, 3  และ  1, 9   และแกนตามขวางยาว 4  หน่วย 

  จะได้ 1, 3, 9h k c k c      และ 2 4a   นั่นคือ 6, 3k c   และ 2a   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 2 2 2 23 2 9 4 5b c a        

  ดังนั้น สมการไฮเพอร์โบลานี้ คือ    
2 2

6 1
1

4 5

y x 
   

  นั่นคือ เซตของจุดทั้งหมดที่มีผลต่างของระยะห่างจากจุด  1, 3  และ  1, 9  เป็น  

  4  หน่วย คือ  
   

2 2
6 1

, 1
4 5

y x
x y

   
  

  

 และเขียนไฮเพอร์โบลาได้ดังนี้ 
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  จะเห็นว่า ความสัมพันธ์นี้ไม่เป็นฟังก์ชัน 

 4) จากเงื่อนไขของโจทย์ที่ว่า จุดทั้งหมดที่มีผลรวมของระยะห่างจากจุด  1, 1    

  และ  11, 1  เป็น 26  หน่วย 

  จะได้ว่า ภาคตัดกรวยที่ก าหนดให้เป็นวงรีที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน มีโฟกัสอยู่ 

  ที่จุด  1, 1   และ  11, 1  และแกนเอกยาว 26  หน่วย 

  จะได้ 1, 11, 1h c h c k        และ 2 26a    

  นั่นคือ 5, 6h c   และ 13a   

  จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 2 2 2 213 6 169 36 133b a c        

  ดังนั้น สมการวงรีนี้ คือ    
2 2

5 1
1

169 133

x y 
   

  นั่นคือ จุดทั้งหมดที่มีผลรวมของระยะห่างจากจุด  1, 1   และ  11, 1   

  เป็น 26  หน่วย  คือ  
   

2 2
5 1

, 1
169 133

x y
x y

   
  

  

 และเขียนวงรีได้ดังนี้ 
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  จะเห็นว่า ความสัมพันธ์นี้ไม่เป็นฟังก์ชัน 

19. 1) จากวงกลม  มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด  รัศมียาว  หน่วย 

  จะได้ว่า สมการของวงกลม  คือ    
2 2

5 3 25x y       

 2) จาก      
2 2

5 3x y     25  

  และเนื่องจาก  
2

5 0x    และ  
2

3 0y    

  จะได้ว่า ค่าที่เป็นไปได้ที่เป็นจ านวนเต็มของ 5x   คือ 0, 1, 2, 3, 4, 5      

  กรณีที่ 1 5 0x     

    จะได้  
2

3 25y    นั่นคือ 3 5y     

    ดังนั้น  5, 2  และ  5, 8  เป็นพิกัดบนวงกลม C  

  กรณีที่ 2 5 1x      

    จะได้  
2

3 24y    นั่นคือ 3 24y     ซึ่งไม่เป็นจ านวนเต็ม 

    ดังนั้น ในกรณีนี้ y   ไม่เป็นจ านวนเต็ม 

  

C  5, 3 5

C


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  กรณีที ่3 5 2x      

    จะได้  
2

3 21y    นั่นคือ 3 21y     ซึ่งไม่เป็นจ านวนเต็ม 

    ดังนั้น ในกรณีนี้ y   ไม่เป็นจ านวนเต็ม 

  กรณีที ่4 5 3x      

    จะได้  
2

3 16y    นั่นคือ 3 4y      

    ดังนั้น      2, 1 , 2, 7 , 8, 1   และ  8, 7  เป็นพิกัดบนวงกลม C  

  กรณีที ่5 5 4x      

    จะได้  
2

3 9y    นั่นคือ 3 3y      

    ดังนั้น      1, 0 , 1, 6 , 9, 0  และ  9, 6  เป็นพิกัดบนวงกลม C  

  กรณีที ่6 5 5x      

    จะได้  
2

3 0y    นั่นคือ 3 0y     

    ดังนั้น  0, 3  และ  10, 3  เป็นพิกัดบนวงกลม C  

ดังนั้น พิกัด  ทั้งหมดท่ี x  และ y  เป็นจ านวนเต็มมี 12  พิกัด ได้แก่ 

                     5, 2 , 5, 8 , 2, 1 , 2, 7 , 8, 1 , 8, 7 , 1, 0 , 1, 6 , 9, 0 , 9, 6 , 0, 3  

และ  10, 3  

20. จาก       

 แสดงว่าเป็นไฮเพอร์โบลาที่มีแกนตามขวางอยู่ในแนวนอน  ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐาน 

 เป็น  จะได้ว่า  

 จาก  จะได้  นั่นคือ  

 นั่นคือ ไฮเพอร์โบลานี้มีจุดยอด คือ    4,2 , 6,2  และโฟกัส คือ    1 41,2 , 1 41,2    

 จะได้ว่า วงรีที่ต้องการหามีโฟกัส คือ   

 ,x y C

   
2 2

1 2

25 16

x y 
  1

   
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
  1, 2, 5, 4h k a b   

2 2 2c a b  2 2 25 4 25 16 41c      41c 

   4, 2 , 6, 2
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 และมีจุดยอด คือ  

 แสดงว่าเป็นวงรีที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน ซึ่งมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น

   

 จะได้  1 41, 1 41, 2, 4, 6h a h a k h c h c             

 นั่นคือ  

 จาก  จะได้   

 ดังนั้น  สมการของวงรีนี้ คือ   

 

21. จาก       

 จะได้     

       

       

   1 41, 2 , 1 41, 2 

   
2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
 

1, 41, 5h a c  

2 2 2c a b  2 2 2 41 25 16b a c    

   
2 2

1 2
1

41 16

x y 
 

2 24 4x x my   8

 2 24 x x my   8

2 21
4

4
x x my

 
   

 
 8 1

2

21
4

2
x my

 
  

 
 9

 

 
 

 

 

 
 

 



     

     

     

    
 

770 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 

 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

       

 กรณีท่ี 0m     จะท าให้  เป็นสมการไฮเพอร์โบลา 

 กรณีท่ี   จะท าให้  เป็นสมการวงกลม 

 กรณีท่ี   จะท าให้  เป็นสมการวงรีที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน  

    นั่นคือ โฟกัสทั้งสองอยู่บนแกน   

    และเนื่องจาก จุด A  อยู่บนแกน X  

    จะได้ว่า จุด 1 2,F F  และ A  อยู่บนเส้นตรงเดียวกัน จึงไม่เกิดรูปสามเหลี่ยม 

    ดังนั้น จึงไม่สามารถหาพ้ืนที่ของรูปสามเหลี่ยม  ได้ 

 กรณีท่ี   จะท าให้  เป็นสมการวงรีที่มีแกนเอกอยู่ในแนวตั้ง 

    มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น   

    จะได้   

    จาก  จะได้   นั่นคือ  

    เนื่องจาก ระยะห่างระหว่างจุด 1F  และ 2F เป็นความยาวฐานของ 

    รูปสามเหลี่ยม  และระยะห่างระหว่างจุดศูนย์กลางของวงรีนี้ 

    กับจุด A  เป็นความสูงของรูปสามเหลี่ยม  

    นั่นคือ พื้นที่ของรูปสามเหลี่ยม  เท่ากับ  
1

2
2

c b  ตารางหน่วย 

    แทน b  และ c  ด้วย 3

2
 และ 9 9

4m
  ตามล าดับ ใน  

1
2

2
c b  

 

2

2

1

2

9 9

4

x
y

m

 
 

 
  1

2 24 4 8x x my  

4m  2 24 4 8x x my  

4m  2 24 4 8x x my  

X

1 2F F A

0 4m  2 24 4 8x x my  

   
2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
 

1 3 3
, 0, ,

2 2
h k a b

m
   

2 2 2c a b  2 9 9

4
c

m
 

9 9

4
c

m
 

1 2F F A

1 2F F A

1 2F F A
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 จะได้ พ้ืนที่ของรูปสามเหลี่ยม  เท่ากับ  

    1 9 9 3 3 9 9
2

2 4 2 2 4m m

  
       

 ตารางหน่วย   

 ดังนั้น พ้ืนที่ของรูปสามเหลี่ยม  เท่ากับ 3 9 9

2 4m
  ตารางหน่วย เมื่อ   

22. จากเส้นตรง y x   และวงกลม  
2 23 9x y     

 แทน y  ด้วย x  ใน  
2 23 9x y    

 จะได้     
2 2

3x x      9  

    2 26 9x x x      9  

    22 6x x    0  
     2 3x x     0  

    x    0   หรือ  x    3  

 แทน x  ด้วย 0  ใน  
2 23 9x y    

 จะได้   
2 20 3 y     9  

    y    0  

 แทน x  ด้วย 3  ใน  
2 23 9x y    

 จะได้   
2 23 3 y     9  

    y    3  หรือ y    3  

 แต่จุด  3, 3  ไม่อยู่บนเส้นตรง y x   

 จะได้ จุดตัดของเส้นตรง y x   กับวงกลม  
2 23 9x y    คือจุด  0, 0  และ  3, 3  

 หาสมการพาราโบลาที่ผ่านจุด  0, 0  และ  3, 3  และมีแกน X  เป็นแกนสมมาตร 

 นั่นคือ โฟกัสอยู่บนแกน X  และสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2

4y k p x h      

 จุดยอด คือ  0, 0  และพาราโบลาผ่านจุด  3, 3  จะได้ 0, 0, 3, 3h k x y      

1 2F F A

1 2F F A 0 4m 
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 แทน , ,h k x  และ y  ด้วย 0, 0, 3  และ 3  ตามล าดับ ใน    
2

4y k p x h    

 จะได้  
2

3 0      4 3 0p   

    9    12p  

    p    3

4
 

 ดังนั้น สมการพาราโบลานี้ คือ 2 3y x   

23. จาก      
2 2

3 4

49 576

x y 
    1  

 จะได้ 2 23, 4, 49, 576h k a b      

 จาก 2 2 2c a b   จะได้ 2 49 576 625c     นั่นคือ 25c   

 จะได้ โฟกัสของไฮเพอร์โบลานี้ คือ  22, 4   และ  28, 4  

 จากเส้นตรงสองเส้นมีความชันเท่ากับ 1  และผ่านโฟกัสของไฮเพอร์โบลานี้ 

 และจากสมการรูปแบบมาตรฐานของเส้นตรงคือ  1 1y y m x x     

 หาเส้นตรงเส้นที่หนึ่ง เมื่อ 1m   และผ่านจุด  22, 4     

 จะได้   4y          1 22x    

    4y     22x   

    18x y     0  

 หาเส้นตรงเส้นที่สอง เมื่อ 1m   และผ่านจุด  28, 4    

 จะได้   4y        1 28x   

    4y     28x   

    32x y     0  

 ดังนั้น ระยะห่างระหว่างเส้นตรงทั้งสองเส้น คือ  

 
22

18 32 50
25 2

21 1

 
 

 

 หน่วย  
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24. จาก   2 6x x    26 2y y   

  จะได้     2 26 2x x y y      6  

       2 26 9 2 1x x y y        6 9 1   

       
2 2

3 1x y      16  

 ซึ่งเป็นสมการวงกลม ที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่  3, 1  

 จาก   2 8y x    4  

 จะได้  2y    8 4x   

    2y    1
8

2
x

 
 

 
 

 ซึ่งเป็นสมการพาราโบลา ที่มีโฟกัสอยู่ที่ 3
, 0

2

 
 
 

 

 หาสมการเส้นตรงที่ผ่านจุด  3, 1  และ 3
, 0

2

 
 
 

 

 จากสมการรูปแบบมาตรฐานของเส้นตรงคือ  1 1y y m x x     

 จะได้   0 1     3
3

2
m
 

 
 

 

    1    3

2
m
 
 
 

 

    m    2

3
  

 หาเส้นตรงที่ 2

3
m    และผ่านจุด  3, 1    

 จะได้   1y       
2

3
3

x
 
  
 

 

    1y     2
2

3
x   

    y    2
1

3
x   
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 ดังนั้น สมการเส้นตรงที่ผ่านจุดศูนย์กลางของ 2 26 6 2x x y y     และโฟกัส 

 ของ 2 8 4y x   คือ 2
1

3
y x      

25. จาก   22y x    4  

  จะได้  22y    4x   

    2y     
1

4
2

x   

 นั่นคือพาราโบลา ที่มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2

4y k p x h    

 จะได้ 1
4, 0, 4

2
h k p     นั่นคือ 1

8
p      

 ดังนั้น พาราโบลานี้มีจุดยอดอยู่ที่  4, 0  โฟกัสอยู่ที่ 31
, 0

8

 
 
 

 

 เนื่องจากเลตัสเรกตัมคือคอร์ดที่ตั้งฉากกับแกนของพาราโบลาและผ่านโฟกัสของพาราโบลา 

 แทน x  ด้วย 31

8
  ใน 22 4y x   เพ่ือหาจุดปลายของเลตัสเรกตัม 

  จะได้  2 31
2

8
y

 
  
 

   4  

    22y    31
4

8
  

    22y    1

8
 

    2y    1

16
 

    y    1

4
  

 ดังนั้น จุดปลายของเลตัสเรกตัมของพาราโบลานี้ คือ 31 1
,

8 4

 
  
 

 และ 31 1
,

8 4

 
 
 

 

 เนื่องจากวงรีผ่านจุดยอดของพาราโบลานี้ และมีโฟกัสเป็นจุดปลายของเลตัสเรกตัม 

 ของพาราโบลานี้  



      

   

   

   

 คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2 775 
 

 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 

 นั่นคือ วงรีผ่านจุด  4, 0  และมีโฟกัสอยู่ที่ 31 1
,

8 4

 
  
 

 และ 31 1
,

8 4

 
 
 

 

 จะได้ว่า วงรีนี้มีแกนเอกอยู่ในแนวตั้ง ที่มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
   

 และ 31 1 1
, ,

8 4 4
h k c k c        นั่นคือ 1

0,
4

k c     

 แทน , ,h k x  และ y  ด้วย  31
, 0, 4

8
   และ 0  ตามล าดับ ใน    

2 2

2 2
1

x h y k

b a

 
   

  จะได้  
 

 

2

2

2 2

31
4

0 08

b a

  
       

    1  

    
 

2

2

31
4

8

b

 
  

     1  

    2b     
2

31
4

8

 
  

 
 

    2b    1

64
   

 จาก 2 2 2c a b   จะได้ 2 2 2 1 1 3

16 64 64
a c b      

 ดังนั้น  สมการวงรีที่ผ่านจุดยอดของพาราโบลานี้ และมีโฟกัสเป็นจุดปลายของ 

 เลตัสเรกตัมของพาราโบลานี้ คือ  
2 231 64

64 1
8 3

y
x

 
   

 
 

26. 1) จาก  2 2 2 6 9x y x y       0  

   จะได้     2 22 6x x y y      0 9  

       2 22 1 6 9x x y y        9 1 9    

       
2 2

1 3x y      1  

  เทียบกับสมการรูปแบบมาตรฐานของวงกลม    
2 2 2x h y k r     
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  จะได้ 1, 3h k    และ 1r   

  ดังนั้น สมการนี้มีกราฟเป็นวงกลม มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่  1, 3  และรัศมียาว 1  หน่วย 

 2) จาก  2 22 2 2 8x y x y      1

2
 

   จะได้     2 2 4x x y y      1

4
 

     2 21
4 4

4
x x y y

 
     

 
   1 1

4
4 4
   

     
2

21
2

2
x y

 
   

 
   9

2
 

  เทียบกับสมการรูปแบบมาตรฐานของวงกลม    
2 2 2x h y k r     

  จะได้ 1
, 2

2
h k    และ 3 2

2
r   

  ดังนั้น สมการนี้มีกราฟเป็นวงกลม มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่ 1
, 2

2

 
 

 
  

  และรัศมียาว 3 2

2
 หน่วย 

 3) จาก  2 2 72x y     12x  

   จะได้   2 212x x y     72  

      2 212 36x x y      72 36   

      
2 26x y     36  

   จะเห็นว่า สมการนี้เป็นสมการที่ไม่มีค าตอบ  เนื่องจากผลบวกของก าลังสองของ 

   จ านวนจริงใด ๆ เป็นจ านวนจริงลบไม่ได้   

  ดังนั้น สมการนี้ไม่มีกราฟในระนาบจ านวนจริง   

 4) จาก  2 2 6 10 34x y x y       0  

   จะได้     2 26 10x x y y      0 34  
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      2 26 9 10 25x x y y        34 9 25    

       
2 2

3 5x y      0  

  เนื่องจาก  
2

3 0x    และ  
2

5 0y    

  จะได้  
2

3 0x    และ  
2

5 0y    นั่นคือ 3x   และ 5y   

  ดังนั้น สมการนี้มีกราฟเป็นจุดหนึ่งจุด 

27. 1) จาก  23 2x y      0  

   จะได้  23x    2y   

    2x     
1

2
3

y   

  ดังนั้น สมการนี้มีกราฟเป็นพาราโบลา 

 2) จาก  2 22 4 4 16 1x y x y       0  

   จะได้     2 22 4 4 16x x y y       0 1  

      2 22 2 1 4 4 4x x y y        1 2 16    

       
2 2

2 1 4 2x y      15  

       
2 2

4 2 2 1

15 15

y x 
    1  

  ดังนั้น สมการนี้มีกราฟเป็นไฮเพอร์โบลา 

 3) จาก  2 22 3x y    0  

   จะได้  23y    22x  

    2y    22

3
x  

    y    2

3
x  

  ดังนั้น สมการนี้มีกราฟเป็นเส้นตรงสองเส้นตัดกัน 
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 4) จาก  2 23 2 4x y y     0  

   จะได้   2 23 2 2x y y     0  

     2 23 2 2 1x y y      2  

     
223 2 1x y     2  

     
2

23
1

2

x
y     1  

  ดังนั้น สมการนี้มีกราฟเป็นวงรี 

 5) จาก  2 25 4 3x x y y       0  

   จะได้     2 25 4x x y y      0 3  

    
2

2 25
5 4 4

2
x x y y

  
         

   
2

5
3 4

2

 
   

 
 

     
2

25
2

2
x y

 
   

 
   29

4
 

  ดังนั้น สมการนี้มีกราฟเป็นวงกลม 

 6) จาก   2 29 8 15 8x y x y      27  

  จะได ้  2 215
9 8

9
x x y y

 
   

 
  27   

  
2 2

2 215 15 1
9 8

9 18 2
x x y y

      
                   

   
2 2

15 1
27 9 8

18 2

   
     

   
 

   
2 2

15 1
9 8

18 2
x y

   
     

   
   75

4
  

  จะเห็นว่าสมการนี้เป็นสมการที่ไม่มีค าตอบ  เนื่องจากผลบวกของก าลังสองของ 

  จ านวนจริงใด ๆ เป็นจ านวนจริงลบไม่ได้   

  ดังนั้น สมการนี้ไม่มีกราฟในระนาบจ านวนจริง 
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28. ขอบของแสงไฟที่ฉายบนพื้นถนนมีลักษณะเป็นไฮเพอร์โบลา 

29. จากเส้นทางของน้ าพุ ท าให้เกิดพาราโบลาดังรูป 

 

 จะเห็นว่า พาราโบลานี้มีแกนสมมาตรอยู่ในแนวตั้ง  

 ที่มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2

4x h p y k    มีจุดยอดอยู่ที่  0, 0   

 และผ่านจุด  5, 10   

 แทน , ,h k x  และ y  ด้วย 0, 0, 5  และ 10  ตามล าดับ ใน    
2

4x h p y k    

  จะได้   
2

5 0      4 10 0p    

   25    40p  

   p    5

8
  

 ดังนั้น สมการแสดงเส้นทางของน้ าพุ คือ 2 5

2
x y   

30. เนื่องจาก เส้นทางของยานอวกาศเป็นเส้นโค้งพาราโบลาที่มีแกนสมมาตรอยู่ในแนวตั้ง 

 นั่นคือ มีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2

4x h p y k    

 เนื่องจาก โฟกัสของพาราโบลาอยู่ที่  0, 0  ระยะห่างระหว่างโฟกัสกับจุดยอดของ 

 พาราโบลา คือ 6,400 150 6,550   กิโลเมตร และเป็นเส้นโค้งคว่ าลง   
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 จะได้ 0, 0h k p    และ  6550p    นั่นคือ 6550k   

 และเนื่องจาก ยานอวกาศจะหลุดออกจากแรงโน้มถ่วงของโลก เมื่อมีความเร็วที่เหมาะสม  

 ณ ต าแหน่งขัว้โลกเหนือ  

 ดังนั้น สมการเส้นทางของยานอวกาศ คือ  2 26200 6550x y    เมื่อ 0x   

30. เนื่องจากเส้นทางของยานอวกาศเป็นเส้นโค้งพาราโบลาที่มีแกนสมมาตรอยู่ในแนวตั้ง 

31. จากรูป 

 

 หน้าตัดห้องเสียงกระซิบเป็นรูปวงรี ที่มีแกนเอกอยู่ในแนวนอน มีสมการรูปแบบ 

 มาตรฐานเป็น 
   

2 2

2 2
1

x h y k

a b

 
   และมี 0 0, 2.5, 1.5h k a b      

 ดังนั้น สมการจ าลองรูปร่างของห้องเสียงกระซิบ คือ 
2 2

2 2
1

2.5 1.5

x y
   

 2) จาก 2 2 2c a b   จะได้ 2 2 22.5 1.5 6.25 2.25 4c       นั่นคือ 2c    

  จะได้ โฟกัสของห้องเสียงกระซิบอยู่ที่  2, 0  และ  2, 0  

  ดังนั้น โฟกัสทั้งสองอยู่ห่างกัน 4  เมตร 
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32. เนื่องจากวงโคจรของยานอวกาศเป็นส่วนโค้งไฮเพอร์โบลา ที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุดก าเนิด  

 จุดยอดอยู่ที่  0, 5  และเข้าใกล้เส้น 5

2
y x  มากขึ้นเรื่อย ๆ 

 จะได้ว่า สมการของวงโคจรของยานอวกาศที่เป็นส่วนโค้งไฮเพอร์โบลามีแกนตามขวางอยู่ในแนวตั้ง  

 ซ่ึงมีสมการรูปแบบมาตรฐานเป็น    
2 2

2 2
1

y k x h

a b

 
     

 จะได้ 5
0, 0, 5,

2

a
h k k a

b
      นั่นคือ 5a   และ 2b   

 ดังนั้น สมการวงโคจรของยานอวกาศ คือ 
2 2

1
25 4

y x
   

33. จากโจทย์ สามารถอธิบายต าแหน่งของหม้อแปลงไฟฟ้าที่ระเบิดได้ด้วยสมการไฮเพอร์โบลา   

 ดังแสดงในรูปต่อไปนี้ 

 

พิจารณากรณีท่ีบ้านของเพ่ือนทั้งสองของป่านคือโฟกัสของไฮเพอร์โบลา 

เนื่องจากบ้านของเพ่ือนทั้งสองของป่านอยู่ห่างกัน 6.4  กิโลเมตร  

จะได้ 2 6.4c   นั่นคือ 3.2c   

 เนื่องจาก เพ่ือนของป่านที่มีบ้านอยู่ทางทิศตะวันออกได้ยินเสียงหม้อแปลงระเบิดก่อนเพ่ือน

ของป่านที่มีบ้านอยู่ทางทิศตะวันตก เป็นระยะเวลา 8 6 2   วินาที  
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 และเสียงมีความเร็วประมาณ 0.35  กิโลเมตรต่อวินาที 

 และจาก   v   s

t
 

 จะได้   0.35   
2

s
 

     s   0.7   

 แสดงว่าผลต่างของระยะทางจากหม้อแปลงไฟฟ้าที่ระเบิดไปยังบ้านของเพ่ือนทั้งสองของ

ป่านเป็น 0.7 กิโลเมตร  

 นั่นคือ   2a   0.7  

    a  = 0.35 

 จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 2 2 2 23.2 0.35 10.24 0.1225 10.1175b c a         

 ดังนั้น สมการไฮเพอร์โบลาที่ระบุต าแหน่งที่เป็นไปได้ของหม้อแปลงไฟฟ้าที่ระเบิด คือ  
2 2

1
0.1225 10.1175

x y
   

 พิจารณากรณีท่ีบ้านของป่านและบ้านของเพ่ือนของป่านที่อยู่ทางทิศตะวันออกคือโฟกัส

ของไฮเพอร์โบลา 

 เนื่องจากบ้านของป่านอยู่ที่  0, 0  และบ้านของเพ่ือนของป่านที่อยู่ทางทิศตะวันออกอยู่ที่  3.2, 0  

ซึ่งจุดทั้งสองคือโฟกัสของไฮเพอร์โบลา จะได้ 2 3.2c   นั่นคือ 1.6c   

และไฮเพอร์โบลามีจุดศูนย์กลางอยู่ที่ 3.2 0 0 0
,

2 2

  
 
 

 หรือ  1.6, 0  

 เนื่องจากป่านได้ยินเสียงหม้อแปลงระเบิดก่อนเพ่ือนของป่านที่มีบ้านอยู่ทางทิศตะวันออก เป็น

ระยะเวลา 6  วินาที และเสียงมีความเร็วประมาณ 0.35  กิโลเมตรต่อวินาที 

 และจาก   v   s

t
 

 จะได้   0.35   
6

s
 












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     s   2.1   

 แสดงว่าผลต่างของระยะทางจากหม้อแปลงไฟฟ้าที่ระเบิดไปยังบ้านของป่านและบ้านของ

เพ่ือนของป่านที่อยู่ทางทิศตะวันออก เป็น 2.1 กิโลเมตร  

 นั่นคือ   2a   2.1  

     a   1.05  

 จาก 2 2 2c a b    จะได้ 2 2 2 2 21.6 1.05 2.56 1.1025 1.4575b c a         

ดังนั้น สมการไฮเพอร์โบลาที่จะระบตุ าแหน่งที่เป็นไปได้ของหม้อแปลงไฟฟ้าที่ระเบิด คือ  

 
2 21.6

1
1.1025 1.4575

x y
   

ต าแหน่งของหม้อแปลงที่ระเบิดที่เป็นไปได้ หาได้จากจุดตัดของสมการ 
2 2

1
0.1225 10.1175

x y
   และ  

2 21.6
1

1.1025 1.4575

x y
   ซึ่งมีพิกัดเป็น  0.36, 0.76  และ 

 0.36, 0.76  






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แหล่งเรียนรู้เพิ่มเติม 

 

 forvo.com เป็นเว็บไซต์ที่รวบรวมการออกเสียงค าในภาษาต่าง ๆ ก่อตั้งขึ้นเมื่อ ค.ศ. 2008 

โดยมีจุดมุ่งหมายเพ่ือพัฒนาการสื่อสารทางการพูด ผ่านการแลกเปลี่ยนการออกเสียงค าในภาษา

ต่าง ๆ ทั้งจากบุคคลที่เป็นเจ้าของภาษาและบุคคลที่ไม่ใช่เจ้าของภาษา  forvo.com ได้รับคัดเลือก

จากนิตยสาร Times ให้เป็น 50 เว็บไซต์ที่ดีที่สุดใน ค.ศ. 2013 (50 best websites of 2013) ปัจจุบัน

เว็บไซต์นี้เป็นฐานข้อมูลที่รวบรวมการออกเสียงที่ใหญ่ที่สุด มีคลิปเสียงที่แสดงการออกเสียง

ค าศัพท์ประมาณสี่ล้านค าในภาษาต่าง ๆ มากกว่า 330 ภาษา 

 

 
 

 ครูอาจใช้เว็บไซต์ forvo.com เพ่ือศึกษาเพ่ิมเติมเกี่ยวกับการออกเสียงค าศัพท์คณิตศาสตร์

หรือชื่อนักคณิตศาสตร์ในภาษาอังกฤษหรือภาษาอ่ืน ๆ ที่ปรากฏในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติม

คณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4 เล่ม 2 ได้ เช่น quotient และ nappe ซึ่งเป็นค าศัพท์คณิตศาสตร์

ในภาษาอังกฤษ หรือ Font-Romeu-Odeillo-Via ซึ่งเป็นชื่อเมืองในประเทศฝรั่งเศส  
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นายวิจิต  ยังจิตร นักวิชาการอิสระ 
นายอัฐวิช  นริศยาพร นักวิชาการอิสระ 
 

คณะผู้พิจารณาคู่มือครู 

นายประสาท  สอ้านวงศ์ สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
รศ. ดร.สมพร  สูตินันท์โอภาส สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
นางสาวจินตนา  อารยะรังสฤษฏ์ สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
นางสาวจ าเริญ  เจียวหวาน สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
นายสุเทพ  กิตติพิทักษ์ สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ดร.อลงกรณ์ ตั้งสงวนธรรม สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
นางสาวปฐมาภรณ์  อวชัย สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
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นางสาวอัมริสา  จันทนะศิริ สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
นายทศธรรม  เมขลา สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
นายพัฒนชัย  รวิวรรณ สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
นางสาวภิญญดา  กลับแก้ว สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ดร.ศศิวรรณ  เมลืองนนท์ สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ดร.สุธารส  นิลรอด สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
ผศ. ดร.บุญรอด  ยุทธานันท ์ มหาวิทยาลัยสงขลานครินทร์ วิทยาเขตหาดใหญ่   
ดร.ต้องตา  สมใจเพ็ง มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์   
นายสมภพ  ศริสิทธิไพบูลย์ มหาวิทยาลัยราชภัฏกาญจนบุรี 
 

คณะบรรณาธิการ 

รศ.ดร.สิริพร  ทิพย์คง สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
 

คณะท างานฝา่ยเสริมวิชาการ 

นางสาวขวัญใจ  ภาสพันธุ์ โรงเรียนราชวินิตบางเขน   
ดร.เชิดศักดิ์  ภักดีวิโรจน์ โรงเรียน ภ.ป.ร. ราชวิทยาลัย ในพระบรมราชูปถัมภ์  
นายณรงค์ฤทธิ์  ฉายา โรงเรียนสาธิตแห่งมหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์   
 ศูนย์วิจัยและพัฒนาการศึกษา  
นายถนอมเกียรติ  งานสกุล โรงเรียนสตรีภูเก็ต   
นางสาวปรารถนา  วิริยธรรมเจริญ โรงเรียนพระปฐมวิทยาลัย   
นายวิฑิตพงค์  พะวงษา โรงเรียนสภาราชินี   
นางสาวศราญลักษณ์  บุตรรัตน์ โรงเรียนบางละมุง  
นายศรัณย์  แสงนิลาวิวัฒน์ โรงเรียนจุฬาภรณราชวิทยาลัย เพชรบุรี   
ว่าที่ร้อยตรีสามารถ  วนาธรัตน์ โรงเรียนเฉลิมขวัญสตรี  
นางสุธิดา  นานช้า โรงเรียนย่านตาขาวรัฐชนูปถัมภ์   
นายสุรชัย  บุญเรือง โรงเรียนเบ็ญจะมะมหาราช  
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นางศรีสกุล สุขสว่าง ข้าราชการบ านาญ  
นางศุภรา  ทวรรณกุล ข้าราชการบ านาญ  
นายสุกิจ  สมงาม ข้าราชการบ านาญ   
นางสุปราณี  พ่วงพี ข้าราชการบ านาญ   
นายชัยรัตน์  สุนทรประพี นักวิชาการอิสระ 
นางสาวปิยาภรณ์  ทองมาก สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี 
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