


คู่มือครู

รายวิชาพื้นฐาน

คณิตศาสตร์
ชั้น

มัธยมศึกษาปีที่ ๓  เล่ม ๒

ตามมาตรฐานการเรียนรู้และตัวชี้วัด

กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐)  

ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑

จัดทำ�โดย

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี



คำ�นำ�

	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.) มีพันธกิจในการศึกษาค้นคว้า วิจัยและพัฒนาหลักสูตร  

วิธีการเรียนรู้ วิธีสอนและการประเมินผลการจัดการเรียนรู้ รวมทั้งจัดทำ�หนังสือเรียน คู่มือครู แบบฝึกทักษะ กิจกรรม และ 

สื่อการเรียนรู้เพื่อใช้ประกอบการจัดการศึกษาขั้นพื้นฐานด้านวิทยาศาสตร์ คณิตศาสตร์และเทคโนโลยี

	 คู่มือครูรายวิชาพื้นฐานคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ ๓ เล่ม ๒ นี้ จัดทำ�ขึ้นตามพันธกิจและพัฒนาให้สอดคล้องกับ 

ตัวช้ีวัดและสาระการเรียนรู้แกนกลาง กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลักสูตรแกนกลาง 

การศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑ โดยมุ่งหวังให้ผู้สอนนำ�ไปใช้ประกอบการจัดการเรียนรู้ควบคู่กับการใช้หนังสือเรียน 

รายวชิาพืน้ฐานคณติศาสตร์ ชัน้มธัยมศกึษาปีท่ี ๓ เลม่ ๒  เพือ่ใหผู้เ้รยีนสามารถคิด วเิคราะหแ์ละแกป้ญัหาอย่างเปน็คณติศาสตร์ 

เกิดทักษะท่ีจำ�เป็นสำ�หรับการดำ�รงชีวิตในศตวรรษที่ ๒๑ และประยุกต์ใช้ความรู้และทักษะต่าง ๆ เพื่อพัฒนาคุณภาพชีวิตของ 

ตนเอง

	 สสวท. หวงัเปน็อยา่งยิง่วา่ คูม่อืครูเล่มนีจ้ะเป็นประโยชนต์อ่การจดัการเรยีนรู ้และเปน็สว่นสำ�คัญในการพฒันาคุณภาพ

และมาตรฐานการศึกษา กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ ขอขอบคุณผู้ทรงคุณวุฒิ บุคลากรทางการศึกษาและหน่วยงานต่าง ๆ 

ที่มีส่วนเกี่ยวข้องในการจัดทำ�ไว้ ณ โอกาสนี้

(ศาสตราจารย์ชูกิจ  ลิมปิจำ�นงค์)

ผู้อำ�นวยการสถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

กระทรวงศึกษาธิการ



คำ�ชี้แจง

	 สถาบนัสง่เสรมิการสอนวิทยาศาสตรแ์ละเทคโนโลย ี(สสวท.) ไดจ้ดัทำ�ตวัชีว้ดัและสาระการเรยีนรูแ้กนกลาง  กลุ่มสาระ
การเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐานพุทธศักราช ๒๕๕๑  โดยมี 
จุดเน้นเพื่อต้องการพัฒนาผู้เรียนให้มีความรู้ความสามารถที่ทัดเทียมกับนานาชาติ   ได้เรียนรู้คณิตศาสตร์ที่เชื่อมโยงความรู้กับ
กระบวนการคดิ มคีวามคดิริเร่ิมสร้างสรรค์ คดิอยา่งมเีหตุผล เปน็ระบบ สามารถวเิคราะหป์ญัหาหรอืสถานการณไ์ด้อยา่งรอบคอบ
และถ่ีถ้วน ช่วยให้คาดการณ์ วางแผน ตัดสินใจ แก้ปัญหา ได้อย่างถูกต้องเหมาะสม และสามารถนำ�ไปใช้ในชีวิตจริงได้อย่างมี
ประสิทธิภาพ  จึงได้จัดทำ�คู่มือครูสำ�หรับผู้สอน ใช้ประกอบกับหนังสือเรียนรายวิชาพื้นฐานคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ ๓ 
เล่ม ๒  ในการจัดการเรียนรู้ในชั้นเรียน เพื่อให้ผู้เรียนบรรลุมาตรฐานการเรียนรู้ที่กำ�หนดไว้ในหลักสูตร
	 คู่มอืครรูายวชิาพืน้ฐานคณิตศาสตร ์ชัน้มธัยมศึกษาปทีี ่๓  เลม่ ๒ นี ้ประกอบดว้ยคำ�แนะนำ�การใชคู่้มือคร ู กำ�หนดเวลา
สอนโดยประมาณในแต่ละบท  ในทุก ๆ บทจะกล่าวถึงสาระ  มาตรฐานการเรียนรู้  และตัวชี้วัดที่เกี่ยวข้อง  จุดประสงค์ของ 
บทเรียน  การวิเคราะห์ความเชื่อมโยงระหว่างตัวชี้วัดกับจุดประสงค์ของบทเรียน  ความคิดรวบยอดของบทเรียน  ทักษะและ
กระบวนการทางคณติศาสตร์  ความเชือ่มโยงของความรู ้ ลำ�ดบัการจดักจิกรรมการเรียนรูข้องบทเรยีน  กจิกรรมเสนอแนะ  เฉลย
ชวนคิดและแบบฝึกหัดต่าง ๆ  ตัวอย่างแบบทดสอบท้ายบท  รวมทั้งความรู้เพิ่มเติมในบางเนื้อหาสำ�หรับผู้สอน  ผู้สอนสามารถ
นำ�คู่มือครูเล่มน้ีไปใช้ประกอบการวางแผนการจัดกิจกรรมการเรียนรู้ให้บรรลุจุดประสงค์ที่ต้ังไว้   เลือกและประยุกต์ใช้กิจกรรม
การเรียนรู้ให้เหมาะสมกับผู้เรียน ชั้นเรียนและบริบทของโรงเรียนที่มีความแตกต่างกัน
	 ในการจัดทำ�คู่มือครูเล่มนี้ สสวท. ได้รับความร่วมมือเป็นอย่างดียิ่งจากผู้ทรงคุณวุฒิ นักวิชาการอิสระ คณาจารย์  
รวมทั้ง ครูผู้สอน นักวิชาการ จากสถาบัน และสถานศึกษาทั้งภาครัฐและเอกชน จึงขอขอบคุณมา ณ ที่นี้ และหวังเป็นอย่างยิ่งว่า
คู่มือครูรายวิชาพื้นฐานคณิตศาสตร์เล่มนี้ จะเป็นประโยชน์แก่ผู้สอน  และผู้ที่เกี่ยวข้องทุกฝ่าย ที่จะช่วยให้การจัดการศึกษา 
ด้านคณิตศาสตร์ได้อย่างมีประสิทธิภาพ  หากมีข้อเสนอแนะใดที่จะทำ�ให้คู่มือครูเล่มน้ีมีความสมบูรณ์ย่ิงข้ึน  โปรดแจ้ง สสวท. 
ทราบด้วย  จะขอบคุณยิ่ง

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

กระทรวงศึกษาธิการ



คำ�แนะนำ�การใช้คู่มือครู

	 คู่มือครูรายวิชาพื้นฐานคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 3  เล่ม 2  จัดทำ�ขึ้นเพื่อเป็นคู่มือสำ�หรับการใช้หนังสือเรียน
รายวิชาพื้นฐานคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี 3   เล่ม 2 ในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้ในชั้นเรียนให้เกิดประสิทธิภาพสูงสุด   
มุ่งส่งเสริมให้ผู้เรียนมีพัฒนาการด้านความรู้ทางคณิตศาสตร์  ด้านทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์  และด้านคุณธรรม 
จริยธรรม และค่านิยม  ตามมาตรฐานการเรียนรู้และตัวชี้วัดที่กำ�หนดไว้ในหลักสูตรอย่างครบถ้วน  ครูจึงควรศึกษาคู่มือครู 
ใหเ้ขา้ใจอยา่งถอ่งแท้  และทดลองปฏบิตักิจิกรรมเพือ่ใหเ้กดิความพรอ้มกอ่นสอนจรงิ และเขา้ใจลำ�ดบัการดำ�เนนิกจิกรรมตามที่
เสนอแนะไว้  ทั้งน้ี ครูอาจปรับเปล่ียนกิจกรรมหรือวิธีการจัดการเรียนการสอนได้ตามความเหมาะสมโดยคำ�นึงถึงศักยภาพของ
นักเรียนเป็นสำ�คัญ
	 จำ�นวนชั่วโมงเรียนท่ีแนะนำ�ให้ใช้ในการจัดการเรียนการสอนสำ�หรับหนังสือเรียนรายวิชาพื้นฐานคณิตศาสตร์ในแต่ละ
เล่ม คือ 60–100 ชั่วโมง/ภาคเรียน   เพื่อเปิดโอกาสให้ครูสามารถปรับรายละเอียดของเนื้อหาและเวลาเรียนให้เหมาะสมกับ 
ทั้งศักยภาพของนักเรียนและบริบทของชั้นเรียน  ทั้งนี้ ครูอาจใช้หนังสือเรียนรายวิชาพื้นฐานคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 3 
เล่ม 2 เป็นสื่อประกอบการจัดการเรียนการสอนกับทั้งรายวิชาพื้นฐานและเพิ่มเติม  โดยอาจจัดเนื้อหาบางส่วนของหนังสือเรียน
ที่มีขอบเขตของเนื้อหา และความซับซ้อนมากกว่าที่ตัวชี้วัดกำ�หนด ให้นักเรียนได้เรียนเป็นรายวิชาเพิ่มเติม
	 คู่มือครูเล่มนี้ประกอบด้วยหัวข้อต่อไปนี้

เป็นส่วนที่ประกอบด้วยชื่อบทเรียน พร้อมทั้งหัวข้อย่อยของบทเรียนและจำ�นวนชั่วโมงที่แนะนำ� 
ให้ใช้ในการจัดการเรียนการสอนโดยประมาณ เพื่อให้ครูสามารถนำ�ไปประกอบการวางแผน 
การจัดกิจกรรมการเรียนรู้รายภาค  และเพื่อให้เวลาเรียนสอดคล้องกับโครงสร้างเวลาเรียนของ
รายวิชาพื้นฐานคณิตศาสตร์ ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช 2551   
คู่มือครูน้ี จึงกำ�หนดจำ�นวนช่ัวโมงเรียนที่แนะนำ�ให้ใช้ในการจัดการเรียนการสอนของทุกหัวข้อไว้
รวม 60 ชั่วโมง/ภาคเรียน 

เป็นสาระและมาตรฐานการเรียนรู้ตามที่ปรากฏอยู่ในตัวชี้วัดและสาระการเรียนรู้แกนกลาง  
กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 2560) ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษา 
ขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช 2551  เพื่อให้ครูได้ตรวจสอบความสอดคล้องและครอบคลุมกับหลักสูตร
สถานศึกษา  

1
ชื่อบทเรียน

2
สาระและมาตรฐาน

การเรียนรู้



เป็นตัวช้ีวัดตามท่ีปรากฏอยู่ในตัวช้ีวัดและสาระการเรียนรู้แกนกลาง กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ 
(ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 2560)  ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช 2551   
เพื่อให้ครูได้คำ�นึงถึงว่าจะต้องจัดกิจกรรมการเรียนรู้ให้นักเรียนได้เรียนรู้ตามตัวชี้วัด และวัด 
และประเมินผลตามตัวชี้วัด

เป็นจุดประสงค์ตามที่ปรากฏอยู่ในหนังสือเรียนรายวิชาพื้นฐานคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 3 
เล่ม 2  ของแต่ละบทเรียน เพ่ือให้ครูได้ตระหนักถึงความรู้ท่ีนักเรียนพึงมีหลังส้ินสุดการเรียนการสอน  
รวมทั้งนำ�ไปใช้ในการวัดและประเมินผลของครู

เป็นการอธิบายหรือขยายความตัวชี้วัด โดยเชื่อมโยงกับจุดประสงค์ของบทเรียน  เพื่อให้ครูได้เห็น
ว่าการจัดการเรียนรู้ตามแต่ละจุดประสงค์จะทำ�ให้นักเรียนบรรลุการเรียนรู้ตามตัวชี้วัดอย่างไร 

เปน็ความคดิรวมยอดของบทเรียนโดยภาพรวม เพือ่ให้ครูไดท้ราบเกีย่วกบัความรูท้ีเ่ปน็แนวคดิหลกั
ของเนื้อหาที่นักเรียนจำ�เป็นต้องรู้หลังจากเรียนจบบทเรียนนั้น ๆ

เป็นทักษะและกระบวนการที่นักเรียนควรจะได้รับจากการเรียนในแต่ละหัวข้อเป็นอย่างน้อย  
โดยรายละเอียดในการจัดการเรียนการสอนที่ช่วยส่งเสริมทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์
จะแทรกอยู่ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้  ทั้งนี้ การพัฒนาทักษะและกระบวนการ
ทางคณิตศาสตร์ให้กับนักเรียนจะเกิดขึ้นได้มากหรือน้อยนั้น ขึ้นอยู่กับกระบวนการจัดการเรียน 
การสอนของครูเป็นสำ�คัญ 

3
ตัวชี้วัด

4
จุดประสงค์
ของบทเรียน 

5
ความเชื่อมโยง

ระหว่างตัวชี้วัดกับ
จุดประสงค์ของบทเรียน

6
ความคิดรวบยอด

ของบทเรียน 

7
ทักษะและ

กระบวนการทาง
คณิตศาสตร์ 



เป็นสว่นทีต่อ้งการสะทอ้นใหค้รเูหน็ภาพความตอ่เนือ่งและเชือ่มโยงของความรูท้ัง้สามลกัษณะ  ไดแ้ก่
	 1)	 ความรูพ้ืน้ฐาน เปน็หวัขอ้ความรูท้ีน่กัเรียนจะต้องมีกอ่นการเรียนในแต่ละบท ซึง่ครอูาจ

เร่ิมต้นจากการใชแ้บบทดสอบกอ่นเรยีนออนไลน ์เพือ่ตรวจสอบและประเมนิความรู้เดิม
ของผู้เรียน แล้วทบทวนหรือจัดกิจกรรมให้กับนักเรียนในกรณีที่นักเรียนขาดความรู้ 
ในส่วนนี้   ทั้งนี้เพื่อกระตุ้นให้เกิดความเชื่อมโยงของประสบการณ์เดิมจนเกิดเป็น 
องค์ความรู้ที่เป็นพื้นฐาน เพื่อพัฒนาเป็นความรู้ที่สำ�คัญในบทเรียนต่อไป

	 2)	 ความรู้ในบทเรียน เป็นความคิดรวบยอดต่าง ๆ  ของบทเรียนในภาพรวม  เพ่ือให้ครูได้ทราบ
เกี่ยวกับความรู้ที่เป็นแนวคิดหลักของเนื้อหาที่นักเรียนจำ�เป็นต้องรู้หลังจากเรียนจบ 
บทเรียนนั้น ๆ  

	 3)	 ความรู้ในอนาคต เป็นหัวข้อความรู้ที่นักเรียนจะได้ศึกษาต่อไปในอนาคต  ซึ่งชี้นำ�ให้ครู 
ได้เห็นว่าความรู้ที่เกิดขึ้นจากแต่ละบทเรียนนั้นมีความสำ�คัญสำ�หรับการพัฒนาความรู้ 
ในหัวข้ออื่นใดบ้าง ในระดับชั้นเดียวกันหรือระดับชั้นที่สูงขึ้น

เปน็ลำ�ดบัของแนวทางการจดักจิกรรมทีค่วรเกดิขึน้ในแต่ละบทเรยีน ทัง้นีล้ำ�ดบัของแนวทางการจดั
กิจกรรมจะสอดคล้องกับลำ�ดับของหัวข้อและกิจกรรมต่าง ๆ ที่ปรากฏในหนังสือเรียน

เป็นหัวข้อภายใต้หัวข้อย่อยของบทเรียนประกอบด้วยหัวข้อ ดังนี้
	 1)	 ชื่อหัวข้อย่อย   เป็นหัวข้อย่อยพร้อมทั้งจำ�นวนชั่วโมงที่แนะนำ�ให้ใช้ในการกิจกรรม 

การเรียนรู้โดยประมาณ  เพื่อให้ครูสามารถนำ�ไปประกอบการวางแผนการจัดการเรียน
การสอนรายคาบ  ทั้งนี้ ครูอาจยืดหยุ่นได้ตามที่เห็นสมควร

	 2)	 จุดประสงค์   เป็นจุดประสงค์รายหัวข้อย่อยของบทเรียน โดยระบุไว้เพื่อให้ครูคำ�นึงถึง
การจัดกิจกรรมการเรียนรู้ ให้นักเรียนได้มีความรู้และความสามารถตรงตามจุดประสงค์
ที่วางไว้  จุดประสงค์ในส่วนนี้เป็นจุดประสงค์เชิงพฤติกรรมที่สามารถสะท้อนกลับไปยัง
จุดประสงค์ของบทเรียนและตัวชี้วัด  ทั้งนี้ ครูอาจปรับเปลี่ยนจุดประสงค์นี้ได้ตามที่เห็น
สมควร แต่จะตอ้งเปน็จดุประสงค์ทีส่ะทอ้นความสามารถของนกัเรยีนว่าผา่นจดุประสงค์
ของบทเรียนและตัวชี้วัดได้  

8
ความเชื่อมโยง

ของความรู้

9
ลำ�ดับการจัด

กิจกรรมการเรียนรู้
ของบทเรียน

10
ข้อเสนอแนะ

ในการจัดกิจกรรม
การเรียนรู้



	 	 	 นอกจากนี ้ครคูวรประเมินผลใหต้รงตามจดุประสงคโ์ดยใช้วธิกีารทีห่ลากหลาย  เชน่  
การตอบคำ�ถามในชั้นเรียน  การทำ�แบบฝึกหัด  การทำ�ใบกิจกรรม  ชิ้นงาน หรือการ
ทดสอบย่อย  โดยถ้าจุดประสงค์ใดที่ครูเห็นว่านักเรียนส่วนใหญ่ยังไม่ผ่าน  ในชั่วโมงต่อ
ไปครูควรนำ�บทเรียนนั้นมาสอนซ่อมเสริมใหม่

	 3)	 ความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน   เป็นตัวอย่างเนื้อหาท่ีนักเรียนมักเข้าใจคลาดเคลื่อน หรือ 
เข้าใจผิด  เพื่อให้ครูได้ทราบและป้องกันไม่ให้นักเรียนเกิดความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน

	 4)	 สื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้  เป็นสื่อที่แนะนำ�ให้ 
ครูใช้สำ�หรับการจัดกิจกรรมการเรียนรู้   เพื่อให้ครูได้จัดเตรียมส่ือหรืออุปกรณ์ต่าง ๆ  
ล่วงหน้า  ทั้งนี้ สื่อดังกล่าว เป็นสื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ตามข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรม 
การเรียนรู้  

	 5)	 ขอ้เสนอแนะในการจดักจิกรรมการเรยีนรู ้ เปน็จดุเนน้หรอืแนวทางในการจัดกิจกรรม
การเรียนรู้ที่สำ�คัญอย่างเป็นลำ�ดับขั้นตอนในแต่ละหัวข้อย่อย ซึ่งครูควรศึกษาและ
ทำ�ความเข้าใจควบคู่ไปกับหนังสือเรียน   เพื่อจะได้เตรียมการจัดกิจกรรมการเรียนรู้ให้
สอดคล้องกับจุดประสงค์และเหมาะสมกับศักยภาพของนักเรียน

	 6)	 กิจกรรม   เป็นกิจกรรมที่ปรากฏอยู่ในหนังสือเรียนรายวิชาพื้นฐานคณิตศาสตร์  
ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 3   เล่ม 2   โดยขยายขั้นตอนการทำ�กิจกรรมที่อยู่ในหนังสือเรียน   
รวมทั้งมีตัวอย่างหรือใบกิจกรรม  เพื่อให้ครูสามารถนำ�ไปใช้ประกอบการจัดกิจกรรมใน
ชั้นเรียนได้อย่างมีประสิทธิภาพ 

	 7)	 กิจกรรมเสนอแนะ   เป็นกิจกรรมที่แนะนำ�ให้ครูนำ�ไปใช้กับนักเรียนในการจัดกิจกรรม
การเรียนรู้  ซึ่งมีอยู่หลายลักษณะ ทั้งกิจกรรมเพื่อนำ�เข้าสู่เนื้อหา  กิจกรรมเสริมเนื้อหา
ในบทเรียน  เพื่อให้เข้าใจเนื้อหาในบทเรียนนั้น ๆ ได้มากขึ้น  โดยแต่ละกิจกรรมจะสอด
แทรกทกัษะและกระบวนการทางคณติศาสตรใ์หน้กัเรยีนไดพ้ฒันาทกัษะและกระบวนการ
อยา่งตอ่เน่ือง  ทัง้น้ี ครอูาจพจิารณาปรบัเปลีย่นการจดักจิกรรมใหเ้หมาะสมกบัเวลาและ
ศักยภาพของนักเรียน

	 8)	 เฉลยชวนคิด   เป็นการอธิบายแนวคิดและคำ�ตอบของกรอบชวนคิดที่ปรากฏอยู่ 
ในหนังสือเรียนรายวิชาพื้นฐานคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 3  เล่ม 2  เพื่อให้ครูใช้
เป็นแนวทางในการอภิปรายร่วมกันกับนักเรียนถึงแนวคิดในการแก้ปัญหานั้น ๆ  

	 9)	 เฉลยมุมเทคโนโลยี เป็นการอธิบายแนวคิดและคำ�ตอบของกรอบมุมเทคโนโลยี 
ที่ปรากฏอยู่ในหนังสือเรียนรายวิชาพื้นฐานคณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 3   เล่ม 2  
เพ่ือให้ครูใช้เป็นแนวทางในการอภิปรายร่วมกันกับนักเรียนถึงแนวคิดในการแก้ปัญหาน้ัน ๆ  



11
เฉลยกิจกรรม

ท้ายบท

12
เฉลยแบบฝึกหัด

ท้ายบท

	 10)	 เฉลยแบบฝกึหดั  เปน็คำ�ตอบของแบบฝึกหัดในหนงัสอืเรยีนรายวชิาพืน้ฐานคณติศาสตร์ 
ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 3   เล่ม 2   เพื่อให้ครูได้ใช้เป็นแนวทางในการตรวจแบบฝึกหัดของ
นกัเรียน  ซึง่ในบางขอ้จะมแีนวคดิไว ้เพือ่เปน็แนวทางหนึง่ในการหาคำ�ตอบ  และในบาง
ข้ออาจมีหลายคำ�ตอบ แต่ให้ไว้เพียงตัวอย่างคำ�ตอบที่ถูกต้องและเป็นไปได้  ทั้งนี้ เพราะ
แบบฝึกหัดดังกล่าว ได้สอดแทรกปัญหาที่เปิดโอกาสให้นักเรียนได้คิดอย่างหลากหลาย  
และฝึกการใหเ้หตผุล  ซึง่คำ�อธบิายของนักเรยีนอาจแตกตา่งจากทีเ่ฉลยไว้  ดงันัน้ ในการ
ตรวจแบบฝึกหัดครูควรพิจารณาอย่างรอบคอบ  และยอมรับคำ�ตอบที่เห็นว่ามีความถูก
ต้องและเป็นไปได้ที่แตกต่างไปจากที่เฉลยไว้นี้

	 	 	 สำ�หรับแบบฝึกหัดในหนังสือเรียน ครูควรเลือกให้นักเรียนได้ฝึกฝนตามความรู้ 
ความสามารถ  ซ่ึงในหลายแบบฝึกหัด ครูอาจใช้เพ่ือการตรวจสอบความเข้าใจในช้ันเรียน 
โดยอาจใช้การถาม–ตอบร่วมกันในชั้นเรียน  สำ�หรับแบบฝึกหัดท่ีเป็นข้อท้าทายนั้น  
จะมีความยากและซับซ้อนมากขึ้น ซึ่งนักเรียนทั่วไปอาจยังไม่สามารถทำ�ได้  ดังนั้น  
ครคูวรพจิารณาความเหมาะสมของการใช้งานกบัระดบัความรู้ความสามารถของนกัเรยีน
ในช้ันเรียน  และไม่ควรนำ�แบบฝกึหดัทีมี่ความยากในระดบันีไ้ปสรา้งแบบทดสอบเพือ่วดั
และประเมินผลกับนักเรียนโดยทั่วไป

เปน็คำ�ตอบ หรอืแนวคดิในการทำ�กจิกรรมทา้ยบท  เพือ่เปน็แนวทางให้ครใูชอ้ภปิรายรว่มกบันกัเรยีน 
และโดยบางกิจกรรมที่มีลักษณะเป็นปัญหาปลายเปิดจะมีตัวอย่างแนวคิดหรือคำ�ตอบท่ีถูกต้อง 
และเป็นไปได้ให้ไว้

เป็นคำ�ตอบของแบบฝึกหัดท้ายบทในหนังสือเรียนรายวิชาพ้ืนฐานคณิตศาสตร์ ช้ันมัธยมศึกษาปีท่ี 3  
เลม่ 2  เพือ่ใหค้รไูดใ้ชเ้ปน็แนวทางในการตรวจแบบฝกึหดัของนกัเรยีน  ซึง่มแีนวคดิเชน่เดยีวกับใน
ส่วนของเฉลยแบบฝึกหัดที่อยู่ในแต่ละหัวข้อย่อย

สำ�หรับแบบฝึกหัดท้ายบทในหนังสือเรียนน้ี มีไว้เพ่ือให้นักเรียนได้ฝึกทำ�โจทย์แบบบูรณาการความรู้   
โดยไม่จำ�แนกความรู้ท่ีใช้ในการแก้ปัญหาตามหัวข้อย่อย  ซึ่งครูควรเลือกให้นักเรียนได้ฝึกฝน 
ตามระดับความรู้ความสามารถ



13
ตัวอย่าง

แบบทดสอบท้ายบท

15
ความรู้เพิ่มเติม

สำ�หรับครู

14
กิจกรรมคณิตศาสตร์

เชิงสะเต็ม

เป็นตัวอย่างของแบบทดสอบประจำ�บทที่เน้นการประยุกต์ใช้ความรู้ที่เรียนมาทั้งบท และให้เห็น 
รูปแบบของแบบทดสอบที่มีความหลากหลาย รวมท้ังมีตัวอย่างเกณฑ์การให้คะแนนท่ีครูสามารถ 
นำ�ไปปรับใช้ให้เข้ากับบริบทของชั้นเรียน  อย่างไรก็ตามครูสามารถใช้ตัวอย่างแบบทดสอบท้ายบท
เปน็แนวทางในการสรา้งแบบทดสอบสำ�หรบัวดัและประเมนิผลนกัเรยีนในแต่ละบทเรยีน  ซึง่ตวัอย่าง
แบบทดสอบท้ายบทนี้ จะครอบคลุมและสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียนและตัวชี้วัดของ
หลักสูตร  ทั้งนี้ ความซับซ้อนของแบบทดสอบที่จะใช้ควรเหมาะสมกับศักยภาพของนักเรียน

เป็นกิจกรรมท่ีเน้นการประยุกต์ใช้ความรู้คณิตศาสตร์ บูรณาการเข้ากับความรู้ในศาสตร์อ่ืน ๆ   เพือ่แก้
ปัญหาสถานการณ์ท่ีกำ�หนดให้ภายใต้เงื่อนไขและข้อจำ�กัดต่าง ๆ  โดยในการแก้ปัญหาน้ันจะต้อง
อาศัยกระบวนการออกแบบเชิงวิศวกรรม (Engineering Design Process) เป็นเครื่องมือ

เป็นความรู้ท่ีครูควรทราบเพ่ิมเติมไปจากบทเรียน เช่น ตัวอย่างการใช้เทคโนโลยีเป็นเคร่ืองมือในการ
จัดการเรียนรู้เรื่องหนึ่ง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับบทเรียน



กำ�หนดเวลาสอน

	 เนือ่งจากสถานศกึษาสามารถปรบัเกลีย่จำ�นวนช่ัวโมงเรยีนของรายวชิาพืน้ฐานไดเ้อง  ดงันัน้ สถานศึกษาแต่ละแหง่อาจ
กำ�หนดจำ�นวนช่ัวโมงเรียนรายวิชาพื้นฐานคณิตศาสตร์ไม่เท่ากัน  สำ�หรับหนังสือชุดนี้ จะแนะนำ�จำ�นวนชั่วโมงเรียงที่อิงตาม
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

1 ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร

ในบทระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรนี้ ประกอบด้วยหัวข้อย่อย  
ดังต่อไปนี้

1.1	 แนะนำ�ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร	 2	 ชั่วโมง
1.2	 การแก้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร	 5	 ชั่วโมง
1.3	 การแก้โจทย์ปัญหาโดยใช้ระบบสมการเชิงเส้น
		  สองตัวแปร	 5	 ชั่วโมง

บทที่

	 	 สาระและมาตรฐานการเรียนรู้

		  สาระที่ 1 			 จำ�นวนและพีชคณิต
		  มาตรฐาน ค 1.3	 ใช้นิพจน์ สมการ และอสมการ อธิบายความสัมพันธ์หรือช่วยแก้ปัญหาที่กำ�หนดให้

	 	 ตัวชี้วัด

		  ประยุกต์ใช้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรในการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์

	 	 จุดประสงค์ของบทเรียน

		  นักเรียนสามารถ
			   1.	 ใช้กราฟเพื่อวิเคราะห์เกี่ยวกับคำ�ตอบของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร
			   2.	 แก้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร
			   3.	 นำ�ความรู้เกี่ยวกับระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรไปใช้ในการแก้ปัญหา

	 	 ความเชื่อมโยงระหว่างตัวชี้วัดกับจุดประสงค์ของบทเรียน

		  เน่ืองจากตัวช้ีวัดน้ี กล่าวถึงการประยุกต์ใช้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรในการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์  ดังน้ัน เพื่อให้ 
การเรียนรู้ของนักเรียนในเรื่องระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรสอดคล้องกับตัวชี้วัด ครูควรจัดประสบการณ์ให้นักเรียนสามารถ
นำ�ความรู้เกี่ยวกับระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรไปใช้ในการแก้ปัญหาซึ่งสะท้อนได้จากการที่นักเรียนสามารถ
			   ✤	 รู้จักและเข้าใจเกี่ยวกับระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร โดยสามารถอธิบายลักษณะของระบบสมการเชิงเส้น 

สองตัวแปร ลักษณะของคำ�ตอบของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรจากการสังเกตกราฟ รวมทั้งใช้กราฟ 
ในการวิเคราะห์คำ�ตอบของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร 



14

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

			   ✤	 แก้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรโดยใช้สมบัติของการเท่ากัน 
			   ✤	 สร้างระบบสมการเชงิเสน้สองตวัแปรแทนสถานการณห์รอืโจทยป์ญัหา และหาคำ�ตอบพรอ้มทัง้ตรวจสอบคำ�ตอบ

และความสมเหตุสมผลของคำ�ตอบ

	 	 ความคิดรวบยอดของบทเรียน

		  ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร คือ ชุดของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรอย่างน้อย 2 สมการ ที่แต่ละสมการเขียนแสดง 
ความสัมพันธ์ระหว่างปริมาณสองปริมาณ คำ�ตอบของระบบสมการเป็นคำ�ตอบของแต่ละสมการในระบบสมการ เราใช้ระบบสมการ
แทนสถานการณ์หรือปัญหาเพื่อนำ�ไปสู่การหาคำ�ตอบ ซึ่งคำ�ตอบท่ีสอดคล้องกับทุกเงื่อนไขและมีความสมเหตุสมผลจะเป็น 
คำ�ตอบของปัญหาหรือสถานการณ์

	 	 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

ทักษะและ
กระบวนการ

ทางคณิตศาสตร์

หัวข้อ

1.1
แนะนำ�ระบบ
สมการเชิงเส้น
สองตัวแปร

1.2
การแก้ระบบ
สมการเชิงเส้น
สองตัวแปร

1.3
การแก ้

โจทย์ปัญหา 
โดยใช้ระบบ
สมการเชิงเส้น
สองตัวแปร

กิจกรรมท้ายบท/
แบบฝึกหัด
ท้ายบท

การแก้ปัญหา ✤ ✤

การสื่อสารและ 
การสื่อความหมาย
ทางคณิตศาสตร์

✤ ✤

การเชื่อมโยง ✤

การให้เหตุผล

การคิดสร้างสรรค์
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

	 	 ความเชื่อมโยงของความรู้

ความรูพื้นฐาน

ความรู
ในบทเรียน

ความรูในอนาคต

✤	 การแก้สมการโดยใช้สมบัติของการเท่ากัน เช่น สมบัติสมมาตร สมบัติถ่ายทอด 
สมบัติของการเท่ากันเกี่ยวกับการบวก และสมบัติของการเท่ากันเกี่ยวกับการคูณ 
เพื่อเป็นพื้นฐานในการแก้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร

✤	 สมการเชิงเส้นสองตัวแปรที่อยู่ในรูป  y  =  mx + b  เมื่อ x และ y เป็นตัวแปร 
ที่แทนจำ�นวนจริงใด ๆ โดยที่ m และ b เป็นค่าคงตัว จะมีกราฟเป็นเส้นตรงที่มี
ความชันเท่ากับ m  โดยมีลักษณะของกราฟ 3 ลักษณะ  เมื่อ m > 0 ,  m < 0 และ 
m = 0  เพื่อเป็นพื้นฐานในการนึกภาพเกี่ยวกับลักษณะของกราฟที่จะใช้ 
หาคำ�ตอบของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร

✤	 ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรที่มี  x  และ  y  เป็นตัวแปร   โดยที่ a,  b,  c,  d,  
e  และ  f  เป็นจำ�นวนจริง ที่ a,  b  ไม่เป็นศูนย์พร้อมกัน  และ  c,  d  ไม่เป็นศูนย์
พร้อมกัน   เป็นระบบที่ประกอบด้วยสมการ

		  ax + by   =   e
		  cx + dy   =   f
✤	 คำ�ตอบของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร  คือ คู่อันดับ (x, y) ที่สอดคล้องกับ

สมการทั้งสองของระบบสมการ ซึ่งค่า x  และค่า  y  ทำ�ให้ได้สมการที่เป็นจริง 
ทั้งสองสมการ

✤	 ลักษณะคำ�ตอบของระบบสมการเชิงเส้น มี 3 แบบ  คือ มีคำ�ตอบเดียว  มีคำ�ตอบ
มากมายไม่จำ�กัด และไม่มีคำ�ตอบ

✤	 การแก้ระบบสมการเป็นการหาคำ�ตอบของระบบสมการ ซ่ึงสามารถหาได้จากกราฟ  
หรือใช้สมบัติของการเท่ากัน   ได้แก่  สมบัติสมมาตร  สมบัติถ่ายทอด   สมบัติของ
การเท่ากันเกี่ยวกับการบวก  และสมบัติของการเท่ากันเกี่ยวกับการคูณ    

✤	 การแกโ้จทยป์ญัหาเกีย่วกบัระบบสมการเชงิเสน้สองตวัแปร จะสรา้งสมการเชงิเสน้
สองตัวแปรแทนสถานการณ์หรือปัญหา  แล้วแก้ระบบสมการเพื่อหาคำ�ตอบ  
พร้อมทั้งตรวจสอบคำ�ตอบและความสมเหตุสมผล 

		  การใชค้วามรูเ้กีย่วกบัระบบสมการเชงิเส้นสองตวัแปรในการสรา้งระบบสมการ
ท่ีมากกว่าสองตัวแปรแทนปัญหาที่มีเงื่อนไขและความซับซ้อนมากขึ้น  นอกจากนี้  
ยงัใชเ้ปน็ความรูพ้ืน้ฐานในการศึกษาคณติศาสตรเ์รือ่งอืน่ ๆ   เชน่  เมทรกิซ ์ กำ�หนดการ
เชิงเส้น  และความสัมพันธ์เชิงฟังก์ชันระหว่างข้อมูล 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

	 	 ลำ�ดับการจัดกิจกรรมการเรียนรู้ของบทเรียน

ทบทวนความรู้เรื่อง สมการเชิงเส้นสองตัวแปร รูปทั่วไปของสมการเชิงเส้นสองตัวแปร  
กราฟของสมการเชิงเส้นสองตัวแปร และคำ�ตอบของสมการเชิงเส้นสองตัวแปร

ทำ�กิจกรรมเพ่ือสำ�รวจคำ�ตอบของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรจำ�นวนสองสมการท่ีมีตัวแปรชุดเดียวกันจากกราฟ  
อภิปรายลักษณะคำ�ตอบ 3 แบบ ของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร คือ   

มีคำ�ตอบเดียว มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด และ ไม่มีคำ�ตอบ 

แนะนำ�และอภิปรายเกี่ยวกับลักษณะของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรสองสมการที่หาคำ�ตอบร่วมกัน  
เรียกว่า ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร

ทบทวนการหาคำ�ตอบของสมการโดยใช้สมบัติของการเท่ากัน  แนะนำ�และอภิปรายเกี่ยวกับการหาคำ�ตอบ
ของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร โดยใช้สมบัติการเท่ากัน ซึ่งอาจทำ�ได้โดยวิธีการกำ�จัดตัวแปร

 และวิธีการแทนค่า 

แก้ปัญหาเกี่ยวกับระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร โดยสร้างระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร 
แทนสถานการณ์หรือโจทย์ปัญหา และแก้ระบบสมการเพื่อหาคำ�ตอบ  

พร้อมทั้งตรวจสอบคำ�ตอบและความสมเหตุสมผลของคำ�ตอบ

สรุปบทเรียน เรื่อง ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร 
 และฝึกแก้ปัญหาโดยทำ�กิจกรรมท้ายบทและแบบฝึกหัดท้ายบท
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

1.1 แนะนำ�ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร (2 ชั่วโมง)

	 	 จุดประสงค์

		  นักเรียนสามารถ
			   1.	 อธิบายลักษณะของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร
			   2.	 อธิบายลักษณะคำ�ตอบของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรจากการสังเกตกราฟหรือระบบสมการ
			   3.	 ใช้กราฟในการวิเคราะห์หาคำ�ตอบของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร

	 	 ความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน 

	 	 นักเรียนมักเข้าใจคลาดเคล่ือนว่า คำ�ตอบของระบบสมการ 
ที่ได้จากกราฟจะต้องเป็นจุดที่กราฟตัดกันเท่านั้น  ดังนั้น ในกรณีที่
กราฟเป็นเส้นตรงท่ีทับกัน หรือเป็นเส้นตรงเดียวกัน ซ่ึงจะไม่เห็นจุดตัด
ชัดเจน ทำ�ให้เข้าใจว่าระบบสมการไม่มีคำ�ตอบ ซึ่งในความเป็นจริง 
ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด 

	 	 สื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  ใบกิจกรรมเสนอแนะ 1.1 : คำ�ตอบของเธอกับฉัน

	 	 ข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  ในหวัข้อน้ีจะมุง่ใหน้กัเรยีนไดรู้จ้กัและเขา้ใจเกีย่วกบัลกัษณะของระบบสมการเชงิเสน้สองตัวแปร พรอ้มทัง้อธบิายลกัษณะ
คำ�ตอบของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรจากกราฟ ซึ่งมี 3 แบบ ได้แก่ มีคำ�ตอบเดียว มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด และ  
ไม่มีคำ�ตอบ รวมท้ังหาคำ�ตอบของสมการจากกราฟได้  นอกจากนี้ ยังมุ่งฝึกการนึกภาพเกี่ยวกับกราฟของสมการเชิงเส้น 
สองตัวแปรก่อนวิเคราะห์หาคำ�ตอบ  แนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู้อาจทำ�ได้ดังนี้
			   1.	 ครูสนทนากับนักเรียนเพื่อทบทวนรูปทั่วไปของสมการเชิงเส้นสองตัวแปร  Ax + By + C  =  0  เมื่อ x และ y 

เป็นตัวแปร  A, B และ C เป็นค่าคงตัว  โดยที่ A และ B ไม่เป็นศูนย์พร้อมกัน โดยครูอาจให้นักเรียนช่วยกัน 
ยกตัวอย่างสมการเชิงเส้นสองตัวแปร เช่น 3x – 2y = 6  เพ่ือนำ�ไปสู่การเขียนกราฟของสมการ การหาคู่อันดับต่าง ๆ 

2 4 6 8  10   

x – 2y  =  1

2x – 4y  =  2 
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ที่สอดคล้องกับสมการ และคำ�ตอบของสมการจากกราฟ โดยเน้นย้ำ�ว่าคำ�ตอบของสมการเชิงเส้นสองตัวแปร 
มีจำ�นวนมากมายไม่จำ�กัด

			   2.	 ครูใช้  “กิจกรรม : ดูกราฟทราบคำ�ตอบ”  ในหนังสือเรียน หน้า 14–16  เพื่อให้นักเรียนพิจารณาสมการเชิงเส้น
สองตัวแปร 2 สมการ และกราฟของสมการทั้งสองบนแกนคู่เดียวกัน ครูให้นักเรียนระบุพิกัดของจุดที่เป็นคำ�ตอบ
ของสมการแต่ละสมการ และพิกัดของจุดร่วมที่เป็นคำ�ตอบของทั้งสองสมการ  เพื่อให้นักเรียนสังเกตลักษณะ 
คำ�ตอบจากกราฟว่ามี 3 แบบ  คือ  มีคำ�ตอบเดียว  มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด และไม่มีคำ�ตอบ 

					     ครูอาจใช้มุมเทคโนโลยี ในหนังสือเรียน หน้า 17  โดยดาวน์โหลดสื่อสำ�เร็จรูปสำ�หรับซอฟต์แวร์ The 
Geometer’s Sketchpad (GSP) เพื่อพิจารณากราฟของสมการเชิงเส้นสองตัวแปร 2 สมการอื่น ๆ เพิ่มเติม

			   3.	 ครูยกตัวอย่างปัญหาเกี่ยวกับจำ�นวนในหนังสือเรียน หน้า 17  เพื่อให้นักเรียนพิจารณาว่าเราสามารถเขียนสมการ
แสดงความความสัมพันธ์ของปริมาณสองปริมาณแทนแต่ละเงื่อนไขโดยใช้ตัวแปรชุดเดียวกันได้  แต่คำ�ตอบของ
แตล่ะสมการจะมมีากมาย ซ่ึงอาจไมส่อดคลอ้งกบัเงือ่นไขทัง้หมดของปญัหา จงึต้องนำ�ชดุสมการทัง้สองมาพจิารณา
หาคำ�ตอบร่วมกัน เราเรียกชุดของสมการทั้งสองที่พิจารณาคำ�ตอบร่วมกันว่า “ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร” 
ซึ่งในบทนี้ จะเน้นเฉพาะสมการเชิงเส้นที่มีตัวแปรเพียงสองตัวและมีสมการเพียงสองสมการเท่านั้น

			   4.	 ครูอาจยกตัวอย่างระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรในหนังสือเรียน หน้า 18–20 โดยให้นักเรียนนึกภาพ  
(visualize) ของกราฟจากแต่ละสมการที่กำ�หนดก่อนท่ีจะลงมือเขียนกราฟ เพื่อหาคำ�ตอบของระบบสมการ 
จากกราฟ และเน้นวา่จำ�นวนคำ�ตอบของระบบสมการจะเปน็แบบใดแบบหนึง่ใน 3 แบบเทา่นัน้ คอื มคีำ�ตอบเดยีว  
มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด หรือไม่มีคำ�ตอบ 

					     นอกจากนี้ ครูอาจให้นักเรียนสังเกตเพิ่มเติมเกี่ยวกับความสัมพันธ์ของสัมประสิทธิ์และค่าคงตัวของสมการ 
ทั้งสองกับคำ�ตอบของระบบสมการท่ีได้ จากบทสนทนาของข้าวสวยและข้าวหอม ในหนังสือเรียน หน้า 20–21 
เพื่อให้ได้ข้อสังเกตที่ว่า

						      ✤	 ถา้สมัประสทิธ์ิของตัวแปรตัวเดยีวกันและคา่คงตวัในแตล่ะสมการมคีวามสมัพนัธท์ีท่ำ�ใหส้มการท้ังสอง
สมมูลกัน กราฟของสมการท้ังสองจะทับกันสนิท ระบบสมการน้ีจะมีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด ซ่ึงในกรณีน้ี
นกัเรียนมกัคดิวา่ ระบบสมการนีไ้ม่มีคำ�ตอบ เพราะไม่เหน็พิกดัของจดุตัดทีเ่ป็นคำ�ตอบของระบบสมการ 
ดังนั้น ครูควรเน้นให้นักเรียนสังเกตพิกัดของจุดที่ทับกัน โดยสังเกตว่าคู่อันดับที่สอดคล้องกับสมการ 
ดังกล่าว มีมากมายไม่จำ�กัด

						      ✤	 ถา้สมัประสทิธิข์องตวัแปรตวัเดยีวกนัเทา่กนัหรอืสามารถทำ�ใหเ้ทา่กนัได ้แตค่า่คงตวัของสมการทัง้สอง
ไม่เท่ากัน กราฟของสมการทั้งสองจะขนานกัน  ทำ�ให้ระบบสมการนี้ไม่มีคำ�ตอบ 

			   5.	 ครูอาจใช้  “กิจกรรมเสนอแนะ 1.1 : คำ�ตอบของเธอกับฉัน”  ในคู่มือครู หน้า 21–25  เพื่อสรุปความเข้าใจ 
ในการหาคำ�ตอบของระบบสมการ โดยการกำ�หนดเง่ือนไขท่ีเก่ียวข้องกันสองเง่ือนไข เพ่ือให้ได้คำ�ตอบของจำ�นวนสอง 
จำ�นวนตามเงื่อนไขที่กำ�หนดให้  

			   6.	 ครูอาจใช้คำ�ถามชวนคิด 1.1 ในหนังสือเรียน หน้า 24  เพื่อนำ�ไปสู่การอภิปรายที่ว่า การเขียนหรืออ่านจุดตัด 
ท่ีเป็นพิกัดของคำ�ตอบอาจมีความคลาดเคลื่อน ทำ�ให้เราต้องหาแนวทางอื่นในการหาคำ�ตอบที่ถูกต้องของ 
ระบบสมการ



19

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

กิจกรรม : ดูกราฟทราบคำ�ตอบ

		  กิจกรรมนี้ เป็นกิจกรรมที่ต้องการให้นักเรียนพิจารณากราฟของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร และสังเกตเกี่ยวกับ 
คำ�ตอบของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรจากกราฟ แล้วสร้างข้อความคาดการณ์เกี่ยวกับจำ�นวนคำ�ตอบว่าเป็นไปได้ก่ีแบบ   
โดยมีขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์

		  - 

	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 ครูให้นักเรียนทำ�  “กิจกรรม : ดูกราฟทราบคำ�ตอบ”  ข้อ 1–3  ในหนังสือเรียน หน้า 14–16  แล้วระบุพิกัดของจุด 
ที่เป็นคำ�ตอบของสมการที่กำ�หนดให้

		  2.	 ครูนำ�นักเรียนอภิปรายเกี่ยวกับพิกัดของจุดที่เป็นคำ�ตอบของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรที่ได้จากการทำ�กิจกรรม 
ในแต่ละข้อว่าได้คำ�ตอบเหมือนกันหรือไม่ อย่างไร จากน้ันให้นักเรียนตอบคำ�ถามท้ายกิจกรรมในหนังสือเรียน หน้า 16  
โดยสังเกตลักษณะคำ�ตอบท่ีได้จากการทำ�กิจกรรมแต่ละข้อ และอภิปรายร่วมกันเพื่อนำ�ไปสู่ข้อสรุปเก่ียวกับ 
ความสัมพันธ์ระหว่างกราฟของชุดสมการกับคำ�ตอบของชุดสมการ

		  3. ครูนำ�อภิปรายเพิ่มเติมเกี่ยวกับคำ�ตอบของระบบสมการที่มีจำ�นวนมากมายซึ่งสามารถเขียนคำ�ตอบในรูปพิกัดของ 

คู่อันดับ (x, y)  ให้เหมือนกันได้  เช่น  เขียนพิกัดในรูป (5 – 2y, y)  หรือ  (x,  –—5 – x
2  )
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เฉลยกิจกรรม : ดูกราฟทราบคำ�ตอบ

1.	 1)	 ตัวอย่างคำ�ตอบ   (-2, 10) ,  (-1, 9) ,  (0, 8) ,  (1, 7) ,  (2, 6) ,  (3, 5) ,  (4, 4) ,  (5, 3) ,  (6, 2) ,   
(7, 1) ,  (8, 0) ,  (9, -1) ,  (10, -2)

	 2)	 ตัวอย่างคำ�ตอบ   (-2, -11) ,  (-1, -9) ,  (0, -7) ,  (1, -5) ,  (2, -3) ,  (3, -1) ,  (4, 1) ,  (5, 3) ,  (6, 5) ,  (7, 7) ,   
(8, 9)

	 3)	 (5, 3)

2.	 1)	 ตัวอย่างคำ�ตอบ   (-3,  4) ,  (-1, 3) ,  (0, 2–12) ,  (1, 2) ,  (3, 1) ,  (5, 0) ,  (7, -1)

	 2)	 ตัวอย่างคำ�ตอบ   (-3, 4) ,  (-1, 3) ,  (0, 2–12) ,  (1, 2) ,  (3, 1) ,  (5, 0) ,  (7, -1)

	 3)	 คำ�ตอบมีได้หลากหลาย เช่น
			   ✤	 มีคำ�ตอบมากมาย เช่น   (-3, 4) ,  (-1, 3) ,  (0, 2–12) ,  (1, 2) ,  (3, 1) ,  (5, 0) ,  (7, -1)

			   ✤	 คำ�ตอบของทั้งสองสมการเหมือนกัน เช่น   (-3, 4) ,  (-1, 3) ,  (0, 2–12) ,  (1, 2) ,  (3, 1) ,  (5, 0) ,  (7, -1)

3.	 1)	 ตัวอย่างคำ�ตอบ   (-4, -1) ,  (-2, 2) ,  (0, 5) ,  (2, 8)
	 2)	 ตัวอย่างคำ�ตอบ   (-6, -7) ,  (-4, -4) , (-2, -1) ,  (0, 2) ,  (2, 5) ,  (4, 8)
	 3)	 ไม่มี

เฉลยคำ�ถามท้ายกิจกรรม : ดูกราฟทราบคำ�ตอบ

ตัวอย่างคำ�ตอบ
		  จากกิจกรรมในแต่ละข้อ เมื่อสังเกตกราฟเกี่ยวกับคำ�ตอบของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรทั้งสองสมการ พบว่า
			   ✤	 ข้อ 1	 กราฟของสมการท้ังสองตัดกันจุดเดียว แสดงว่าคำ�ตอบของสมการทั้งสองมีเพียงคำ�ตอบเดียว คือ  

พิกัดของจุดตัดนั้น 
			   ✤	 ข้อ 2	 กราฟของสมการทั้งสองทับกันสนิท และคำ�ตอบทุกคำ�ตอบของสมการ  x + 2y  =  5  เป็นคำ�ตอบ

ของสมการ  3x + 6y  =  15  ด้วย  แสดงว่าคำ�ตอบของสมการทั้งสองมีมากมายไม่จำ�กัด
			   ✤	 ข้อ 3	 กราฟของสมการทั้งสองขนานกัน  ไม่มีจุดตัด และไม่ทับกัน  แสดงว่าไม่มีพิกัดของจุดที่เป็นคำ�ตอบ

ร่วมของสมการทั้งสอง
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กิจกรรมเสนอแนะ 1.1 : คำ�ตอบของเธอกับฉัน

		  กิจกรรมน้ี เป็นกิจกรรมที่เน้นย้ำ�ความเข้าใจเก่ียวกับการหาคำ�ตอบของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรจากกราฟ  
โดยฝึกการสร้างระบบสมการ เขียนกราฟ สังเกตจุดตัดของกราฟ และหาคำ�ตอบของระบบสมการจากกราฟ  โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ 
และขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์

		  ใบกิจกรรมเสนอแนะ 1.1 : คำ�ตอบของเธอกับฉัน
 
	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 ครูให้นักเรียนแต่ละคนทำ�ใบกิจกรรมเสนอแนะ 1.1 : คำ�ตอบของเธอกับฉัน ข้อ 1  แล้วสุ่มนักเรียนเฉลยคำ�ตอบ  
ในข้อ 1  ข้อย่อย 1) และ 2)  เกี่ยวกับตัวอย่างของจำ�นวนสองจำ�นวนที่รวมกันได้ 10 และจำ�นวนสองจำ�นวนที่มีค่า 
ต่างกันอยู่ 2  จากน้ันร่วมกันอภิปรายว่าคำ�ตอบที่ได้ของนักเรียนแต่ละคนนั้นเหมือนกันหรือแตกต่างกัน และ 
เป็นคำ�ตอบที่ถูกต้องหรือไม่ เพราะเหตุใด  สำ�หรับข้อย่อย 3)  นักเรียนทุกคนควรได้คำ�ตอบเหมือนกัน

		  2.	 ครใูห้นักเรียนทำ�กจิกรรมขอ้ 2  โดยเขยีนสมการเชงิเสน้สองตัวแปรแทนประโยค “จำ�นวนสองจำ�นวนทีร่วมกนัได ้10”  
และ “จำ�นวนสองจำ�นวนที่มีค่าต่างกันอยู่ 2”  เมื่อกำ�หนดให้  x  แทนจำ�นวนแรก  และ  y  แทนจำ�นวนที่สอง  แล้ว
สุ่มนักเรียนมานำ�เสนอคำ�ตอบ  และให้นักเรียนคนอื่น ๆ ร่วมกันพิจารณาความถูกต้อง 

		  3.	 ครูให้นักเรียนทำ�กิจกรรมข้อ 3–5  แล้วอภิปรายคำ�ตอบที่ได้ร่วมกัน  สำ�หรับข้อ 5  นักเรียนควรตอบได้ว่าเราสามารถ
เขียนกราฟของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรเพื่อหาคำ�ตอบของจำ�นวนสองจำ�นวนที่มีเงื่อนไขตามที่กำ�หนดให้ได้  เพราะ 
คำ�ตอบที่ได้เหมือนกัน และมีความสะดวกมากกว่าที่จะยกตัวอย่างจำ�นวนตามเงื่อนไขที่กำ�หนดให้ แล้วพิจารณาว่า 
มีคำ�ตอบเหมือนกันหรือไม่
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

ใบกิจกรรมเสนอแนะ 1.1 : คำ�ตอบของเธอกับฉัน

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

1.	 ให้นักเรียนเติมคำ�ตอบในแต่ละข้อต่อไปนี้  
		  1)	 จงยกตัวอย่างจำ�นวนสองจำ�นวนที่รวมกันได้  10  มา 6 คู่
		
		  2)	 จงยกตัวอย่างจำ�นวนสองจำ�นวนที่มีค่าต่างกันอยู่  2  มา 6 คู่
		
		  3)	 จงหาจำ�นวนสองจำ�นวนที่สอดคล้องกับเงื่อนไขในข้อ 1)  และ 2) 
		

2.	 ถ้าให้  x  แทนจำ�นวนแรก  และ  y  แทนจำ�นวนที่สอง  ให้นักเรียนเติมคำ�ตอบในแต่ละข้อต่อไปนี้   
		  1)	 จงเขียนสมการแทนประโยค “จำ�นวนสองจำ�นวนที่รวมกันได้  10”   
		
		  2)	 จงเขียนสมการแทนประโยค “จำ�นวนสองจำ�นวนที่มีค่าต่างกันอยู่  2”  
		

3.	 ให้นักเรียนใช้ความรู้เรื่องการเขียนกราฟของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรในการเขียนกราฟของสมการที่ได้ 
ในข้อ 2  โดยใช้แกนคู่เดียวกัน
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

4.	 จากกราฟในข้อ 3  จงเติมคำ�ตอบในแต่ละข้อต่อไปนี้ 
		  1)	 จงระบุพิกัดของจุดตัดของกราฟที่ได้ในข้อ 3 
		
		
		  2)	 พิกัดของจุดตัดที่ได้กับคำ�ตอบในข้อ 1 ข้อย่อย 3) สัมพันธ์กันอย่างไร
		
		

5.	 นักเรียนคิดว่าเราสามารถใช้การเขียนกราฟของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรในการหาคำ�ตอบของจำ�นวน 
	 สองจำ�นวนที่มีเงื่อนไขตามที่กำ�หนดให้ในข้อ 1  ข้อย่อย 1) และ 2)  ได้หรือไม่  เพราะเหตุใด
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

เฉลยใบกิจกรรมเสนอแนะ 1.1 : คำ�ตอบของเธอกับฉัน 

1.	 ให้นักเรียนเติมคำ�ตอบในแต่ละข้อต่อไปนี้  
		  1)	 จงยกตัวอย่างจำ�นวนสองจำ�นวนที่รวมกันได้  10  มา 6 คู่
			   ตัวอย่างคำ�ตอบ
			   9 กับ 1    8 กับ 2    7 กับ 3    6 กับ 4    5 กับ 5    -4 กับ 14
		  2)	 จงยกตัวอย่างจำ�นวนสองจำ�นวนที่มีค่าต่างกันอยู่  2  มา 6 คู่
			   ตัวอย่างคำ�ตอบ
			   3 กับ 1    4 กับ 2    5 กับ 3    6 กับ 4    7 กับ 5    8 กับ 6
		  3)	 จงหาจำ�นวนสองจำ�นวนที่สอดคล้องกับเงื่อนไขในข้อ 1)  และ 2) 
			   6 กับ 4   (สำ�หรับข้อนี้ นักเรียนอาจตอบ 4 กับ 6 ก็ได้ ขึ้นอยู่กับคำ�ตอบของนักเรียนในข้อ 1)  
			   และ 2) ) 

2.	 ถ้าให้  x  แทนจำ�นวนแรก  และ  y  แทนจำ�นวนที่สอง  ให้นักเรียนเติมคำ�ตอบในแต่ละข้อต่อไปนี้   
		  1)	 จงเขียนสมการแทนประโยค “จำ�นวนสองจำ�นวนที่รวมกันได้  10”   
			   x + y  =  10  
		  2)	 จงเขียนสมการแทนประโยค “จำ�นวนสองจำ�นวนที่มีค่าต่างกันอยู่  2”  
			   x – y  =  2   หรือ   y – x  =  2  

3.	 ให้นักเรียนใช้ความรู้เรื่องการเขียนกราฟของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรในการเขียนกราฟของสมการที่ได้ 
ในข้อ 2  โดยใช้แกนคู่เดียวกัน

กรณี  x + y  =  10   และ   x – y  =  2	 กรณี  x + y  =  10   และ   y – x  =  2

 x – y  =  2

  x + y  =  10 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

4.	 จากกราฟในข้อ 3  จงเติมคำ�ตอบในแต่ละข้อต่อไปนี้ 
		  1)	 จงระบุพิกัดของจุดตัดของกราฟที่ได้ในข้อ 3 
			   กรณี  x + y  =  10   และ   x – y  =  2  จะได้พิกัดของจุดตัด คือ  (6, 4)      หรือ
			   กรณี  x + y  =  10   และ   y – x  =  2  จะได้พิกัดของจุดตัด คือ  (4, 6)
		  2)	 พิกัดของจุดตัดที่ได้กับคำ�ตอบในข้อ 1 ข้อย่อย 3) สัมพันธ์กันอย่างไร
				    มีคำ�ตอบเหมือนกัน คือ 6 กับ 4 

5.	 นักเรียนคิดว่าเราสามารถใช้การเขียนกราฟของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรในการหาคำ�ตอบของจำ�นวน 
	 สองจำ�นวนที่มีเงื่อนไขตามที่กำ�หนดให้ในข้อ 1  ข้อย่อย 1)  และ 2)  ได้หรือไม่  เพราะเหตุใด
	 ได้  เพราะได้คำ�ตอบเหมือนกัน
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ipst.me/11417

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

เฉลยชวนคิด

	 	 	 	 	 ชวนคิด 1.1

					     เขียนกราฟของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรที่ประกอบด้วยสมการ  2x + 3y  =  1  และ  3x – 2y  =  18  
ได้ดังนี้

					     จากกราฟ  จะเห็นว่าพิกัดท่ีหน่ึงและพิกัดที่สองของจุดตัดของกราฟไม่เป็นจำ�นวนเต็ม ทำ�ให้อ่านได้เพียง 
ค่าประมาณเท่านั้น  คำ�ตอบที่อ่านได้จากกราฟจึงอาจไม่ใช่คำ�ตอบที่ถูกต้องของระบบสมการที่กำ�หนดให้

  2x + 3y  =  1 

 3x – 2y  =  18
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

เฉลยแบบฝึกหัด

	 แบบฝึกหัด 1.1

	 1. 	 1)	 แนวคิด	 กำ�หนดให	้ x + 2y	 =	 4	 	 	 1
					     2x + 3y	 =	 7	 	 	 2
				    เขียนกราฟของสมการทั้งสองได้ดังนี้

				    จากกราฟ  ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรนี้มีคำ�ตอบเพียงคำ�ตอบเดียว คือ (2, 1)

		  2)	 แนวคิด	 กำ�หนดให้	 y + x	 =	 -2	 	 	 1
					     2y + 2x	 =	 -4	 	 	 2
				    เขียนกราฟของสมการทั้งสองได้ดังนี้

2x + 3y  =  7
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

				    จากกราฟ  ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรนี้มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด

		  3)	 แนวคิด	 กำ�หนดให้	 x – 3y	 =	 6	 	 	 1
					     2x – 6y	 =	 8	 	 	 2
				    เขียนกราฟของสมการทั้งสองได้ดังนี้

				    จากกราฟ  ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรนี้ไม่มีคำ�ตอบ 

2y + 2x  =  -4

  y + x  =  -2 
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 2x – 6y  =  8

 x – 3y  =  6 
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

		  4)	 แนวคิด	 กำ�หนดให้	  2x – y	 =	 -3	 	 	 1
					     -4x + 2y	 =	 6	 	 	 2
				    เขียนกราฟของสมการทั้งสองได้ดังนี้

				    จากกราฟ  ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรนี้มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด

		  5)	 แนวคิด	 กำ�หนดให้	  -x + 2y	 =	 6	 	 	 1
					     2y – 4	 =	 x	 	 	 2
				    เขียนกราฟของสมการทั้งสองได้ดังนี้

-4x + 2y  =  6

 2x – y  =  -3
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

				    จากกราฟ  ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรนี้ไม่มีคำ�ตอบ 

		  6)	 แนวคิด	 กำ�หนดให้	 2x – 3y – 14	 =	 0	 	 	 1
					     3x + 2y	 =	 8	 	 	 2
				    เขียนกราฟของสมการทั้งสองได้ดังนี้

				    จากกราฟ  ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรนี้มีคำ�ตอบเพียงคำ�ตอบเดียว คือ (4, -2)

 2y – 4  =  x

  -x + 2y  =  6 
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 2x – 3y – 14  =  0 

3x + 2y  =  8
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

	 2.	 1)	 มีคำ�ตอบเพียงคำ�ตอบเดียว คือ (2, 1)
		  2)	 มีคำ�ตอบเพียงคำ�ตอบเดียว คือ (3, -3)
		  3)	 มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด
		  4)	 ไม่มีคำ�ตอบ 
		  5)	 มีคำ�ตอบเพียงคำ�ตอบเดียว คือ (-2, 3)
		  6)	 มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด

	 3.	 1)	 เติมหมายเลขของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรลงใน    ได้ดังนี้ 

		  จาก  ข้อ 1)  สามารถตอบคำ�ถามข้อ  2)–6)  ได้ดังนี้
		  2)	 มีคำ�ตอบเดียว คือ (0, 6)
		  3)	 ไม่มีคำ�ตอบ 
		  4)	 มีคำ�ตอบเดียว คือ (2, -2)
		  5)	 มีคำ�ตอบเดียว คือ (4, -2)
		  6)	 มีคำ�ตอบเดียว คือ (2, 2)
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

1.2 การแก้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร (5 ชั่วโมง)

	 	 จุดประสงค์

		  นักเรียนสามารถแก้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรโดยใช้สมบัติของการเท่ากัน

	 	 ความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน

		  -

	 	 สื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  -

	 	 ข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  ในหวัขอ้นีเ้ปน็เร่ืองการแกร้ะบบสมการเชงิเส้นสองตวัแปร โดยเนน้ใหน้กัเรยีนสามารถแกร้ะบบสมการเชงิเสน้สองตวัแปร
โดยใช้สมบัติของการเท่ากัน  เช่น  สมบัติสมมาตร  สมบัติถ่ายทอด  สมบัติของการเท่ากันเกี่ยวกับการบวก  และสมบัติของ 
การเทา่กนัเกีย่วกบัการคณู มาชว่ยในการหาคำ�ตอบของระบบสมการเชงิเสน้สองตวัแปร ระบบสมการเชงิเสน้สองตวัแปรชดุใหม่
จะสมมูลกับระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรที่กำ�หนดให้  ดังนั้น จึงไม่เน้นการตรวจสอบคำ�ตอบ แต่ควรเน้นความรอบคอบใน 
การแก้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรของนักเรียน แนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู้อาจทำ�ได้ดังนี้

			   1.	 ครูยกตัวอย่างกราฟของระบบสมการ เช่น x + 6y = 10 และ 2x + 3y = 12 ซึ่งมีคำ�ตอบเป็น  (—14
3 ,  –89)   

เพือ่ชีใ้หนั้กเรียนเหน็วา่  การเขยีนและอา่นพกิดัของคูอ่นัดับทีเ่ปน็คำ�ตอบจากกราฟ อาจมโีอกาสคลาดเคลือ่นจาก

คา่ทีแ่ทจ้ริงได้  จากนัน้ ครูแนะนำ�การแกส้มการโดยใชส้มบตักิารเทา่กนั มาชว่ยในการหาคำ�ตอบของระบบสมการ

เชิงเส้นสองตัวแปร
			   2.	 ครูอาจใช้ตัวอย่างท่ี 1–6  ในหนังสือเรียน หน้า 24–27  เพื่ออภิปรายร่วมกันถึงวิธีแก้ระบบสมการเชิงเส้น 

สองตัวแปร ซึ่งอาจใช้วิธีการกำ�จัดตัวแปรหรือวิธีการแทนค่า ซึ่งหลังจากแก้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรแล้ว 
ครูควรใหน้กัเรยีนสงัเกตลกัษณะคำ�ตอบของระบบสมการทีอ่าจมีคำ�ตอบเดยีว มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กดั หรอืไมม่ี
คำ�ตอบ นอกจากนี้ ครูควรเน้นย้ำ�เพิ่มเติมในประเด็นต่อไปนี้

					     ✤	 เมื่อแก้ระบบสมการแล้วได้สมการที่ไม่เป็นจริง แสดงว่าไม่มีคำ�ตอบที่สอดคล้องกับสมการทั้งสอง ดังน้ัน 
ระบบสมการไม่มีคำ�ตอบ ดังในตัวอย่างที่ 4 

					     ✤	 ถ้าจัดรูปสมการเชิงเส้นสองตัวแปร แล้วพบว่าสมการทั้งสองเป็นสมการเดียวกัน  หรือถ้าแก้สมการแล้วได้
สมการที่เป็นจริง แสดงว่าระบบสมการนี้มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด ดังในตัวอย่างที่ 5  และสำ�หรับตัวอย่าง
ที่ 5  นี้ ถ้าเราใช้วิธีกำ�จัดตัวแปร จะได้ 0 = 0 ซึ่งเป็นสมการที่เป็นจริง 
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					     ✤	 ในกรณีที่ระบบสมการมีคำ�ตอบมากมาย ครูควรย้ำ�ให้นักเรียนระบุคำ�ตอบในรูปทั่วไป ซึ่งในชั้นนี้นักเรียน
สามารถเขียนคำ�ตอบให้อยู่ในรูปคู่อันดับของตัวแปรใดตัวแปรหนึ่ง ดังในตัวอย่างที่ 5 

			   3.	 ครูอาจให้นักเรียนร่วมกันอภิปรายถึงการเลือกใช้วิธีแก้ระบบสมการด้วยวิธีการกำ�จัดตัวแปรและวิธีการแทนค่า  
โดยชี้ให้เห็นว่า การจะเลือกใช้วิธีการใด มักพิจารณาจากลักษณะของแต่ละสมการในระบบสมการนั้น ทั้งนี้ครูอาจ
ยกตวัอยา่งระบบสมการเชงิเสน้สองตัวแปรเพิม่เติมเพือ่ใหน้กัเรยีนพจิารณาและเลอืกวธิแีก้ระบบสมการ โดยยงัไม่
ลงมือแก้ระบบสมการ 

			   4.	 ครูอาจต้ังประเด็นเพิ่มเติมให้นักเรียนใช้ความรู้เกี่ยวกับสมการเชิงเส้นที่เรียนมาแล้ว มาช่วยในการนึกภาพเพื่อ 
หาคำ�ตอบของระบบสมการ ทีแ่ตล่ะสมการมลีกัษณะเฉพาะ  เชน่  x = 4 ,  y = 6  ซึง่จะมคีำ�ตอบของระบบสมการ 
คือ (4, 6)  ทำ�ให้นักเรียนขยายความคิดเกี่ยวกับการใช้กราฟช่วยในการหาคำ�ตอบของระบบสมการ
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เฉลยแบบฝึกหัด

	 แบบฝึกหัด 1.2

	 1.	 1)	 แนวคิด		  3x – 4y	 =	 0	 	 	 1 
					     3x + 4y	 =	 -24	 	 	 2 
				    1  + 2  ; 	 6x	 =	 -24
					     x	 =	 -4
				    แทน  x  ด้วย -4  ในสมการ 1   จะได้
					     3(-4) – 4y	 =	 0
					     -4y	 =	 12
					     y	 =	 -3
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (-4, -3)

		  2)	 แนวคิด 		 3x – y	 =	 7	 	 	 1 
					     4x – 3y – 11	 =	 0	 	 	 2 
				    จากสมการ 2 	 4x – 3y	 =	 11	 	 	 3 
				    1  × 3   ;	 9x – 3y	 =	 21	 	 	 4 
				    4  – 3  ;	 5x	 =	 10	 	 	 5 
					     x	 =	 2
				    แทน  x  ด้วย 2  ในสมการ 1   จะได้
					     3(2) – y	 =	 7
					     -y	 =	 1
					     y	 =	 -1
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (2, -1)

		  3)	 แนวคิด 1	 x + 7y	 =	 8	 	 	 1 
					     3x + 2y	 =	 5	 	 	 2 
				    จากสมการ 1  	 x	 =	 8 – 7y	 	 	 3 
				    แทน x ด้วย 8 – 7y  ในสมการ 2   จะได้
					     3(8 – 7y) + 2y	 =	 5
					     24 – 21y + 2y	 =	 5
					     -19y	 =	 -19
					     y	 =	 1
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				    แทน y ด้วย 1  ในสมการ 1   จะได้
					     x + 7(1)	 =	 8 
					     x	 =	 1
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (1, 1)
			   แนวคิด 2	 x + 7y	 =	 8	 	 	 1 
					     3x + 2y	 =	 5	 	 	 2 
				    1  × 3  ;	 3x + 21y	 =	 24	 	 	 3 
				    3  – 2 ;	 19y	 =	 19
					     y	 =	 1
				    แทน y ด้วย 1  ในสมการ 1   จะได้
					     x + 7(1)	 =	 8
					     x	 =	 1
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (1, 1)

		  4)	 แนวคิด 		 x + 2y – 1	 =	 0	 	 	 1 
					     2x + 4y – 5 	 =	 0	 	 	 2 
				    1  × 2   ;	 2x + 4y – 2 	 =	 0	 	 	 3 
				    2  – 3  ; 	 -3 	 =	 0	 ซึ่งเป็นสมการที่ไม่เป็นจริง
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้ไม่มีคำ�ตอบ

		  5)	 แนวคิด 1	 4x	 =	 3y + 12	 	 	 1 
					     x	 =	 –34y + 3	 	 	 2  

				    2  × 4 ;	 4x 	 =	 3y + 12	 	 	 3 	
				    จะเห็นว่า  สมการ 3   ที่ได้จากสมการ 2   เป็นสมการเดียวกันกับสมการ 1  
				    แสดงว่าสมการ 1   และสมการ 2   มีคำ�ตอบเหมือนกัน และมีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด

				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัดอยู่ในรูป (–34y + 3 ,  y)  เมื่อ y แทนจำ�นวนจริงใด ๆ

			   แนวคิด 2 	 4x	 =	 3y + 12	 	 	 1 

					     x	 =	 –34y + 3	 	 	 2 

				    แทน x ด้วย –34y + 3  ในสมการ 1   จะได้

					     4(–34y + 3)	 =	 3y + 12

					     3y + 12	 =	 3y + 12
					     12	 =	 12	 ซึ่งเป็นสมการที่เป็นจริง
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				    แสดงว่า  สมการ 1   และสมการ 2   มีคำ�ตอบเหมือนกัน และมีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด

				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัดอยู่ในรูป (–34y + 3 ,  y)  เมื่อ y แทนจำ�นวนจริงใด ๆ

		  6)	 แนวคิด		  x + y	 =	 –12	 	 	 1 

					     x – 3y	 =	 –16 	 	 	 2 

				    1  – 2  ;	 4y	 =	 –13 

					     y	 =	 —112 

				    แทน y ด้วย —112  ในสมการ 1   จะได้

					     x + —112	 =	 –12

					     x	 =	 —512 

				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ  (—512 ,  —112)
		  7)	 แนวคิด		  5x + 3y	 =	 10	 	 	 1 
					     4x –  2y	 =	 8	 	 	 2 
				    1  × 2   ;	 10x + 6y	 =	 20	 	 	 3 
				    2  × 3   ;	 12x – 6y	 =	 24	 	 	 4 
				    3  + 4  ;	 22x	 =	 44
					     x	 =	 2
				    แทน  x  ด้วย 2  ในสมการ 1   จะได้
					     5(2) + 3y	 =	 10
					     3y	 =	 0
					     y	 =	 0
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (2, 0)

		  8)	 แนวคิด	  	 -2x – 5y	 =	 5	 	 	 1 
					     2y	 =	 4 – 2x	 	 	 2 
				    จากสมการ 2  ; 	 2x + 2y	 =	 4 	 	 	 3 
				    1  + 3   ;	 -3y	 =	 9
					     y	 =	 -3
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				    แทน y ด้วย -3  ในสมการ 1   จะได้
					     -2x – 5(-3)	 =	 5
					     -2x	 =	 -10
					     x	 =	 5
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (5, -3)

		  9)	 แนวคิด		  2x – 3y	 =	 5	 	 	 1 
					     -6x + 9y	 =	 -12	 	 	 2 
				    1  × (-3) ;	 -6x + 9y	 =	 -15	 	 	 3 
				    2  – 3   ;	 0	 =	 3	 ซึ่งเป็นสมการที่ไม่เป็นจริง
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้ไม่มีคำ�ตอบ

		  10)	 แนวคิด 1 	 x – –12y	 =	 2	 	 	 1 

					     y – 2x 	 =	 -4	 	 	 2 
				    1  × 2   ;	 2x – y	 =	 4	 	 	 3 
				    2  + 3  ;	 0	 = 	 0	 ซึ่งเป็นสมการที่เป็นจริง
				    แสดงว่า  สมการ 1   และสมการ 2   มีคำ�ตอบเหมือนกัน และมีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด
				    หาคู่อันดับที่เป็นคำ�ตอบของระบบสมการนี้ได้จากสมการใดสมการหนึ่ง  ดังนี้        
				    จากสมการ 2   จะได้	 y	 =	 2x – 4
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัดอยู่ในรูป (x ,  2x – 4)  เมื่อ x แทนจำ�นวนจริงใด ๆ

			   แนวคิด 2	 x – –12y	 =	 2	 	 	 1 

					     y – 2x 	 =	 -4	 	 	 2 
				    1  × (-2) ;	 -2x + y	 =	 -4	 	 	 3 
				    จะเห็นว่า  สมการ 3   ที่ได้จากสมการ 2   เป็นสมการเดียวกันกับสมการ 1  
				    แสดงว่า  สมการ 1   และสมการ 2   มีคำ�ตอบเหมือนกัน และมีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด
				    หาคู่อันดับที่เป็นคำ�ตอบของระบบสมการนี้ได้จากสมการใดสมการหนึ่ง  ดังนี้        
				    จากสมการ 2   จะได้	 y	 =	 2x – 4
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัดอยู่ในรูป (x ,  2x – 4)  เมื่อ x แทนจำ�นวนจริงใด ๆ
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	 2.	 1)	 แนวคิด		  5x – 4y	 =	 1	 	 	 1 
					     x – y	 =	 -7	 	 	 2 
				    2  × 5   ;	 5x – 5y	 =	 -35	 	 	 3 
				    1  – 3  ;	 y	 =	 36
				    แทน y ด้วย 36  ในสมการ 2   จะได้
					     x – 36	 =	 -7
					     x	 =	 29
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (29, 36)

		  2)	 แนวคิด	 	 x	 =	 –32y – 5	 	 	 1 

					     12y – 8x	 =	 -12	 	 	 2 

				    แทน x ด้วย –32y – 5  ในสมการ 2   จะได้

					     12y – 8(–32y – 5)	 =	 -12

					     12y – 12y + 40	 =	 -12
					     40	 =	 -12	 ซึ่งเป็นสมการที่ไม่เป็นจริง
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้ไม่มีคำ�ตอบ

		  3)	 แนวคิด		  -2x	 =	 2(y – 2)	 	 	 1 
					     2x + 2y	 =	 4	 	 	 2 
				    จากสมการ 1  ;	 -2x – 2y	 =	 -4	 	 	 3 
				    2  + 3  ;	 0	 =	 0	 ซึ่งเป็นสมการที่เป็นจริง
				    แสดงว่า  สมการ 1   และสมการ 2   มีคำ�ตอบเหมือนกัน และมีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด
				    หาคู่อันดับที่เป็นคำ�ตอบของระบบสมการนี้ได้จากสมการใดสมการหนึ่ง  ดังนี้
				    จากสมการ 2   จะได้	 y	 =	 2 – x
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัดอยู่ในรูป (x , 2 – x) เมื่อ x แทนจำ�นวนจริงใด ๆ
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		  4)	 แนวคิด		  11x + 8y	 =	 31	 	 	 1 
					     13x – 6y	 =	 83	 	 	 2 
				    1  × 3   ;	 33x + 24y	 =	 93	 	 	 3 
				    2  × 4   ;	 52x – 24y	 =	 332	 	 	 4 
				    3  + 4  ;	 85x	 =	 425
					     x	 =	 5 
				    แทน x ด้วย 5  ในสมการ 1   จะได้
					     11(5) + 8y	 =	 31
					     8y	 =	 -24
					     y	 =	 -3
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (5, -3)

		  5)	 แนวคิด		  4x – 3y	 =	 12	 	 	 1 

					     –13x – –14y	 =	 1	 	 	 2 

				    2  × 12 ;	 4x – 3y	 =	 12	 	 	 3 
				    จะเห็นว่า  สมการ 3   ที่ได้จากสมการ 2   เป็นสมการเดียวกันกับสมการ 1 
				    แสดงว่า  สมการ 1   และสมการ 2   มีคำ�ตอบเหมือนกัน และมีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด
				    หาคู่อันดับที่เป็นคำ�ตอบของระบบสมการนี้ได้จากสมการใดสมการหนึ่ง  ดังนี้
				    จากสมการ 1  ;	 4x – 3y	 =	 12 

					     y	 =	 4x – 12
							       3
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัดอยู่ในรูป (x ,  4x – 12)  เมื่อ x แทนจำ�นวนจริงใด ๆ 				    3

		  6)	 แนวคิด		  2x + 3y	 =	 1.6	 	 	 1 
					     3x – 4y	 =	 4.1	 	 	 2 
				    1  × 4   ;	 8x + 12y	 =	 6.4	 	 	 3 
				    2  × 3   ;	 9x – 12y	 =	 12.3	 	 	 4 
				    3  + 4  ;	 17x	 =	 18.7
					     x	 =	 1.1 
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				    แทน x ด้วย 1.1  ในสมการ 1   จะได้
					     2(1.1) + 3y	 =	 1.6
					     3y	 =	 -0.6
					     y	 =	 -0.2
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (1.1, -0.2)

		  7)	 แนวคิด		  0.2x + 0.3y	 =	 0.7	 	 	 1 
					     0.5x – 0.2y 	 =	 0.8	 	 	 2 
				    1  × 10  ;	 2x + 3y	 =	 7	 	 	 3 
				    2  × 10  ;	 5x – 2y	 =	 8	 	 	 4 
				    3  × 2    ;	 4x + 6y	 =	 14	 	 	 5 
				    4  × 3    ;	 15x – 6y	 =	 24	 	 	 6 
				    5  + 6   ;	 19x	 =	 38
					     x	 =	 2
				    แทน x ด้วย 2  ในสมการ 3   จะได้
					     2(2) + 3y	 =	 7
					     3y	 =	 3
					     y	 =	 1
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (2, 1)

		  8)	 แนวคิด	  	 3x + 3	 =	 23 – 4y	 	 	 1 

					     –x4 + –y3	 =	 4	 	 	 2 

				    จากสมการ 1  ;  	 3x + 4y	 =	 20	 	 	 3 
				    2  × 12 ; 	 3x + 4y	 =	 48	 	 	 4 
				    3  – 4  ;	 0	 =	 -28	 ซึ่งเป็นสมการที่ไม่เป็นจริง
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้ไม่มีคำ�ตอบ

		  9)	 แนวคิด	 	 4x + 9y – 7 	 =	 0	 	 	 1 
					     12x – 27y + 21	 =	 0	 	 	 2 
				    1  × 3   ;	 12x + 27y – 21	 =	 0	 	 	 3 
				    2  + 3  ;	 24x	 =	 0
					     x	 =	 0
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				    แทน x ด้วย 0  ในสมการ 1  จะได้
					     4(0) + 9y – 7 	 =	 0
					     9y	 =	 7
					     y	 =	 –79

				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (0 ,  –79)
		  10)	 แนวคิด 		 26x + 3y + 4 	 =	 0	 	 	 1 

					     –15(x – 2)	 =	 –14(1 – y)	 	 	 2 

				    2  × 20  ;	 4(x – 2)	 =	 5(1 – y)	
					     4x – 8	 =	 5 – 5y	
					     4x + 5y – 13 	 =	 0	 	 	 3 
				    1  × 5    ;	130x + 15y + 20	 =	 0	 	 	 4 
				    3  × 3    ;	 12x + 15y – 39	 =	 0	 	 	 5 
				    4  – 5   ;	 118x + 59	 =	 0

					     x	 =	 - –12

				    แทน x ด้วย - –12  ในสมการ 1   จะได้

					     26(- –12) + 3y + 4 	 =	 0

					     -13 + 3y + 4	 =	 0
					     3y	 =	 9
					     y	 =	 3

				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (- –12 ,  3)
		  11)	 แนวคิด		  2x – 3y	 =	 -9	 	 	 1 
					     3(x – 1)	 =	 5(y – 4) + 2		 	 2 
				    จากสมการ 2  ;	 3x – 3	 =	 5y – 20 + 2
					     3x – 5y	 =	 -15	 	 	 3 
				    1  × 3   ;	 6x – 9y	 =	 -27	 	 	 4 
				    3  × 2   ;	 6x – 10y	 =	 -30	 	 	 5 
				    4  – 5  ;	 y	 =	 3
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				    แทน y ด้วย 3  ในสมการ 1   จะได้
					     2x – 3(3)	 =	 -9
					     2x	 =	 0
					     x	 =	 0
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (0, 3)

		  12)	 แนวคิด 1	 5(y – 2) – 6x  	 =	 7	 	 	 1 
					     2(x + 5) – (y – 1)	 =	 4	 	 	 2 
				    จากสมการ 2  ;	 2x + 10 – y + 1	 =	 4
					     2x – y	 =	 -7		   
					     y	 =	 2x + 7	 	 	 3 
				    แทน y ด้วย 2x + 7  ในสมการ 1   จะได้
					     5[(2x + 7) – 2] – 6x	 =	 7
					     5(2x + 5) – 6x	 =	 7
					     10x + 25 – 6x	 =	 7
					     4x	 =	 -18

					     x	 =	 - –92
				    แทน x ด้วย - –92  ในสมการ 3   จะได้

					     y	 =	 2(- –92) + 7

					     y	 =	 -2

				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (- –92 ,  -2)
			   แนวคิด 2	 5(y – 2) – 6x	 =	 7	 	 	 1 
					     2(x + 5) – (y – 1)	 =	 4	 	 	 2 
				    จากสมการ 1  ;	 5y – 10 – 6x	 =	 7
					     -6x + 5y	 =	 17	 	 	 3 
				    จากสมการ 2  ;	 2x + 10 – y + 1	 =	 4
					     2x – y	 =	 -7	 	 	 4 
				    4  × 3   ;	 6x – 3y	 =	 -21	 	 	 5 
				    3  + 5  ;	 2y	 =	 -4	
					     y	 =	 -2	
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				    แทน y ด้วย -2  ในสมการ 1   จะได้
					     5[(-2) – 2] – 6x	 =	 7	
					     -20 – 6x	 =	 7	
					     -6x	 =	 27
					     x	 =	 - –92
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (- –92 ,  -2)
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1.3 การแก้โจทย์ปัญหาโดยใช้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร (5 ช่ัวโมง)

	 	 จุดประสงค์

		  นักเรียนสามารถ
			   1.	 เขียนระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรแทนโจทย์ปัญหา
			   2.	 แก้โจทย์ปัญหาเกี่ยวกับระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร พร้อมทั้งตรวจสอบคำ�ตอบและความสมเหตุสมผลของ 

คำ�ตอบที่ได้

	 	 ความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน 

		  -

	 	 สื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  -

	 	 ข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  ในหัวข้อน้ี เป็นเรื่องเกี่ยวกับการแก้โจทย์ปัญหาโดยใช้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร โดยเน้นให้นักเรียนฝึกวิเคราะห์
ความสัมพันธ์ของข้อมูลในโจทย์ปัญหา แล้วเขียนแทนความสัมพันธ์นั้นด้วยสมการ เพื่อนำ�มาสร้างเป็นระบบสมการเชิงเส้น 
สองตัวแปร ซึ่งจะนำ�ไปสู่การแก้ระบบสมการเพื่อหาคำ�ตอบและตรวจสอบความสมเหตุสมผลของคำ�ตอบ แนวทางการจัด 
กิจกรรมการเรียนรู้อาจทำ�ได้ดังนี้
			   1.	 ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายเกี่ยวกับขั้นตอนการแก้โจทย์ปัญหาโดยใช้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร  

โดยเช่ือมโยงกับกระบวนการแก้ปัญหาที่นักเรียนเคยเรียนมาแล้ว คือ การวิเคราะห์เพื่อทำ�ความเข้าใจปัญหา 
วางแผนและสร้างระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรแทนปัญหา  แก้ระบบสมการหาคำ�ตอบ  และตรวจสอบคำ�ตอบกับ
เงื่อนไข รวมถึงความสมเหตุสมผลของคำ�ตอบ นอกจากนี้ นักเรียนอาจเลือกใช้ยุทธวิธีในการแก้ปัญหา เช่น  
การวาดรูป การสร้างตาราง การสร้างผังความคิด มาช่วยในการทำ�ความเข้าใจปัญหาและเขียนระบบสมการ 
แทนความสัมพันธ์ได้

			   2.	 ครูควรชี้ให้นักเรียนเห็นว่า การแก้โจทย์ปัญหาบางปัญหาอาจใช้ความรู้เรื่องสมการเชิงเส้นตัวแปรเดียวหรือระบบ
สมการเชิงเส้นสองตัวแปรก็ได้  โดยใช้ “ชวนคิด 1.2”  ในหนังสือเรียน หน้า 31 ซึ่งการจะเลือกใช้ความรู้ 
เรื่องใดในการแก้ปัญหาขึ้นอยู่กับหลายปัจจัย เช่น ความซับซ้อนของเงื่อนไขในปัญหา ความยากง่ายของการแก้
สมการหรือระบบสมการที่สร้างขึ้น รวมถึงความถนัดและประสบการณ์ในการแก้ปัญหาของนักเรียน

			   3.	 ครูอาจใช้ “ชวนคิด 1.3” ในหนังสือเรียน หน้า 36 เป็นตัวอย่างให้นักเรียนฝึกคิดแก้ปัญหาโดยใช้ยุทธวิธี 
ที่หลากหลาย และใช้  “ชวนคิด 1.4”  ในหนังสือเรียน หน้า 38  ให้นักเรียนฝึกสร้างระบบสมการที่แตกต่างกัน 
ในการแก้ปัญหา
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เฉลยชวนคิด

	 	 	 	 	 ชวนคิด 1.2

					     ตัวอย่างคำ�ตอบ
						      ✤	 เห็นด้วยกับแนวคิดของข้าวปั้น เพราะใช้เพียงสมการเดียวในการหาคำ�ตอบ ซึ่งง่ายกว่า
						      ✤	 เห็นด้วยกับแนวคิดของข้าวหอม เพราะกำ�หนดสมการที่ใช้ในการหาคำ�ตอบได้ง่ายกว่า
						      ✤	 เห็นด้วยกับแนวคิดของท้ังข้าวป้ันและข้าวหอม เพราะสามารถหาคำ�ตอบได้เหมือนกัน และความยากง่าย

ในการหาคำ�ตอบของทั้งสองคนไม่ต่างกัน เนื่องจากโจทย์ไม่ได้ซับซ้อน

					     แนวคิดของข้าวปั้น
						      ข้าวป้ันใช้ความรู้เร่ืองสมการเชิงเส้นตัวแปรเดียวในการแก้โจทย์ปัญหา “ครอบครัวหนึ่งมีลูกสาวสองคน  

พี่สาวและน้องสาวอายุรวมกันเท่ากับ 20 ปี  ถ้าพี่สาวอายุมากกว่าน้องสาว 6 ปี  แต่ละคนจะมีอายุเท่าไร”  
ได้ดังนี้

						      ให้  m  แทนอายุของน้องสาว
						      เนื่องจาก 	พี่สาวอายุมากกว่าน้องสาว  6  ปี 
						      ดังนั้น  พี่สาวอายุ  m + 6  ปี
						      เนื่องจาก	 พี่สาวและน้องสาวอายุรวมกันเท่ากับ  20  ปี  
						      จะได้สมการเป็น    	 (m + 6) + m	 =	 20
								        2m + 6	 =	 20
								        2m 	 =	 14
								        m 	 =	 7
						      ดังนั้น	  น้องสาวอายุ  7  ปี  และพี่สาวอายุ  7 + 6  =  13  ปี

					     แนวคิดของข้าวหอม
						      ข้าวหอมใช้ความรู้เร่ืองระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรในการแก้โจทย์ปัญหา “ครอบครัวหนึ่งมีลูกสาว 

สองคน พี่สาวและน้องสาวอายุรวมกันเท่ากับ 20 ปี  ถ้าพี่สาวอายุมากกว่าน้องสาว 6 ปี  แต่ละคนจะมีอายุ
เท่าไร” ได้ดังนี้

						      ให้  x  และ  y  แทนอายุของพี่สาวและน้องสาวตามลำ�ดับ
						      เนื่องจาก 	พี่สาวอายุมากกว่าน้องสาว 6 ปี  
						      จะได้สมการเป็น    	 x – y	 =	 6	 	 	 1 
						      เนื่องจาก 	พี่สาวและน้องสาวอายุรวมกันเท่ากับ 20 ปี
						      จะได้สมการเป็น	 x + y	 =	 20	 	 	 2 
						      1  + 2  ;		 2x	 =	 26
								        x	 =	 13

https://ipst.me/11418
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						      แทน  x ด้วย 13  ในสมการ 2   จะได้ 
								        13 + y	 =	 20
								        y	 =	 7
						      ดังนั้น	  น้องสาวอายุ  7  ปี  และพี่สาวอายุ  13  ปี

	 	 	 	 	 ชวนคิด 1.3

					     แนวคิด 1	 ใช้ตารางแจกแจงกรณีในการหาคำ�ตอบ  โดยให้จำ�นวนยีราฟและนกกระจอกเทศรวมกันได้  
						      35  ตัวเสมอ แล้วพิจารณาจำ�นวนขาของสัตว์ทั้งสองว่ารวมกันได้  90  ขา หรือไม่ ดังนี้
							       ✤	 ถ้าจำ�นวนขารวมกันมากกว่า  90  ขา  ให้ลดจำ�นวนยีราฟและเพ่ิมจำ�นวนนกกระจอกเทศ
							       ✤	 ถ้าจำ�นวนขารวมกันน้อยกว่า  90  ขา  ให้เพ่ิมจำ�นวนยีราฟและลดจำ�นวนนกกระจอกเทศ

กรณีที่
จำ�นวนตัว รวม

(ตัว)

จำ�นวนขา รวม
(ขา)

หมายเหตุ
ยีราฟ นกกระจอกเทศ ยีราฟ นกกระจอกเทศ

1 15 20 35 60 40 100 มากกว่า 90 ขา

2 12 23 35 48 46 94 มากกว่า 90 ขา

3 9 26 35 36 52 88 น้อยกว่า 90 ขา

4 10 25 35 40 50 90 90 ขาพอดี

							       ดังนั้น  มียีราฟ  10  ตัว  และนกกระจอกเทศ  25  ตัว

					     แนวคิด 2	 ใช้ความรู้เรื่องสมการเชิงเส้นตัวแปรเดียว
							       ให้  k  แทนจำ�นวนยีราฟ  จะได้จำ�นวนขาของยีราฟทั้งหมด  4k  ขา 
							       เนื่องจาก	 มียีราฟและนกกระจอกเทศรวมกัน  35  ตัว
							       ดังนั้น	 มีนกกระจอกเทศ  35 – k  ตัว  และมีจำ�นวนขาของนกกระจอกเทศทั้งหมด   

				    2(35 – k)  ขา  
							       เนื่องจาก	 นับจำ�นวนขาของยีราฟและนกกระจอกเทศรวมกันได้  90  ขา
							       จะได้สมการเป็น	 4k + 2(35 – k)	 =	 90
											           4k + 70 – 2k	 =	 90
											           2k	 =	 20
											           k	 =	 10
							       ดังนั้น  มียีราฟ  10  ตัว  และมีนกกระจอกเทศ  35 – 10  =  25  ตัว

https://ipst.me/11419
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					     แนวคิด 3	 ใช้ความรู้เรื่องระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร
							       ให้    x  แทนจำ�นวนยีราฟ  จะได้จำ�นวนขาของยีราฟทั้งหมด  4x  ขา  
							       และ  y  แทนจำ�นวนนกกระจอกเทศ  จะได้จำ�นวนขาของนกกระจอกเทศทั้งหมด  2y  ขา 
							       เนื่องจาก	 มียีราฟและนกกระจอกเทศรวมกัน  35  ตัว
							       จะได้สมการเป็น    	 x + y   	=	 35	 	 	 1 
							       เนื่องจาก	 นับจำ�นวนขาของยีราฟและนกกระจอกเทศรวมกันได้  90  ขา
							       จะได้สมการเป็น    	 4x + 2y	 =	 90	 	 	 2 
							       1  × 2   ;		 2x + 2y	 =	 70	 	 	 3 
							       2  – 3  ;		 2x	 =	 20
											           x	 =	 10
							       แทน x ด้วย 10  ในสมการ 1   จะได้
											           10 + y	 =	 35  
											           y	 =	 25
							       ดังนั้น  มียีราฟ  10  ตัว  และมีนกกระจอกเทศ  25  ตัว

					     แนวคิด 4	 ใช้รูปภาพ โดยให้      แทนยีราฟ 1 ตัว มีขา 4 ขา และ      แทนนกกระจอกเทศ 1 ตัว  
		  มีขา 2 ขา ดังนี้

							       1. 	วาด      จำ�นวน  35  รูป  จะได้นกกระจอกเทศ 35 ตัว และได้จำ�นวนขาท้ังหมด  70 ขา

							       2.	 เพิ่มจำ�นวนขาสีแดงรูปละ 2 ขา จะได้เป็นยีราฟ โดยเพิ่มจำ�นวนขาจนครบ 90 ขา 

								        จากรูป  จะมียีราฟ  10  ตัว  และมีนกกระจอกเทศ  25  ตัว
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	 	 	 	 	 ชวนคิด 1.4

					     แนวคิด 1	 เนื่องจาก	 พนักงานขายมีรายไดแ้ตล่ะเดอืนเปน็ผลรวมของเงนิเดอืนกบัเปอร์เซน็ตจ์ากยอดขาย
								        ตลอดเดือนของตนเอง
							       ให้พนักงานขายคนนี้มีเงินเดือนเดือนละ  x  บาท
							       และ ได้เปอร์เซ็นต์จากยอดขายแต่ละเดือนอีก  y% ของยอดขายแต่ละเดือน
							       ดงันัน้  พนกังานขายคนนีม้รีายได้แตล่ะเดอืนเทา่กบั  x + (—y

100  ของยอดขายแตล่ะเดือน)  บาท
							       เนื่องจาก	  เดือนแรกมีรายได้  15,000  บาท  จากยอดขายตลอดเดือน  156,000  บาท

							       จะได้สมการเป็น	 x + —y
100(156,000) 	 =	 15,000	 	 	 1 

							       เนื่องจาก  	เดือนที่สองมีรายได้  17,200  บาท  จากยอดขายตลอดเดือน  200,000  บาท

							       จะได้สมการเป็น	 x +  —y
100(200,000) 	 =	 17,200	 	 	 2 

							       2  – 1  ;	 440y	 =	 2,200
								        y	 =	 5	
							       แทน y ด้วย 5  ในสมการ 1   จะได้

								        x + —5
100(156,000)	 =	 15,000  	

								        x	 =	 7,200
							       ดังนัน้	 พนักงานขายคนนี้มีเงินเดือนเดือนละ  7,200  บาท  และได้เปอร์เซ็นต์จากยอดขาย 

			   ตลอดเดือนของตนเองอีกเดือนละ 5%	
							       จะได้	 สมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างรายได้แต่ละเดือนกับยอดขายตลอดเดือนของพนักงานขาย

								        คนนี้คือ รายได้แต่ละเดือน  =  7,200 + (—5
100 ของยอดขายตลอดเดือน)

							       ถ้าคาดว่ายอดขายตลอดเดือนนี้เป็น  250,500  บาท

							       ในเดือนนี้เขาจะมีรายได้  7,200 + —5
100(250,500)  =  19,725  บาท

					     แนวคิด 2	 ให้	 x	 แทนยอดขายตลอดเดือน
								        y	 แทนรายได้แต่ละเดือน	
								        a 	  แทนเปอร์เซ็นต์จากยอดขายตลอดเดือน	
								        b	 แทนเงินเดือนที่ได้รับ
							       จากสิ่งที่กำ�หนดให้ข้างต้น  เขียนสมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างรายได้แต่ละเดือนกับ 

		  ยอดขายตลอดเดือนของพนักงานขายคนนี้ ได้เป็น  y  =  ax + b

https://ipst.me/11420
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							       เนื่องจาก  	เดือนแรกมีรายได้  15,000  บาท  จากยอดขายตลอดเดือน  156,000  บาท
							       จะได้สมการเป็น	 15,000	 =	 156,000a + b	 	 	 1 
							       เนื่องจาก  	เดือนที่สองมีรายได้  17,200  บาท  จากยอดขายตลอดเดือน  200,000  บาท
							       จะได้สมการเป็น    	 17,200	 =	 200,000a + b	 	 	 2 
							       2  – 1  ;	 2,200	 =	 44,000a
								        a	 =	 0.05
							       แทน a ด้วย 0.05  ในสมการ 1   จะได้ 
								        15,000	 =	 156,000(0.05) + b
								        b	 =	 7,200
							       แทน a ด้วย 0.05  และแทน b ด้วย 7,200  ในสมการ  y  =  ax + b
							       จะได้	 y	 =	 0.05x + 7,200
							       ดังน้ัน	 สมการแสดงความสัมพันธ์ระหว่างรายได้แต่ละเดือนกับยอดขายตลอดเดือนของพนักงานขาย
								        คนนี้คือ		 y  =  0.05x + 7,200

							       ถ้าคาดว่ายอดขายตลอดเดือนนี้เป็น  250,500  บาท
							       แทน x ด้วย 250,500   ในสมการ  	 y	 =	 0.05x + 7,200
							       จะได้	 y	 =	 0.05(250,500) + 7,200	
									         =	 19,725  
							       ดังน้ัน	 ถ้าคาดว่ายอดขายตลอดเดือนน้ีเป็น  250,500  บาท  ในเดือนน้ีเขาจะมีรายได้  19,725  บาท



50

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

เฉลยแบบฝึกหัด

	 แบบฝึกหัด 1.3

	 คำ�ชี้แจง	 เฉลยแบบฝึกหัดชุดน้ี ไม่ได้แสดงการแก้ระบบสมการโดยละเอียดและไม่ได้แสดงการตรวจสอบคำ�ตอบ  แต่ครูควรย้ำ�
ให้นักเรียนตรวจสอบคำ�ตอบและความสมเหตุสมผลของคำ�ตอบจากเงื่อนไขในโจทย์ทุกครั้ง

	 1.	 แนวคิด 	 ให้	x  แทนจำ�นวนจำ�นวนหนึ่ง
					     y  แทนจำ�นวนอีกจำ�นวนหนึ่ง
				    ครึ่งหนึ่งของจำ�นวนหนึ่งเป็นสามเท่าของจำ�นวนอีกจำ�นวนหนึ่ง

		   		  จะได้สมการเป็น 	 –12(x)	 =	 3y	 	 	 1 

				    สี่เท่าของผลต่างของสองจำ�นวนนั้นเป็น  50
				    จะได้สมการเป็น 2 กรณี คือ  	ก.  4(x – y)	 =	 50
							       หรือ	 ข.  4(y – x)	 =	 50

		  กรณี ก.	 ให้			   4(x – y)	 =	 50	 	 	 2 
				    จากสมการ 1 	 x	 =	 6y	 	 	 3 
				    แทน  x  ด้วย  6y  ในสมการ 2   จะได้
							       4(6y – y)	 =	 50
							       4(5y)	 =	 50

							       y	 =	 –52 

				    แทน  y  ด้วย   –52  ในสมการ 3   จะได้

							       x	 =	 6(–52)
							       x	 =	 15

		  กรณี ข.	 ให้			   4(y – x)	 =	 50	 	 	 2 
				    จากสมการ 1 	 x	 =	 6y	 	 	 3 
				    แทน  x  ด้วย  6y  ในสมการ 2   จะได้
							       4(y – 6y)	 =	 50
							       4(-5y)	 =	 50

							       y	 =	 - –52 

				    แทน  y  ด้วย - –52  ในสมการ 2   จะได้ 
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							       x	 =	 6(- –52) 
							       x	 =	 -15

				    นั่นคือ  จำ�นวนสองจำ�นวนนั้นเป็น 15 และ  –52  หรือ  -15 และ - –52 

	 2. แนวคิด	 ให้	x  แทนเลขโดดในหลักสิบ
 					     y  แทนเลขโดดในหลักหน่วย
		   		  เลขโดดในหลักสิบมากกว่าเลขโดดในหลักหน่วยอยู่  4
		   		  จะได้สมการเป็น	 x – y	 =	 4	 	 	 1 
				    จำ�นวนที่มีสองหลักที่กล่าวถึงคือ  10x + y
				    เมื่อสลับที่เลขโดดทั้งสองจะได้จำ�นวนใหม่เป็น  10y + x
				    ผลบวกของจำ�นวนนี้กับจำ�นวนที่ได้จากการสลับที่เลขโดดเป็น  154
				    จะได้สมการเป็น  	 (10x + y) + (10y + x)	  =	 154			 
							       11x + 11y 	 =	 154
							       x + y 	 =	 14	 	 	 2 
				    1  + 2  ;		 2x	 =	 18	
							       x	 =	 9
				    แทน  x  ด้วย  9  ในสมการ 2   จะได้
							       9 + y	 =	 14
							       y 	 =	 5
				    ดังนั้น  จำ�นวนนั้น คือ  95

	 3.	 แนวคิด 	 ให้	x  แทนขนาดของมุมภายในมุมหนึ่งของรูปสามเหลี่ยม
 					     y  แทนขนาดของมุมภายในอีกมุมหนึ่งของรูปสามเหลี่ยมที่เล็กกว่า
 				    ผลบวกของขนาดของมุมภายในสองมุมของรูปสามเหลี่ยมเป็น  137  องศา
				    จะได้สมการเป็น	 x + y	 =	 137	 	 	 1 
				    และผลต่างของขนาดของมุมสองมุมนี้เป็น  73  องศา
				    จะได้สมการเป็น  	 x – y	 =	 73	 	 	 2 
				    1  + 2  ;		 2x	 =	 210
							       x	 =	 105
				    แทน  x  ด้วย  105  ในสมการ 1   จะได้
							       105 + y	 =	 137
							       y	 =	 32
				    ดังนั้น  มุมภายในที่เหลืออีกหนึ่งมุมมีขนาด  180 – (105 + 32)  =  43  องศา
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	 4.	 แนวคิด	 ให้	x  แทนจำ�นวนเหรียญชนิดสิบบาท     คิดเป็นเงิน  10x  บาท
 					     y  แทนจำ�นวนเหรียญชนิดหนึ่งบาท    คิดเป็นเงิน  y  บาท
 				    ติ๊กสะสมเหรียญชนิดสิบบาทและหนึ่งบาท รวมกันได้  200  เหรียญ
				    จะได้สมการเป็น	 x + y	 =	 200	 	 	 1 
				    เหรียญชนิดสิบบาท และหนึ่งบาท คิดเป็นเงินรวมกัน  920  บาท
				    จะได้สมการเป็น  	 10x + y	 =	 920	 	 	 2 
				    2  – 1  ;  	 9x	 =	 720
							       x	 =	 80
				    แทน  x  ด้วย  80  ในสมการ 1   จะได้
							       80 + y	 =	 200
							       y	 =	 120
				    ดังนั้น  ติ๊กมีเหรียญชนิดสิบบาท  80  เหรียญ  และมีเหรียญชนิดหนึ่งบาท  120  เหรียญ

	 5.	 แนวคิด	 ให้	x  แทนความยาวด้านของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส
 					     y  แทนความยาวด้านของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า
 				    ด้านของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสยาวกว่าด้านของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่าอยู่  4  เซนติเมตร
 				    จะได้สมการเป็น	 x – y	 =	 4	 	 	 1 
				    ความยาวรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสมากกว่าความยาวรอบรูปของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า
				    อยู่  24  เซนติเมตร
				    จะได้สมการเป็น  	    4x – 3y	 =	 24	 	 	 2 
				    จากสมการ 1 	 x	 =	 4 + y	 	 	 3 
				    แทน  x  ด้วย  4 + y  ในสมการ 2   จะได้
							       4(4 + y) – 3y	 =	 24
							       16 + 4y – 3y	 =	 24
							       y	 =	 8
				    แทน  y  ด้วย  8  ในสมการ 3   จะได้
							       x	 =	 4 + 8
							       x	 =	 12
				    ดังนั้น	 ความยาวรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเป็น  4(12)  =  48  เซนติเมตร
					     และความยาวรอบรูปของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่าเป็น  3y  =  3(8)  =  24  เซนติเมตร
				    นัน่คือ  ด้านของรปูสีเ่หลีย่มจตัรุสัยาว  12  เซนตเิมตร  และดา้นของรปูสามเหลีย่มดา้นเทา่ยาว  8  เซนตเิมตร
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	 6.	 แนวคิด	 ให้	x  แทนจำ�นวนนกกระจาบทั้งหมด
 					     y  แทนจำ�นวนดอกบัวทั้งหมด
 				    ถ้านกจับดอกบัวดอกละ  1  ตัว  จะต้องมีนกที่จับดอกบัวอยู่  y  ตัว
				    แต่โจทย์กำ�หนดว่า  เหลือนก  1  ตัว  ที่ไม่มีดอกบัวให้จับ
				    จะได้สมการเป็น	 x – y	 =	 1	 	 	 1 

				    ถ้านกจับดอกบัวดอกละ  2  ตัว  จะมีดอกบัวที่นกจับอยู่  –x2  ดอก

				    แต่โจทย์กำ�หนดว่า  เหลือดอกบัว  1  ดอก  ที่ไม่มีนกจับ

				    จะได้สมการเป็น	 y – –x2	 =	 1	 	 	 2 

				    2  × 2   ;		 2y – x	 =	 2	 	 	 3 
				    1  + 3  ;		 y	 =	 3
				    แทน  y  ด้วย  3  ในสมการ 1   จะได้
							       x – 3	 =	 1
							       x	 =	 4
				    ดังนั้น  ในสระนี้มีดอกบัว  3  ดอก  และนกกระจาบ  4  ตัว

	 7.	 แนวคิด 	 ให้	x  แทนเงินที่หนูนิดออมไว้ได้
 					     y  แทนเงินที่หนูนาออมไว้ได้

				    –23 ของเงินที่หนูนาออมได้มากกว่าครึ่งหนึ่งของเงินที่หนูนิดออมได้อยู่  10  บาท

				    จะได้สมการเป็น	 –23y – –12x	 =	 10	 	 	 1 

				    หนูนิดนำ�เงินรางวัล  1,000  บาท  มารวมกับเงินที่ออมไว้ ทำ�ให้เธอมีเงินเป็นสามเท่าของเงินของหนูนา
				    จะได้สมการเป็น	 x + 1,000	 =	 3y	 	 	 2 
				    1  × 6    ;	 4y – 3x	 =	 60	 	 	 3 
				    จากสมการ 2  ;	 x – 3y	 =	 -1,000	 	 	 4 
				    4  × 3   ;		 3x – 9y	 =	 -3,000	 	 	 5 
				    3  + 5  ;		 -5y	 =	 -2,940
							       y	 =	 588
				    แทน  y  ด้วย  588  ในสมการ  2   จะได้
							       x + 1,000	 =	 3(588) 
							       x	 =	 764
				    นั่นคือ  หนูนิดออมเงินได้  764  บาท  และหนูนาออมเงินได้  588  บาท
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	 8.	 แนวคิด	 ให้	x  แทนเงินที่วิมลนำ�ไปฝากธนาคาร
 					     y  แทนเงินที่วิมลนำ�ไปลงทุนเพื่อรับเงินปันผล
				    วิมลมีเงินเก็บอยู่  120,000  บาท
				    จะได้สมการเป็น	 x + y	 =	 120,000	 	 	 1 
				    ส่วนที่ฝากธนาคารได้รับดอกเบี้ย  2%  และส่วนที่ลงทุนได้รับเงินปันผล  4%
				    สิ้นปีมีรายได้รวมกัน  4,000  บาท

				    จะได้สมการเป็น  	 —2
100x + —4

100y	 =	 4,000	

				    หรือ			   x + 2y	 =	 200,000	 	 	 2 
				    2  – 1  ;		 y	 =	 80,000
				    แทน  y  ด้วย  80,000  ในสมการ 1   จะได้
							       x + 80,000	 =	 120,000
							       x	 =	 40,000
				    ดังนั้น	 วิมลนำ�เงินไปฝากธนาคาร  40,000  บาท  และนำ�เงินไปลงทุนเพื่อรับเงินปันผล  80,000  บาท

	 9.	 แนวคิด	 ให้ก้องขับรถยนต์จากเมืองดาหลาไปถึงจุดที่ปอตามก้องทันใช้เวลา  x  ชั่วโมง
				    และปอขับรถยนต์จากเมืองดาหลาไปถึงจุดที่ปอตามก้องทันใช้เวลา  y  ชั่วโมง
				    เขียนแผนภาพประกอบแสดงรายละเอียดของโจทย์ปัญหาได้ดังนี้

ก้อง เวลา  x  ชั่วโมง

อัตราเร็ว  60  กิโลเมตรต่อชั่วโมง

เมืองดาหลา จุดที่ปอตามก้องทัน

ปอ เวลา  y ชั่วโมง

อัตราเร็ว 60 + 20 = 80 กิโลเมตรต่อชั่วโมง
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

				    ใช้ความสัมพันธ์  ระยะทาง  =  อัตราเร็ว × เวลา  และสร้างตารางวิเคราะห์โจทย์ดังนี้

สถานการณ์
เวลา

(ชั่วโมง)
อัตราเร็ว

(กิโลเมตรต่อชั่วโมง)
ระยะทาง
(กิโลเมตร)

ก้องขับรถ x 60 60x

ปอขับรถ y 80 80y

				    เนื่องจาก  ก้องใช้เวลาในการเดินทางมากกว่าปอ  1  ชั่วโมง
				    จะได้สมการเป็น	 x – y	 =	 1	 	 	 1 
				    และเนื่องจาก  ระยะทางที่ทั้งสองคนขับรถยนต์ได้เท่ากัน
				    จะได้สมการเป็น  	 60x 	 =	 80y	 	 	 2 
				    จากสมการ 2  ;	 60x – 80y	 =	 0	 	 	 3 
				    1  × 60  ;	 60x – 60y	 =	 60	 	 	 4 
				    4  – 3   ;	 20y	 =	 60
							       y	 =	 3
				    แทน  y  ด้วย  3  ในสมการ 1   จะได้
							       x – 3	 =	 1
							       x	 =	 4
				    นั่นคือ  ก้องขับรถ 4 ชั่วโมง และปอขับรถ 3 ชั่วโมง
				    เนื่องจาก  ปอเริ่มขับรถเมื่อเวลา  09:30 น.
				    ดังนั้น  ปอจะขับรถทันก้องเมื่อเวลา  12:30 น.

	 10.	 แนวคิด	 ให้สมนึกขับรถจากปากทางสวนสัตว์ ไปเขตพื้นที่ยีราฟด้วยอัตราเร็ว  x  กิโลเมตรต่อชั่วโมง
				    และสมนึกขับรถจากเขตพื้นที่ยีราฟไปเขตพื้นที่ช้างด้วยอัตราเร็ว  y  กิโลเมตรต่อชั่วโมง
				    เขียนแผนภาพประกอบแสดงรายละเอียดของโจทย์ปัญหาได้ดังนี้

อัตราเร็ว x กิโลเมตรต่อชั่วโมง อัตราเร็ว y กิโลเมตรต่อชั่วโมง

เวลา  45  นาที  =  –34 ชั่วโมง เวลา  12  นาที  =  –15 ชั่วโมง

5  กิโลเมตร

	 ปากทางสวนสัตว์	 เขตพื้นที่ยีราฟ	 เขตพื้นที่ช้าง



56

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

				    ใช้ความสัมพันธ์  ระยะทาง = อัตราเร็ว × เวลา  และสร้างตารางวิเคราะห์โจทย์ได้ดังนี้

สถานการณ์
เวลา

(ชั่วโมง)
อัตราเร็ว

(กิโลเมตรต่อชั่วโมง)
ระยะทาง
(กิโลเมตร)

สมนึกขับรถจากปากทางสวนสัตว์ไปเขตพื้นที่ยีราฟ –34 x –34x

สมนึกขับรถจากเขตพื้นที่ยีราฟไปเขตพื้นที่ช้าง –15 y –15y

				    เนื่องจาก  สมนึกขับรถจากเขตพื้นที่ยีราฟไปเขตพื้นที่ช้างโดยใช้อัตราเร็วลดลง  10  กิโลเมตรต่อชั่วโมง
				    จะได้สมการเป็น	 x – y	 =	 10	 	 	 1 
				    และเนื่องจาก  เขตพื้นที่ช้างอยู่ไกลกว่าเขตพื้นที่ยีราฟ  5  กิโลเมตร
				    จะได้สมการเป็น  	 –15y	 =	 5	 	 	 2 
				    จากสมการ 2  ;	 y	 =	 25		
				    แทน  y  ด้วย  25  ในสมการ 1   จะได้
							       x – 25	 =	 10
							       x	 =	 35	
				    ดังนั้น	 1)	 สมนึกขับรถจากปากทางสวนสัตว์ไปเขตพื้นที่ยีราฟด้วยอัตราเร็ว  35  กิโลเมตรต่อชั่วโมง
					     2)	 เนื่องจาก  สมนึกขับรถจากปากทางสวนสัตว์ไปเขตพื้นที่ยีราฟโดยใช้เวลา 45 นาที  
						      จะได้  ระยะทางระหว่างปากทางสวนสัตว์กับเขตพื้นที่ยีราฟเป็น

						      —45
60(35)  =  26.25 กิโลเมตร

	 11.	 แนวคิด	 ให้ก้อยขับรถยนต์ด้วยอัตราเร็ว  x  กิโลเมตรต่อชั่วโมง
				    และตูนขับรถยนต์ด้วยอัตราเร็ว  y  กิโลเมตรต่อชั่วโมง
				    เขียนแผนภาพประกอบแสดงรายละเอียดของโจทย์ปัญหาได้ดังนี้

ก้อย

เมืองนครบุรี

อัตราเร็ว  x  กิโลเมตรต่อชั่วโมง อัตราเร็ว  y  กิโลเมตรต่อชั่วโมง
ตูน

เมืองพรรณสีมา
เวลา  40 + 5  นาที  =  –34  ชั่วโมง เวลา  40  นาที  =  –23  ชั่วโมง

	 จุดนัดพบ
	 (ร้านอาหารอร่อยเหาะ)



57

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

				    ใช้ความสัมพันธ์  ระยะทาง = อัตราเร็ว × เวลา  และสร้างตารางวิเคราะห์โจทย์ได้ดังนี้

สถานการณ์ เวลา (ชั่วโมง) อัตราเร็ว (กิโลเมตรต่อชั่วโมง) ระยะทาง (กิโลเมตร)

ก้อยขับรถยนต์ –34 x –34x

ตูนขับรถยนต์ –23 y –23y

				    เนื่องจาก  ตูนขับรถยนต์ด้วยอัตราเร็วมากกว่าก้อย  10  กิโลเมตรต่อชั่วโมง
				    จะได้สมการเป็น	 y – x	 =	 10	 	 	 1 
				    เนื่องจาก  ร้านอาหาร  “อร่อยเหาะ”  อยู่กึ่งกลางของระยะทางระหว่างเมืองนครบุรี
				    และเมืองพรรณสีมา  แสดงว่าระยะทางที่แต่ละคนขับรถเท่ากัน

				    จะได้สมการเป็น	 –34x	 =	 –23y	 	 	 2 

				    จากสมการ 1  ;	 y	 =	 x + 10	 	 	 3 

				    แทน  y  ด้วย  x + 10  ในสมการ 2   จะได้

							       –34x	 =	 –23 (x + 10)	 	 	 4 

				    4  × 12  ;	 9x	 =	 8x + 80
							       x	 =	 80
				    แทน  x  ด้วย  80  ในสมการ 3   จะได้
							       y	 =	 80 + 10	
							       y	 =	 90 
				    ดังนั้น	 1)	 อัตราเร็วของรถยนต์ของก้อยและตูน คือ 80 และ 90 กิโลเมตรต่อชั่วโมง ตามลำ�ดับ
					     2)	 ระยะทางระหว่างเมืองนครบุรีและเมืองพรรณสีมาเท่ากับ  60 + 60  =  120  กิโลเมตร

	 12.	 แนวคิด	 ให้  ใช้เครื่องดื่มที่มีชานม 80% จำ�นวน  x  ลิตร  ผสมกับเครื่องดื่มที่มีชานม 50% จำ�นวน  y  ลิตร
				    ต้องการเครื่องดื่มผสมเป็นสูตรพิเศษประจำ�สัปดาห์ 5 ลิตร
				    จะได้สมการเป็น	  x + y	 =	 5 	 	 	 1 

				    เครื่องดื่มที่มีชานม 80%  จำ�นวน x ลิตร  จะมีชานมอยู่  —80
100x  =  0.8x  ลิตร

				    เครื่องดื่มที่มีชานม 50%  จำ�นวน y ลิตร  จะมีชานมอยู่  —50
100y  =  0.5y  ลิตร

				    จะได้  เครื่องดื่มผสมที่มีชานมทั้งหมด  0.8x + 0.5y  ลิตร
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				    ต้องการเครื่องดื่มผสมจำ�นวน 5 ลิตร ที่มีชานม 60%  จะมีชานม  —60
100 × 5  =  3  ลิตร

				    จะได้สมการเป็น	  0.8x + 0.5y	 =	 3	 	 	 2 
				    2  × 10 ; 	 8x + 5y	 =	 30	 	 	 3 
				    1  × 5   ; 	 5x + 5y	 =	 25	 	 	 4 
				    3  – 4  ;		 3x	 =	 5

							       x	 = 	 –53 

				    แทน x ด้วย  –53  ในสมการ 1   จะได้

							       –53 + y	 =	 5

							       y	 =	 —10
3 

				    ดังน้ัน	 กรกัณฑ์ต้องใช้เคร่ืองด่ืมที่มีชานม 80% ผสมกับเครื่องดื่มที่มีชานม 50%  จำ�นวน –53 ลิตร และ  

—10
3   ลิตร ตามลำ�ดับ

	 13.	 แนวคิด 1	 ให้ข้าวปั้นซื้ออาหารนกสำ�เร็จรูป  x  กิโลกรัม ราคากิโลกรัมละ  50  บาท คิดเป็นเงิน  50x  บาท        
 				    และซื้อเมล็ดทานตะวัน  y  กิโลกรัม ราคากิโลกรัมละ  65  บาท  คิดเป็นเงิน  65y  บาท
				    ดังนั้น	 อาหารนกสูตรใหม่  x + y  กิโลกรัม คิดเป็นต้นทุน  50x + 65y  บาท
 				    ขายอาหารนกสูตรใหม่  x + y  กิโลกรัม  ในราคากิโลกรัมละ  70  บาท  ได้เงิน  70(x + y)  บาท
				    จะได้กำ�ไร  70(x + y) – (50x + 65y)  บาท

				    แต่ได้กำ�ไร  10%  คิดเป็นเงิน  —10
100 (50x + 65y)  บาท

				    จะได้สมการเป็น   	 70(x + y) – (50x + 65y)	 =	 —10
100  (50x + 65y)

							       70x + 70y – 50x – 65y	 =	  5x + 6.5y

							       15x	 =	 1.5y

							       –xy 	 =	 —110 
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		  แนวคิด 2	 ให้ข้าวปั้นซื้ออาหารนกสำ�เร็จรูป  x  กิโลกรัม ราคากิโลกรัมละ  50  บาท  คิดเป็นเงิน  50x  บาท        
 				    และซื้อเมล็ดทานตะวัน  y  กิโลกรัม ราคากิโลกรัมละ  65  บาท  คิดเป็นเงิน  65y  บาท
				    ดังนั้น	 อาหารนกสูตรใหม่  x + y  กิโลกรัม  คิดเป็นต้นทุน  50x + 65y  บาท
 				    ขายอาหารนกสูตรใหม่กิโลกรัมละ  70  บาท จำ�นวน  x + y  กิโลกรัม  ได้เงิน  70(x + y)  บาท
				    ดังนั้น  อัตราส่วนของราคาขายต่อต้นทุนเป็น  70(x + y) : 50x + 65y
				    ต้องการกำ�ไร  10%  หมายความว่า  ขายได้เงิน  110  บาท  จากต้นทุน  100  บาท
				    ดังนั้น  อัตราส่วนของราคาขายต่อต้นทุนเป็น  110 : 100 
				    เขียนสัดส่วนได้ดังนี้

							         70(x + y)  	 =	 110
							       50x + 65y		  100 

							       100[70(x + y)]	 =	 110(50x + 65y)	
							       7,000x + 7,000y	 =	 5,500x + 7,150y
							       1,500x	 =	 150y	

							       –xy 	 =	 —110 

				    ดังนั้น  อัตราส่วนของอาหารนกสำ�เร็จรูปต่อเมล็ดทานตะวันเป็น 1 : 10  โดยน้ำ�หนัก

	 14.	 แนวคิด	 ให้	x  แทนจำ�นวนถุงของขนมชนิดที่หนึ่งที่ซื้อมา 
					     y  แทนจำ�นวนถุงของขนมชนิดที่สองที่ซื้อมา
				    ฐากูรจัดขนมทั้งสองชนิดนี้แบ่งใส่ถุงในอัตราส่วนโดยน้ำ�หนัก  1 : 4  
				    เนื่องจาก  ขนมที่ซื้อมาและขนมที่ขายไปหนักเท่ากันทุกถุง 
				    แสดงว่า  ซื้อมา  x + y  ถุง  ต้องมีขนมวางขาย  x + y  ถุง
				    แต่ละถุงจะมีขนมสองชนิดในอัตราส่วนโดยน้ำ�หนัก  1 : 4  
				    แสดงว่า  x : y  =  1 : 4  หรือ  y : x  =  1 : 4

				    กรณีที่ 1	 x : y  =  1 : 4

						      จะได้สมการเป็น  	 –xy	 =	 –14
							       4x	 =	 y	 	 	 1 
						      ขนมชนิดที่หนึ่งราคาถุงละ 30 บาท  ขนมชนิดที่สองราคาถุงละ 20 บาท  
						      ฐากูรจัดขนมสองชนิดแบ่งใส่ถุงขายราคาถุงละ 40 บาท  เมื่อขายหมดได้กำ�ไร 360 บาท 
						      จะได้สมการเป็น 	 40(x + y) – (30x + 20y)	 =	 360	 	 	 2 
						      หรือ	 40x + 40y – 30x – 20y	 =	 360	
							       10x  + 20y	 =	 360	 	 	 3 
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บทที่ 1 | ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

						      แทน  y  ด้วย  4x  ในสมการ 3   จะได้
							       10x + 20(4x)	 =	 360 
							       90x	 =	 360	     
							       x	 =	 4	     
						      แทน x  ด้วย  4  ในสมการ 1   จะได้
							       4(4)	  =	 y
							       y	 = 	 16

				    กรณีที่ 2	 y : x =  1 : 4

						      จะได้สมการเป็น  	 –yx	 =	 –14
							       x	 =	 4y	 	 	 1 
						      ขนมชนิดที่หนึ่งราคาถุงละ 30 บาท  ขนมชนิดที่สองราคาถุงละ 20 บาท  
						      ฐากูรจัดขนมสองชนิดแบ่งใส่ถุงขายราคาถุงละ 40 บาท  เมื่อขายหมดได้กำ�ไร 360 บาท 
						      จะได้สมการเป็น 	 40(x + y) – (30x + 20y)	 =	 360	 	 	 2 
						      หรือ	 40x + 40y – 30x – 20y	 =	 360
							       10x  + 20y	 =	 360	 	 	 3 
						      แทน  x  ด้วย  4y  ในสมการ 3   จะได้
							       10(4y)  + 20y	 =	 360 
							       60y	 =	 360
							       y	 =	 6
						      แทน y  ด้วย  6  ในสมการ 1   จะได้
							       x	 =	 4(6)
							       x	 =	 24
				    ดังนั้น	 ฐากูรซื้อขนมชนิดที่หนึ่งและชนิดที่สองมาอย่างละ 4 และ 16 ถุง ตามลำ�ดับ หรือ 24 และ 6 ถุง  
					     ตามลำ�ดับ
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กิจกรรมท้ายบท : ระบบสมการสร้างรูปตามจินตนาการ

		  กิจกรรมนี้  เป็นกิจกรรมที่เน้นให้นักเรียนฝึกแก้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร โดยการหาคำ�ตอบของระบบสมการ  
แล้วสร้างจุดให้สอดคล้องกับพิกัดท่ีเป็นคำ�ตอบของระบบสมการที่กำ�หนด ครูอาจให้นักเรียนทำ�กิจกรรมนี้นอกเวลาเรียน  
โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ และขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์

		  1.	 กระดาษกราฟ 1 แผ่น
		  2.	 ชุดโจทย์ระบบสมการ (ชุดละ 6 ระบบสมการ)

	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 ครแูจกกระดาษกราฟ แล้วใหนั้กเรียนทำ�กิจกรรมทา้ยบทตามขัน้ตอนในหนงัสอืเรียน หนา้ 43  ทัง้นีค้รอูาจใหนั้กเรยีน
ดาวน์โหลดชุดของโจทย์ระบบสมการเพิ่มเติมจาก QR Code ในหนังสือเรียน หน้า 43

		  2.	 ครูให้นักเรียนเปรียบเทียบพิกัดที่เป็นคำ�ตอบของระบบสมการที่ได้กับเพื่อนที่ทำ�โจทย์ชุดเดียวกัน เพ่ือตรวจสอบ 
ความถูกต้อง
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เฉลยกิจกรรมท้ายบท : ระบบสมการสร้างรูปตามจินตนาการ

โจทย์ระบบสมการ คำ�ตอบของระบบสมการ

ระบบสมการที่ 1
	 2x + y	=	7
	 -2x + y	=	-1

(  2, 3  )

ระบบสมการที่ 2
	 2x + y	=	19
	 -2x + y	=	-1  

(  5, 9  )

ระบบสมการที่ 3
	 -2x + y	=	-13
	 2x + y	=	19

(  8, 3  )

ระบบสมการที่ 4
	 2x + y	=	15
	 y	=	1

(  7, 1  )

ระบบสมการที่ 5
	 2x + y	=	7
	 y	=	1

(  3, 1  )

ระบบสมการที่ 6
	 x	=	5
	 y	=	3

(  5, 3  )

ชุดของโจทย์ระบบสมการสร้างรูปตามจินตนาการเพิ่มเติมจาก QR Code

โจทย์ระบบสมการ  ชุดที่ 1 คำ�ตอบของระบบสมการ

ระบบสมการที่ 1
	 y	=	2
	 x	=	-4

(  -4, 2  )

ระบบสมการที่ 2
	-3x – 4y	=	-20
	 y	=	2  

(  4, 2  )

ระบบสมการที่ 3
	 -x + y	=	12
	 -2x + y	=	16

(  -4, 8  )

ระบบสมการที่ 4
	 2x + y	=	16
	 x + y	=	12

(  4, 8  )

ระบบสมการที่ 5
	 x + y	=	12
	 -x + y	=	12

(  0, 12  )

ระบบสมการที่ 6 	 y	=	–3
4

x + 16
	 2x + y	=	16

(  0, 16  )

เรือใบแฟนซี

บ้านหน้าจั่ว

(3, 1) (7, 1)

(5, 3) (8, 3)(2, 3)

(5, 9)

2 4 6 8  10    O-2 -4

Y

X

-4

-2

10

12

14

8

6

4

2

(4, 2)

(4, 8)

(0, 2)

(0, 16)

2 4 6 8  10    O-2 -4-6

Y

X

14

16

18

12

-2

10

8

6

4

2

(0, 12)

(0, 8)

(-4, 2)

(-4, 8)
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โจทย์ระบบสมการ  ชุดที่ 2 คำ�ตอบของระบบสมการ

ระบบสมการที่ 1
	 3x + 4y	=	-44
	 3x – 4y	=	-4

(  -8, -5  )

ระบบสมการที่ 2
	-2x – 8y	=	-16
	 x	=	-12

(  -12, 5  )

ระบบสมการที่ 3
	 3x + 4y	=	-44
	-2x + 3y	=	-16

(  -4, -8  )

ระบบสมการที่ 4
	 x	=	-2
	 -2x + y	=	8

(  -2, 4  )

ระบบสมการที่ 5
	 -y + x	=	8 
	 -4x	=	16 + 2y

(  0, -8  )

ระบบสมการที่ 6
	 2x + 2y	=	6
	 x + 4y	=	36

(  -8, 11  )

โจทย์ระบบสมการ  ชุดที่ 3 คำ�ตอบของระบบสมการ

ระบบสมการที่ 1
	 y	=	x + 14
	 –3

4
x + y	=	7 (  -4, 10  )

ระบบสมการที่ 2
	 y – 6x – 30	=	0
	 2y + 3x	=	0

(  -4, 6  )

ระบบสมการที่ 3
	 -3x + 2y	=	0
	 y	=	6

(  4, 6  )

ระบบสมการที่ 4
	 2x + y	=	18
	 - –3

2
x + y	=	4 (  4, 10  )

ระบบสมการที่ 5
	 2y	=	x + 8 
	 4y	=	-2x

(  -4, 2  )

ระบบสมการที่ 6
	 x + 2y	=	8
	 2y – x	=	0

(  4, 2  )

ปีกผีเสื้อหลากสี

สปริง...สปริง

(0, -8)(-4, -8)

(-12, 5)

2 -14 -12    O-2 -4-6-8

Y

X

-8

-6

-4

-10

-2

10

8

6

4

2

-10   

(-8, 11)

(-8, -5)

(-2, 4)

4

2

10

(4, 2)

(4, 6)

(4, 10)

(-4, 2)

(-4, 6)

(-4, 10)

2 4 6 8 O-2 -4-6-8

Y

X

-2

12

8

6
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โจทย์ระบบสมการ  ชุดที่ 4
คำ�ตอบของระบบ

สมการ

ระบบสมการที่ 1
	 y + –2

3
x	=	- 4  

	 y – –2
3

x	=	4  
(  -6, 0  )

ระบบสมการที่ 2
	 4x + 5y	=	20  
	 2x + 3y	=	12   

(  0, 4  )

ระบบสมการที่ 3
	 y – 0.8x	=	-4  
	 2x + 3y	=	-12   

(  0, -4  )

ระบบสมการที่ 4
	 1.2x + y – 6	=	0
	 -4x + 5y + 20	=	0

(  5, 0  )

ระบบสมการที่ 5
	 5y	=	6x – 30 
	 y	=	2x – 14

(  10, 6  )

ระบบสมการที่ 6
	 y + 1.2x	=	6
	 y + 0.2x	=	-4

(  10, -6  )

ป.ปลา

(10, 6)

(10, -6)

(5, 0)

(-6, 0)

(0, 4)

(0, -4)

2 4 6 8  10    O-2 -4-6-8

Y

X

-8

-6

-4

-10

-2

10

8

6

4

2

-10   
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เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบท

	 1.	

ระบบสมการ มีคำ�ตอบเดียว
มีคำ�ตอบมากมาย

ไม่จำ�กัด  
ไม่มีคำ�ตอบ

1)	 3x – y	 =	 3
	 2x + y	 =	 2

 
(1, 0)

2)	 2y + 4x	 =	 8
	 2x	 =	 10 – y



3)	 3x + y	 =	 4
	 -5x – 3y	 =	 12



(6, -14)

4)	 5y – 3x – 6	 =	 0
	 -6x	 =	 12 – 10y



		  1)	 แนวคิด		  3x – y	 =	 3	 	 	 1 
					     2x + y	 =	 2	 	 	 2 
				    1  + 2  ;	 5x	 =	 5
					     x	 =	 1
				    แทน  x  ด้วย 1  ในสมการ 1   จะได้
					     3(1) – y	 =	 3	
					     y	 =	 0
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (1, 0)

		  2)	 แนวคิด		  2y + 4x	 =	 8	 	 	 1 
					      2x	 =	 10 – y	 	 	 2 
				    2  × 2   ; 	 4x	 =	 20 – 2y	 	 	 3 
				    1  – 3  ;	 2y	 =	 -12 + 2y
					     0	 =	 -12	 ซึ่งเป็นสมการที่ไม่เป็นจริง
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้ไม่มีคำ�ตอบ			 
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		  3)	 แนวคิด		  3x + y	 =	 4	 	 	 1 
					     -5x – 3y	 =	 12	 	 	 2 
				    1  × 3   ; 	 9x + 3y	 =	 12	 	 	 3 
				    2  + 3  ;	 4x	 =	 24	
					     x	 =	 6			 
				    แทน  x  ด้วย 6  ในสมการ 1   จะได้
					     3(6) + y	 =	 4
					     18 + y	 =	 4			 
					     y	 =	 -14
				    ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ (6, -14)

		  4)	 แนวคิด		  5y – 3x – 6	 =	 0	 	 	 1 
					     -6x	 =	 12 – 10y	 	 	 2 
				    1  × 2 ; 	 10y – 6x – 12	 =	 0	 	 	 3 
				    จากสมการ 2  ; 	 10y – 6x – 12	 =	 0	 	 	 4 
				    จะเห็นว่า	สมการ  3   ที่ได้จากสมการ 1   เป็นสมการเดียวกันกับสมการ 4   ที่ได้จากสมการ 2  
				    แสดงว่า	สมการ 1   และ สมการ 2   มีคำ�ตอบเหมือนกัน และมีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด

	 2.	 แนวคิด	 ถ้า (3, -1) เป็นคำ�ตอบของระบบสมการ 
				    จาก 	 ax + by	 =	 5 	 	 	 1 
					     -bx + ay	 =	 -15 	 	 	 2 
				    แทน  x และ y  ด้วย 3 และ -1  ตามลำ�ดับ  ในสมการ 1   จะได้
					     3a – b	 =	 5	 	 	 3 
				    แทน  x และ y  ด้วย 3 และ -1  ตามลำ�ดับ  ในสมการ 2   จะได้
					     -3b – a	 =	 -15 	 	 	 4 
				    4  × 3   ; 	 -9b – 3a	 =	 -45	 	 	 5 
				    3  + 5  ; 	 -10b	 =	 -40	
					     b	 =	 4	
				    แทน  b  ด้วย 4  ในสมการ 3   จะได้
  					     3a – 4	 =	 5 	
					     3a	 =	 9
					     a	 =	 3
				    นั่นคือ  a  =  3  และ  b  =  4
				    ดังนั้น  a + b  =  3 + 4  =  7
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	 คำ�ชี้แจง	 เฉลยแบบฝึกหัดชุดน้ี ไม่ได้แสดงการแก้ระบบสมการโดยละเอียดและไม่ได้แสดงการตรวจสอบคำ�ตอบ  แต่ครูควรย้ำ�
ให้นักเรียนตรวจสอบคำ�ตอบและความสมเหตุสมผลของคำ�ตอบจากเงื่อนไขในโจทย์ทุกครั้ง

	 3.	 แนวคิด	 ให้	x  แทนจำ�นวนที่มีค่ามาก 
					     y  แทนจำ�นวนที่มีค่าน้อย
				    ผลต่างของจำ�นวนสองจำ�นวนเป็น  70  
				    จะได้สมการเป็น	 x – y 	 =	 70	 	 	 1 
				    สองเท่าของจำ�นวนที่มีค่ามากเป็นสี่เท่าของจำ�นวนที่มีค่าน้อย	  
				    จะได้สมการเป็น	 2x	 =	 4y	 	 	 2 
				    จากสมการ 2 	 x	 =	 2y
				    แทน x ด้วย 2y  ในสมการ 1  จะได้
					     2y – y 	 =	 70
					     y	 =	 70
				    แทน y ด้วย 70  ในสมการ 1  จะได้	  
					     x – 70 	 =	 70
					     x	 =	 140
	 			   ดังนั้น  จำ�นวนที่มีค่ามาก คือ 140  และจำ�นวนที่มีค่าน้อย คือ 70

	 4.	 แนวคิด	 ให้นมสดราคาขวดละ  x  บาท 
				    และไข่ไก่ราคากล่องละ  y  บาท 
				    ออมซื้อนมสด 1 ขวด  และไข่ไก่ 3 กล่อง  จ่ายเงิน 65 บาท 
				    จะได้สมการเป็น	 x + 3y	 =	 65	 	 	 1 
				    อ้อยซื้อนมสด 3 ขวด  และไข่ไก่ 2 กล่อง  จ่ายเงิน 90 บาท
				    จะได้สมการเป็น	 3x + 2y	 =	 90	 	 	 2  
				    1  × 3   ;	 3x + 9y	 =	 195	 	 	 3 
				    3  – 2  ;	 7y	 =	 105	 	 	 4 
					     y	 =	 15	  
				    แทน y ด้วย 15  ในสมการ 1  จะได้
					     x + 3(15)	 =	 65 
					     x	 =	 20 		   
				    ดังนั้น  นมราคาขวดละ 20 บาท  และไข่ไก่ราคากล่องละ 15 บาท 
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	 5.	 แนวคิด 1	 ให้	x  แทนจำ�นวนเด็กที่มางานเลี้ยง
					     y  แทนจำ�นวนลูกชิ้นที่ซื้อมา (ไม้)
				    ถ้าแจกลูกชิ้นให้เด็กคนละ 4 ไม้  จะเหลือลูกชิ้น 3 ไม้
				    จะได้สมการเป็น	 y – 4x	 =	 3	 	 	 1 

				    ถ้าแจกให้คนละ 5 ไม้  จะแจกได้  –y5  คน และจะมีเด็กที่ไม่ได้ลูกชิ้น 2 คน

				    จะได้สมการเป็น	 x – –y5	 =	 2	 	 	 2 
				    จากสมการ 2  ;	 5x – y	 =	 10	 	 	 3 
				    1  + 3  ;	 -4x	 =	 -5x + 13	
					     x	 =	 13	
				    แทน x ด้วย 13  ในสมการ 1   จะได้
					     y –  4(13)	 =	 3
					     y	 =	 55	
				    ดังนั้น  เด็กมางานเลี้ยง 13 คน  และคุณแม่ซื้อลูกชิ้นมาทั้งหมด 55 ไม้  

		  แนวคิด 2	 ให้	x  แทนจำ�นวนเด็กที่มางานเลี้ยง
					     y  แทนจำ�นวนลูกชิ้นที่ซื้อมา (ไม้)
				    ถ้าแจกลูกชิ้นให้เด็กคนละ 4 ไม้  จะเหลือลูกชิ้น 3 ไม้
				    จะได้สมการเป็น	 y – 4x	 =	 3	 	 	 1 
				    ถ้าแจกลูกชิ้นให้เด็กคนละ 5 ไม้  จะมีเด็กที่ไม่ได้ลูกชิ้น 2 คน
				    จะได้สมการเป็น	 y	 =	 5(x – 2)	 	 	 2 
				    จากสมการ 2 	 y – 5x	 =	 -10	 	 	 3 
				    1  – 3  ;	 x	 =	 13	
				    แทน x ด้วย 13  ในสมการ 1   จะได้
					     y – 4(13)	 =	 3
					     y	 =	 55	
				    ดังนั้น  มีเด็กมางานเลี้ยง 13 คน  และคุณแม่ซื้อลูกชิ้นมาทั้งหมด 55 ไม้  
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	 6.	 แนวคิด	 ให้	x  แทนจำ�นวนปากกาที่มีอยู่เดิม
 					     y  แทนจำ�นวนดินสอที่มีอยู่เดิม
				    ร้านขายปากกาด้ามละ 40 บาท และดินสอแท่งละ 25 บาท  ถ้าขายได้หมด จะได้เงิน 1,200 บาท
				    จะได้สมการเป็น	 40x + 25y	 =	 1,200	 	 	 1 
				    เมื่อเวลาผ่านไป ร้านค้าขายปากกาได้หมด แต่ขายดินสอได้เพียงครึ่งหนึ่ง และได้เงินรวม 900 บาท

				    จะได้สมการเป็น	 40x + 25(–y2)	 =	 900	 	 	 2 

				    1  – 2  ;	 —25
2 y	 =	 300	

					     y	 =	 24 
				    แทน y ด้วย 24  ในสมการ 1   จะได้
					     40x + 25(24)	 =	 1,200
					     40x	 = 	 600 
					     x	 =	 15
				    ดังนั้น  เดิมร้านค้ามีปากกา 15 ด้าม  และดินสอ 24 แท่ง 

	 7.	 แนวคิด	 ให้พ่อค้าซื้อกาแฟชนิด A  ราคากิโลกรัมละ 170 บาท  จำ�นวน x กิโลกรัม  คิดเป็นเงิน  170x  บาท
				    ซื้อกาแฟชนิด B  ราคากิโลกรัมละ 150 บาท  จำ�นวน y กิโลกรัม  คิดเป็นเงิน  150y  บาท
				    จะได้ว่าพ่อค้าลงทุนทั้งหมด  170x + 150y   บาท
				    พ่อค้านำ�กาแฟมาผสมขาย  ได้กาแฟผสม 30 กิโลกรัม
				    จะได้สมการเป็น	 x + y	 =	 30	 	 	 1 
				    พ่อค้าขายกาแฟผสมกิโลกรัมละ 200 บาท  ได้เงิน  200(x + y)  บาท จะได้กำ�ไร
					     200(x + y) – (170x + 150y)	 =	 30x + 50y	
				    ถ้าพ่อค้าขายกาแฟผสมได้กำ�ไร 20%
				    จะได้สมการเป็น
					     —20

100(170x + 150y)	 =	 30x + 50y	 	 	 2 

				    จากสมการ 2  ;	 34x + 30y	 =	 30x + 50y
					     4x	 =	 20y
					     x	 =	 5y	 	 	 3 
				    แทน x ด้วย 5y  ในสมการ 1   จะได้
					     5y + y	 =	 30
					     y	 =	 5 
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				    แทน y ด้วย 5  ในสมการ 3   จะได้
					     x	 =	 5(5)
					     x	 = 	 25 
				    ดังนั้น  พ่อค้าใช้กาแฟชนิด A และชนิด B จำ�นวน 25 กิโลกรัม และ 5 กิโลกรัม ตามลำ�ดับ

	 8.	 แนวคิด	 ให้	x  แทนค่าแรงของช่างปูกระเบื้อง
					     y  แทนค่าแรงของผู้ช่วยปูกระเบื้อง
				    นิกรจ้างผู้รับเหมาปูกระเบื้องในราคา 24,000 บาท โดยคิดเป็นค่ากระเบื้อง 9,000 บาท ที่เหลือเป็นค่าแรง 

	 ของช่างปูกระเบื้องและค่าแรงของผู้ช่วย 
				    จะได้สมการเป็น	 x + y + 9,000	 =	 24,000
				    หรือ	 x + y	 =	 15,000	 	 	 1 
				    ถ้าค่าแรงของผู้ช่วยคิดเป็นครึ่งหนึ่งของค่าแรงของช่าง
				    จะได้สมการเป็น	 y	 =	 –x2	
				    หรือ	 x	 =	 2y	 	 	 2  
				    แทน x ด้วย 2y  ในสมการ 1   จะได้
					     2y + y	 =	 15,000
					     y	 =	 5,000 
				    แทน y ด้วย 5,000  ในสมการ 1   จะได้ 
					     x + 5,000	 =	 15,000
					     x	 =	 10,000
				    ดังนั้น  ช่างปูกระเบื้องได้ค่าแรง 10,000 บาท และผู้ช่วยปูกระเบื้องได้ค่าแรง 5,000 บาท

	 9.	 แนวคิด	 ให้	x  แทนจำ�นวนลำ�ไยพันธุ์กะโหลกที่ขายไป
					     y  แทนจำ�นวนลำ�ไยพันธุ์สีชมพูที่ขายไป
				    ถ้าแม่ค้าขายลำ�ไยทั้งสองพันธุ์ไป  70  กิโลกรัม
				    จะได้สมการเป็น	 x + y	 =	 70	 	 	 1 
				    ถ้าขายลำ�ไยพนัธุก์ะโหลกกโิลกรมัละ 25 บาท  และลำ�ไยพนัธุส์ชีมพกูโิลกรมัละ 30 บาท  ได้เงนิ 1,780 บาท 
				    จะได้สมการเป็น	 25x + 30y	 =	 1,780	 	 	 2 
				    1  × 25 ;	 25x + 25y	 =	 1,750	 	 	 3 
				    2  – 3  ;	 5y	 =	 30
					     y	 =	 6 
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				    แทน y ด้วย 6  ในสมการ 1   จะได้
					     x + 6	 =	 70
					     x	 = 	 64 
	 			   ดังนั้น  แม่ค้าขายลำ�ไยพันธุ์กะโหลก 64 กิโลกรัม  และลำ�ไยพันธุ์สีชมพู 6 กิโลกรัม

	 10.	 แนวคิด	 ให้ใช้สารละลายตั้งต้นชนิดที่ 1  ที่มีแอลกอฮอล์ 30%  จำ�นวน  x  ลิตร 
				    จะมีแอลกอฮอล์  —30

100x  =  0.3x  ลิตร

				    ใช้สารละลายตั้งต้นชนิดที่ 2  ที่มีแอลกอฮอล์ 80%   จำ�นวน  y  ลิตร 

				    จะมีแอลกอฮอล์  —80
100y  =  0.8y  ลิตร

				    ถ้าต้องการสารละลายตั้งต้นที่มีแอลกอฮอล์ 50%   จำ�นวน  100  ลิตร

				    จะมีแอลกอฮอล์  —50
100  =  50  ลิตร

				    แอลกอฮอล์ 30%  ในสารละลายตั้งต้นชนิดที่ 1  รวมกับแอลกอฮอล์ 80%  ในสารละลายตั้งต้นชนิดที่ 2  
จะเท่ากับแอลกอฮอล์ในสารละลายเคมีภัณฑ์ที่บริษัทต้องการ  

				    จะได้สมการเป็น	  0.3x + 0.8y	 =	 50	 	 	 1 
				    เมื่อนำ�สารละลายตั้งต้นชนิดที่ 1  ที่มีแอลกอฮอล์ 30%  รวมกับสารละลายตั้งต้นชนิดที่ 2  ที่มีแอลกอฮอล์ 

80% มาผสมกัน  จะได้แอลกอฮอล์ในสารละลายเคมีภัณฑ์ที่บริษัทต้องการ  100  ลิตร
				    จะได้สมการเป็น  	 x + y	 =	 100	 	 	 2 
				    1  × 10 ;  	  3x + 8y	 =	 500	 	 	 3 
				    2  × 3   ;  	  3x + 3y	 =	 300	 	 	 4 
				    3  – 4  ; 	 5y	 =	 200
					     y	 =	 40
				    แทน y ด้วย 40  ในสมการ 2   จะได้
					     x + 40	 =	 100	
					     x	 =	 60
				    ดังนั้น	 สารละลายที่มีแอลกอฮอล์ 50%  ที่บริษัทเคมีภัณฑ์ต้องการ ต้องใช้สารละลายตั้งต้นชนิดที่ 1 ที่มี

แอลกอฮอล์ 30%  รวมกับสารละลายตั้งต้นชนิดที่ 2  ที่มีแอลกอฮอล์ 80%  มาผสมกัน  60  ลิตร 
และ  40  ลิตร ตามลำ�ดับ
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	 11.	 แนวคิด	 ให้คนงานชายหนึ่งคนทำ�งานได้วันละ x  หน่วย 
				    คนงานหญิงหนึ่งคนทำ�งานได้วันละ y หน่วย
				    ในเวลา   1 วัน  คนงานชาย 3 คน  และคนงานหญิง 4 คน  ทำ�งานได้         3x + 4y   หน่วย
				    ในเวลา 14 วัน  คนงานชาย 3 คน  และคนงานหญิง 4 คน  ทำ�งานได้   14(3x + 4y)   หน่วย 
				    จะได้ว่าจำ�นวนงานทั้งหมดเท่ากับ	 14(3x + 4y)	 =	 42x + 56y    หน่วย 	 	 	 1  
				    ในเวลา 1 วัน คนงานชาย 10 คน และคนงานหญิง 15 คน ทำ�งานได้     10x + 15y   หน่วย
				    ในเวลา 4 วัน คนงานชาย 10 คน และคนงานหญิง 15 คน ทำ�งานได้  4(10x + 15y)  หน่วย 
				    จะได้ว่าจำ�นวนงานทั้งหมดเท่ากับ	 4(10x + 15y)	 =	 40x + 60y    หน่วย	 	 	 2 

				    เนื่องจากจำ�นวนงานทั้งหมดเท่ากัน 
				    ดังนั้น  จากสมการ 1   และสมการ 2   จะได้	 42x + 56y	 =	 40x + 60y
					     x	 =	 2y
				    แทน x ด้วย 2y  ในสมการ 1   จะได้จำ�นวนงานทั้งหมดเท่ากับ   42(2y) + 56y  =  140y
				    เนื่องจาก  ในเวลา 1 วัน  คนงานชาย 7 คน  และคนงานหญิง 6 คน  ทำ�งานได้  7x + 6y  หน่วย
				    แทน x ด้วย  2y  จะได้   7x + 6y  =  7(2y) + 6y  =  20y  หน่วย	
				    นั่นคือ  ในเวลา 1 วัน  คนงานชาย 7 คน  และคนงานหญิง 6 คน ทำ�งานได้  20y  หน่วย 

				    เนื่องจาก  จำ�นวนงานทั้งหมดเป็น 140y หน่วย  จะได้ จำ�นวนวันที่ใช้ทำ�งานจึงเท่ากับ  140y  =  7  วัน				    20y
				    ดังนั้น  คนงานชาย 7 คน และคนงานหญิง 6 คน  ช่วยกันตัดหญ้าจะตัดเสร็จภายใน 7 วัน

	 12.	 แนวคิด	 ให้	x  แทนอัตราเร็วของการพายเรือในน้ำ�นิ่ง (กิโลเมตรต่อชั่วโมง)
					     y  แทนอัตราเร็วของกระแสน้ำ� (กิโลเมตรต่อชั่วโมง)
				    เนื่องจาก 
				    อัตราเร็วของการพายเรือตามน้ำ�  =  อัตราเร็วของการพายเรือในน้ำ�นิ่ง + อัตราเร็วของกระแสน้ำ�  =  x + y  
				    อัตราเร็วของการพายเรือทวนน้ำ�  =  อัตราเร็วของการพายเรือในน้ำ�นิ่ง – อัตราเร็วของกระแสน้ำ�  =  x – y
				    และจากความสัมพันธ์  ระยะทาง  =  อัตราเร็ว  ×  เวลา 
				    วิษณุพายเรือตามน้ำ�ในระยะทาง 1 กิโลเมตร  ใช้เวลา 30 นาที
				    จาก	 ระยะทาง	 =	 อัตราเร็ว  ×  เวลา

				    จะได้	 1	 =	 (x + y) × —30
60 

					     x + y	 =	 2	 	 	 1 
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				    วิษณุพายเรือทวนน้ำ�ในระยะทาง 1 กิโลเมตร ใช้เวลา 50 นาที 
				    จาก	 ระยะทาง	 =	 อัตราเร็ว  ×  เวลา

				    จะได้	 1	 =	 (x – y) × —50
60

					     x – y	 =	 —60
50

					     5x – 5y	 =	 6	 	 	 2 
				    1  × 5   ;  	  5x + 5y	 =	 10	 	 	 3 
				    2  + 3  ;  	 10x	 =	 16	 	 	 4 

				     	 x	 =	 –85
				    แทน  x  ด้วย  –85  ในสมการ 1   จะได้

					     –85 + y	 =	 2	

					     y	 =	 –25

				    ดังนั้น	 วิษณุพายเรือในน้ำ�นิ่งด้วยอัตราเร็ว –85 หรือ 1–35 กิโลเมตรต่อชั่วโมง  และกระแสน้ำ�มีอัตราเร็ว 
–25  กิโลเมตรต่อชั่วโมง
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ตัวอย่างแบบทดสอบ

	 1.	 กำ�หนดกราฟของสมการเชิงเส้นสองตัวแปร ดังนี้	 (5 คะแนน)

		  จากกราฟ จงตอบคำ�ถามแต่ละข้อต่อไปนี้
				    1)	 กราฟของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรใดที่มี (-3, 2.5) เป็นคำ�ตอบของสมการ   
					     ตอบ	
				    2)	 กราฟของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรใดบ้างที่มี (4, 6) เป็นคำ�ตอบของสมการ   
					     ตอบ	
				    3)	 ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรที่ประกอบด้วยกราฟ 2  และ 3  มีคำ�ตอบหรือไม่  ถ้ามีให้ระบุคำ�ตอบนั้น  
					     ตอบ	
				    4)	 ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรที่ประกอบด้วยกราฟ 2  และ 5  มีคำ�ตอบหรือไม่  ถ้ามีให้ระบุคำ�ตอบนั้น  
					     ตอบ	
				    5)	 ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรใดไม่มีคำ�ตอบ 
					     ตอบ	
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	 2.	 จงพิจารณาว่าระบบสมการท่ีกำ�หนดให้ในแต่ละข้อต่อไปนี้ มีคำ�ตอบเดียว หรือมีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด หรือไม่ม ี
คำ�ตอบ		  (4 คะแนน)

			   1)	 10x + 5y	 =	 20	
				    3x + 6y	 =	 15	
			   2)	 -9x + 6y  	 =  	 15	
				    6x – 4y	 =	 -10	
			   3)	  6x – 9y  	 =  	 12	
				    4x – 6y	 =	 -8	
			   4)	 -4x + 6y  	 =  	 26	
				    9x – 6y	 =	 -36	

	 3.	 กำ�หนดระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร	  
						      5x + 1	 =	 y – 12 
						      3(2y – 3x)	 =	 45 
		  จงหาค่าของ  (2x + y)2  	 (3 คะแนน) 
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	 4.	 หทยัสะสมเหรยีญสบิบาทและเหรยีญหา้บาทไวจ้ำ�นวนหนึง่  เม่ือนำ�มานบัดพูบวา่มีเหรยีญสบิบาทมากกวา่เหรยีญห้าบาท
อยู่ 49 เหรียญ คิดเป็นเงินรวม 1,600 บาท  อยากทราบว่าหทัยมีเหรียญสิบบาทและเหรียญห้าบาทอย่างละกี่เหรียญ 	
				    (5 คะแนน) 

	 5.	 ในช่วงเปิดภาคเรียนของปีการศึกษาใหม่  นักเรียนทุกคนจะซื้อสมุดซึ่งมีตราสัญลักษณ์ของโรงเรียนที่จำ�หน่ายในสหกรณ์
ร้านค้าของโรงเรียน  โดยมีสมุดให้เลือกซื้อสองแบบ คือ สมุดปกอ่อน 40 หน้า  และสมุดปกแข็ง 80 หน้า  บัวเป็น 
นักเรียนใหม่จึงซื้อสมุดปกอ่อน 8 เล่ม และสมุดปกแข็ง 4 เล่ม รวมเป็นเงิน 184 บาท ส่วนมะลิเป็นนักเรียนเก่ายังม ี
สมุดเหลือใช้จากปีการศึกษาท่ีแล้วอยู่จำ�นวนหน่ึง จึงซ้ือสมุดปกอ่อน 5 เล่ม และสมุดปกแข็ง 3 เล่ม รวมเป็นเงิน 126 บาท

				    ถ้านักเรียนอีกสองคน คือ ดาวเรืองและเบญจมาศ ต้องการซื้อสมุด โดยดาวเรืองต้องการซื้อสมุดปกอ่อน 3 เล่ม 
และสมุดปกแข็ง 2 เล่ม  ส่วนเบญจมาศต้องการซื้อสมุดปกอ่อน 2 เล่ม และสมุดปกแข็ง 3 เล่ม  แล้วใครจ่ายเงินมากกว่า
กันและมากกว่ากันอยู่กี่บาท	 (6 คะแนน)   
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	 6.	 เมื่อ 4 ปีที่แล้ว พ่อมีอายุเป็นสามเท่าของอายุของกบ  และอีก 3 ปีข้างหน้า พ่อและกบจะมีอายุรวมกันได้ 66 ปี  จงหาว่า 
อีกกี่ปีข้างหน้าพ่อจึงมีอายุเป็นสองเท่าของกบ	 (6 คะแนน) 

	 7.	 ถ้าจำ�นวนที่มีสองหลักจำ�นวนหนึ่งมีเลขโดดในหลักหน่วยมากกว่าเลขโดดในหลักสิบอยู่ 3 และผลต่างของสามเท่าของ
จำ�นวนนี้กับจำ�นวนที่ได้จากการสลับที่ของเลขโดดเป็น 111  แล้ว 1 ใน 5 ของผลบวกของจำ�นวนนั้นกับจำ�นวนที่ได้จาก
การสลับที่ของเลขโดดมีค่าเท่าใด 	 (6 คะแนน)  
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	 8.	 แกว้และไหมขบัรถพาครอบครัวไปเทีย่วต่างจังหวัดดว้ยกนัโดยใชร้ถยนตค์นละคันและออกเดินทางจากบ้านแกว้พรอ้มกัน 
โดยไม่แวะพักระหว่างทาง  ไหมใช้เวลาในการขับรถทั้งหมด 2 ชั่วโมง  แต่แก้วขับรถช้ากว่าไหม 10 กิโลเมตรต่อชั่วโมง 
ทำ�ให้แก้วใช้เวลาในการขับรถมากกว่าไหม 15 นาที  จงหาว่า

			   1)	 แก้วและไหมขับรถด้วยอัตราเร็วเท่าไร	 (4 คะแนน)

			   2)	 ระยะทางในการเดินทางทั้งหมดเป็นกี่กิโลเมตร	 (1 คะแนน)

	 9.	 แม่ค้าซื้อข้าวสารชนิดที่ 1  ราคากิโลกรัมละ 40 บาท  และข้าวสารชนิดที่ 2  ราคากิโลกรัมละ 50 บาท  รวมเป็นเงิน 
2,500 บาท  จากนั้น แม่ค้านำ�ข้าวสารทั้งสองชนิดมาผสมกันแล้วขายในราคากิโลกรัมละ 50 บาท ซึ่งทำ�ให้ได้กำ�ไร  20%  
จงหา

			   1)	 แม่ค้าซื้อข้าวสารแต่ละชนิดมาอย่างละกี่กิโลกรัม	 (4 คะแนน)

			   2)	 อัตราส่วนของจำ�นวนข้าวสารชนิดท่ี 1  ต่อจำ�นวนข้าวสารชนิดที่ 2  ท่ีแม่ค้าใช้ในการผสมข้าวสารทั้งสองชนิด 
เพื่อนำ�ไปขาย	 (1 คะแนน)
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เฉลยตัวอย่างแบบทดสอบ  

	 1.	 กำ�หนดกราฟของสมการเชิงเส้นสองตัวแปร ดังนี้	 (5 คะแนน)

		  จากกราฟ จงตอบคำ�ถามแต่ละข้อต่อไปนี	้
				    1)	 กราฟของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรใดที่มี (-3, 2.5) เป็นคำ�ตอบของสมการ
					     ตอบ		  กราฟ  4 
				    2)	 กราฟของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรใดบ้างที่มี (4, 6) เป็นคำ�ตอบของสมการ
					     ตอบ		  กราฟ  1  ,  3  ,  4   และ  5 
				    3)	 ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรที่ประกอบด้วยกราฟ 2  และ 3   มีคำ�ตอบหรือไม่  ถ้ามีให้ระบุคำ�ตอบนั้น
					     ตอบ		  มี  คือ (7, 1)
				    4)	 ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรที่ประกอบด้วยกราฟ 2  และ 5   มีคำ�ตอบหรือไม่  ถ้ามีให้ระบุคำ�ตอบนั้น
					     ตอบ		  มี  คือ (4, -0.5)
				    5)	 ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรใดไม่มีคำ�ตอบ 
					     ตอบ		  กราฟ  2  และ 4 

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 1	 นักเรียนสามารถใช้กราฟเพื่อวิเคราะห์เกี่ยวกับคำ�ตอบของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร 
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 5 คะแนน  ข้อละ 1 คะแนน
					     ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
					     ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน
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	 2.	 จงพิจารณาว่าระบบสมการท่ีกำ�หนดให้ในแต่ละข้อต่อไปนี้ มีคำ�ตอบเดียว หรือมีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด หรือไม่ม ี
คำ�ตอบ		  (4 คะแนน)

			   1)	 10x + 5y	 =	 20	
				    3x + 6y	 =	 15		  มีคำ�ตอบเดียว
			   2)	 -9x + 6y  	 =  	 15	
				    6x – 4y	 =	 -10		  มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด
			   3)	  6x – 9y  	 =  	 12	
				    4x – 6y	 =	 -8		  ไม่มีคำ�ตอบ
			   4)	 -4x + 6y  	 =  	 26	
				    9x – 6y	 =	 -36		  มีคำ�ตอบเดียว

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถแก้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร 
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 4 คะแนน   ข้อละ 1 คะแนน
					     ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
					     ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน

	 3.	 กำ�หนดระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร	  
						      5x + 1	 =	 y – 12 
						      3(2y – 3x)	 =	 45 
		  จงหาค่าของ  (2x + y)2  	 (3 คะแนน) 
		
		  แนวคิด 1		  5x + 1	 =	 y – 12	 	 	 1 
		   			   3(2y – 3x)	 =	 45	 	 	 2 
				    จากสมการ 1  ;	 y	 =	 5x + 13	 	 	 3 
				    จากสมการ 2  ;	 2y – 3x	 =	 15	 	 	 4 
		
				    แทน y ด้วย 5x + 13  ในสมการ 4   จะได้
					     2(5x + 13) – 3x	 =	 15 
					     10x + 26 – 3x	 =	 15 
					     7x	 =	 -11 

					     x	 =	 - —11
7
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 				    แทน x ด้วย - —11
7   ในสมการ 3   จะได้

				    y	 =	 5(- —11
7 ) + 13

				    y	 =	 —36
7

				    ดังนั้น  (2x + y)2  =  [2(- —11
7 ) + —36

7 ]2

  =  22  =  4  

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน 
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถแก้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร  
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 3 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
		  ส่วนที่ 1	 การหาค่า x และค่า y
			   ✤	 แสดงการหาค่า x และค่า y  ถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน 
			   ✤	 แสดงการหาค่า x หรือค่า y  ถูกต้องเพียงค่าใดค่าหนึ่ง	 ได้  1  คะแนน 
			   ✤	 แสดงการหาค่า x และค่า y  ไม่ถูกต้อง หรือไม่แสดง	 ได้  0  คะแนน
		  ส่วนที่ 2	 การสรุปคำ�ตอบ 
			   ✤	 สรุปคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
			   ✤	 สรุปคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่สรุป	 ได้  0  คะแนน

		  แนวคิด 2		  5x + 1	 =	 y – 12	 	 	 1 
		   		  3(2y – 3x)	 =	 45	 	 	 2 
			   จากสมการ 1  ;	 5x – y	 =	 -13	 	 	 3 
			   จากสมการ 2  ;	 2y – 3x	 =	 15	 	 	 4 
			   3  + 4  ;	 2x + y	 =	 2 
			   ดังนั้น   (2x + y)2  = 22  =  4	  

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถแก้ระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร  
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 3 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้  
		  ส่วนที่ 1	 การเขียนแสดงวิธีการหาคำ�ตอบ
			   ✤	 แสดงวิธีการหาคำ�ตอบได้ถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
			   ✤	 แสดงวิธีการหาคำ�ตอบได้ถูกต้องบางส่วน	 ได้  1  คะแนน 
			   ✤	 แสดงวิธีการหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่แสดง	 ได้  0  คะแนน
		  ส่วนที่ 2	 การสรุปคำ�ตอบ 
			   ✤	 สรุปคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
			   ✤	 สรุปคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่สรุป	 ได้  0  คะแนน
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	 4.	 หทยัสะสมเหรยีญสบิบาทและเหรยีญหา้บาทไวจ้ำ�นวนหนึง่  เม่ือนำ�มานบัดพูบวา่มีเหรยีญสบิบาทมากกวา่เหรยีญห้าบาท
อยู่ 49 เหรียญ คิดเป็นเงินรวม 1,600 บาท  อยากทราบว่าหทัยมีเหรียญสิบบาทและเหรียญห้าบาทอย่างละกี่เหรียญ 	
				    (5 คะแนน) 

		  แนวคิด	 ให้หทัยมีเหรียญสิบบาท x เหรียญ  และมีเหรียญห้าบาท y เหรียญ
					     เนื่องจากมีเหรียญสิบบาทมากกว่าเหรียญห้าบาทอยู่ 49 เหรียญ	  
					     จะได้สมการเป็น	 x – y	 =	 49	 	 	 1 
					     หทัยมีเหรียญสิบบาท   x  เหรียญ  คิดเป็นเงิน  10x  บาท
					     และมีเหรียญห้าบาท   y  เหรียญ  คิดเป็นเงิน  5y  บาท	
					     ดังนั้น  หทัยมีเงินทั้งหมด  10x + 5y  บาท
					     เนื่องจากหทัยมีเงินรวมกัน  1,600  บาท 
					     จะได้สมการเป็น	 10x + 5y	 =	 1,600 
					     หรือ	 2x + y	 =	 320	 	 	 2 
					     1  + 2  ;	 3x	 =	 369
						      x	 =	 123
					     แทน x ด้วย 123  ในสมการ 1   จะได้
						      123 – y	 =	 49
						      y	 =	 74
					     ดังนั้น  หทัยมีเหรียญสิบบาท  123  เหรียญ  และมีเหรียญห้าบาท  74  เหรียญ

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 3	 นักเรียนสามารถนำ�ความรู้เกี่ยวกับระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรไปใช้ในการแก้ปัญหา 
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 5 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
		  ส่วนที่ 1	 การเขียนสมการเชิงเส้นสองตัวแปร
				    ✤	 เขียนสมการเชิงเส้นสองตัวแปรถูกต้องทั้งสองสมการ	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนสมการเชิงเส้นสองตัวแปรถูกต้องเพียงสมการเดียว	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 เขียนสมการเชิงเส้นสองตัวแปรไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
		  ส่วนที่ 2	 การหาค่า x และค่า y
				    ✤	 แสดงการหาค่าตัวแปรทั้งสองถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน 
				    ✤	 แสดงการหาค่าตัวแปรถูกต้องเพียงค่าใดค่าหนึ่ง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 แสดงวิธีการหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่แสดง	 ได้  0  คะแนน
		  ส่วนที่ 3	 การสรุปคำ�ตอบ
				    ✤	 สรุปคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 สรุปคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่สรุป	 ได้  0  คะแนน
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	 5.	 ในช่วงเปิดภาคเรียนของปีการศึกษาใหม่  นักเรียนทุกคนจะซื้อสมุดซึ่งมีตราสัญลักษณ์ของโรงเรียนที่จำ�หน่ายในสหกรณ์
ร้านค้าของโรงเรียน  โดยมีสมุดให้เลือกซื้อสองแบบ คือ สมุดปกอ่อน 40 หน้า  และสมุดปกแข็ง 80 หน้า  บัวเป็น 
นักเรียนใหม่จึงซื้อสมุดปกอ่อน 8 เล่ม และสมุดปกแข็ง 4 เล่ม รวมเป็นเงิน 184 บาท ส่วนมะลิเป็นนักเรียนเก่ายังม ี
สมุดเหลือใช้จากปีการศึกษาท่ีแล้วอยู่จำ�นวนหน่ึง จึงซ้ือสมุดปกอ่อน 5 เล่ม และสมุดปกแข็ง 3 เล่ม รวมเป็นเงิน 126 บาท   

				    ถ้านักเรียนอีกสองคน คือ ดาวเรืองและเบญจมาศ ต้องการซื้อสมุด โดยดาวเรืองต้องการซื้อสมุดปกอ่อน 3 เล่ม 
และสมุดปกแข็ง 2 เล่ม  ส่วนเบญจมาศต้องการซื้อสมุดปกอ่อน 2 เล่ม และสมุดปกแข็ง 3 เล่ม  แล้วใครจ่ายเงินมากกว่า
กันและมากกว่ากันอยู่กี่บาท	 (6 คะแนน)   

		  แนวคิด	 ให้สมุดปกอ่อนราคาเล่มละ  x  บาท 
					     และสมุดปกแข็งราคาเล่มละ  y  บาท 
					     บัวซื้อสมุดปกอ่อน 8 เล่ม  และสมุดปกแข็ง 4 เล่ม รวมเป็นเงิน 184 บาท
					     จะได้สมการเป็น	 8x + 4y	 =	 184	 	 	 1 
					     มะลิซื้อสมุดปกอ่อน 5 เล่ม  และสมุดปกแข็ง 3 เล่ม รวมเป็นเงิน 126 บาท   
					     จะได้สมการเป็น	 5x + 3y	 =	 126	 	 	 2 
					     1  × 3   ;	 24x + 12y	 =	 552	 	 	 3 
					     2  × 4   ;	 20x + 12y	 =	 504	 	 	 4 
					     3  – 4  ;	 4x	 =	 48	
						      x	 =	 12	  
					     แทน x ด้วย 12  ในสมการ 2   จะได้
						      5(12) + 3y	 =	 126 
						      3y	 =	 66 
						      y	 =	 22 
					     ดังนั้น  สมุดปกอ่อนราคาเล่มละ 12 บาท  และสมุดปกแข็งราคาเล่มละ 22 บาท 
					     ถ้าดาวเรืองต้องการซื้อสมุดปกอ่อน 3 เล่ม  และสมุดปกแข็ง 2 เล่ม  
					     จะต้องจ่ายเงิน  3(12) + 2(22)  =  36 + 44  =  80  บาท 
					     ถ้าเบญจมาศต้องการซื้อสมุดปกอ่อน 2 เล่ม  และสมุดปกแข็ง 3 เล่ม  
					     จะต้องจ่ายเงิน  2(12) + 3(22)  =  24 + 66  =  90  บาท
					     ดังนั้น  เบญจมาศจ่ายเงินมากกว่าดาวเรือง และมากกว่ากันอยู่  90 – 80  =  10  บาท
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	 6.	 เมื่อ 4 ปีที่แล้ว พ่อมีอายุเป็นสามเท่าของอายุของกบ  และอีก 3 ปีข้างหน้า พ่อและกบจะมีอายุรวมกันได้ 66 ปี  จงหาว่า 
อีกกี่ปีข้างหน้าพ่อจึงมีอายุเป็นสองเท่าของกบ	 (6 คะแนน) 

		  แนวคิด	 ใช้ตารางประกอบการวิเคราะห์โจทย์ ดังนี้

อายุ (ปี)

ปัจจุบัน เมื่อ 4 ปีที่แล้ว อีก 3 ปีข้างหน้า

พ่อ x x – 4 x + 3

กบ y y – 4 y + 3

		   			   เมื่อ 4 ปีที่แล้ว พ่อมีอายุเป็นสามเท่าของอายุของกบ
					     จะได้สมการเป็น	 x – 4	 =	 3(y – 4)	 	 	 1 
					     อีก 3 ปีข้างหน้า พ่อและกบจะมีอายุรวมกันได้ 66 ปี
					     จะได้สมการเป็น	 (x + 3) + (y + 3)	 =	 66	 	 	 2 
					     จากสมการ 1  ;	 x – 4	 =	 3y – 12	  
						      x – 3y	 =	 -8	 	 	 3 
					     จากสมการ 2  ; 	 x + y	 =	 60	 	 	 4 
					     4  – 3  ;	 4y	 =	 68
						      y	 =	 17 
					     แทน y ด้วย 17  ในสมการ 4   จะได้
						      x + 17	 =	 60   
						      x	 =	 43  
					     ดังนั้น  ในปัจจุบันพ่อมีอายุ 43 ปี  และกบมีอายุ 17 ปี   
					     ให้พ่อมีอายุเป็นสองเท่าของกบในอีก  n  ปีข้างหน้า 
					     อีก n ปีข้างหน้าพ่อมีอายุ  43 + n  ปี  และกบมีอายุ  17 + n  ปี   
					     เนื่องจาก  อีก n ปีข้างหน้า พ่อจึงมีอายุเป็นสองเท่าของกบ  
					     จะได้สมการเป็น	 43 + n  	 =	 2(17 + n)	  
							       43 + n	 =	 34 + 2n 
							       n	 =	 9 
					     ดังนั้น  อีก 9 ปีข้างหน้า พ่อจึงจะมีอายุเป็นสองเท่าของกบ
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	 7.	 ถ้าจำ�นวนที่มีสองหลักจำ�นวนหนึ่งมีเลขโดดในหลักหน่วยมากกว่าเลขโดดในหลักสิบอยู่ 3  และผลต่างของสามเท่าของ
จำ�นวนนี้กับจำ�นวนที่ได้จากการสลับที่ของเลขโดดเป็น 111  แล้ว 1 ใน 5 ของผลบวกของจำ�นวนนั้นกับจำ�นวนที่ได้จาก
การสลับที่ของเลขโดดมีค่าเท่าใด 	 (6 คะแนน)  

		  แนวคิด	 ให้	 x  แทนเลขโดดในหลักสิบ 
						      y  แทนเลขโดดในหลักหน่วย
					     เลขโดดในหลักหน่วยมากกว่าเลขโดดในหลักสิบอยู่  3 
					     จะได้สมการเป็น	 y – x 	 =	 3	 	 	 1 
					     ผลต่างของสามเท่าของจำ�นวนนี้กับจำ�นวนที่ได้จากการสลับที่ของเลขโดดเป็น 111 	  
					     จะได้สมการเป็น	 3(10x + y) – (10y + x) 	 =	 111	 	 	 2 
					     จากสมการ 2  ;	 30x + 3y – 10y – x 	 =	 111
						      29x – 7y	 =	 111	 	 	 3 
					     1  × 7   ;	 7y – 7x	 =	 21	 	 	 4 
					     3  + 4  ; 	 22x	 =	 132
						      x	 =	 6
					     แทน x ด้วย 6  ในสมการ 1   จะได้
						      y – 6	 =	 3
						      y	 =	 9
					     จะได้	 จำ�นวนที่มีสองหลักจำ�นวนนั้น คือ 69
					     และ	 จำ�นวนที่ได้จากการสลับที่ของเลขโดด คือ 96
					     ดังนั้น	 1 ใน 5 	ของผลบวกของจำ�นวนนั้นกับจำ�นวนที่ได้จากการสลับที่ของเลขโดดมีค่าเท่ากับ  

						      (–15)(96+69)  =  33
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สำ�หรับ ข้อ 5–7
ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 3	 นักเรียนสามารถนำ�ความรู้เกี่ยวกับระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรไปใช้ในการแก้ปัญหา 
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 6 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้  
		  ส่วนที่ 1	 การเขียนสมการเชิงเส้นสองตัวแปร
				    ✤	 เขียนสมการเชิงเส้นสองตัวแปรถูกต้องทั้งสองสมการ	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนสมการเชิงเส้นสองตัวแปรถูกต้องเพียงสมการเดียว	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 เขียนสมการเชิงเส้นสองตัวแปรไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
		  ส่วนที่ 2	 การหาค่าตัวแปร
				    ✤	 แสดงการหาค่าตัวแปรทั้งสองถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน 
				    ✤	 แสดงการหาค่าตัวแปรถูกต้องเพียงค่าใดค่าหนึ่ง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 แสดงการหาค่าตัวแปรไม่ถูกต้อง หรือไม่แสดง	 ได้  0  คะแนน
		  ส่วนที่ 3	 การหาคำ�ตอบ
				    ✤	 แสดงการหาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 แสดงการหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่แสดง	 ได้  0  คะแนน
		  ส่วนที่ 4	 การสรุปคำ�ตอบ
				    ✤	 สรุปคำ�ตอบถูกต้อง  	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 สรุปคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่สรุป  	 ได้  0  คะแนน

	 8.	 แกว้และไหมขบัรถพาครอบครัวไปเทีย่วต่างจังหวัดดว้ยกนัโดยใชร้ถยนตค์นละคันและออกเดินทางจากบ้านแกว้พรอ้มกัน 
โดยไม่แวะพักระหว่างทาง  ไหมใช้เวลาในการขับรถทั้งหมด 2 ชั่วโมง  แต่แก้วขับรถช้ากว่าไหม 10 กิโลเมตรต่อชั่วโมง 
ทำ�ให้แก้วใช้เวลาในการขับรถมากกว่าไหม 15 นาที  จงหาว่า

			   1)	 แก้วและไหมขับรถด้วยอัตราเร็วเท่าไร	 (4 คะแนน)
		  แนวคิด	 ใช้ความสัมพันธ์  ระยะทาง  =  อัตราเร็ว × เวลา  และสร้างตารางวิเคราะห์โจทย์ได้ดังนี้

สถานการณ์ อัตราเร็ว (กิโลเมตร/ชั่วโมง) ระยะทาง (กิโลเมตร) เวลา (ชั่วโมง)

แก้วขับรถยนต์ x –94x 2 + —15
60  =  –94 

ไหมขับรถยนต์ y 2y 2

					     แก้วขับรถด้วยอัตราเร็ว  x กิโลเมตรต่อชั่วโมง และไหมขับรถด้วยอัตราเร็ว  y กิโลเมตรต่อชั่วโมง 
					     แก้วขับรถช้ากว่าไหม 10 กิโลเมตรต่อชั่วโมง
					     จะได้สมการเป็น	 y – x	 =	 10	
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					     หรือ	 y 	 =	 10 + x	 	 	 1  
					     จากตาราง 	 ไหมขับรถได้ระยะทางทั้งหมด  2y  กิโลเมตร	

					     และ	 แก้วขับรถได้ระยะทางทั้งหมด  –94x  กิโลเมตร

					     เนื่องจาก	 ระยะทางที่ทั้งสองคนขับรถได้เท่ากัน	

					     จะได้สมการเป็น	 2y	 =	 –94x

					     หรือ	 8y	 =	 9x	 	 	 2 
					     แทน y ด้วย 10 + x  ในสมการ 2   จะได้
						      8(10 + x)	 =	 9x
						      80 + 8x	 =	 9x
						      x	 =	 80
					     แทน x ด้วย 80  ในสมการ 1   จะได้
			    			   y	 =	 10 + 80 
						      y	 =	 90
					     ดังนั้น  แก้วขับรถด้วยอัตราเร็ว  80  กิโลเมตรต่อชั่วโมง  และไหมขับรถด้วยอัตราเร็ว  90 กิโลเมตรต่อชั่วโมง  
			   2)	 ระยะทางในการเดินทางทั้งหมดเป็นกี่กิโลเมตร	 (1 คะแนน)
					     ในการเดินทางครั้งนี้มีระยะทางทั้งหมดเท่ากับ  2(90)  =  180  กิโลเมตร

	 9.	 แม่ค้าซื้อข้าวสารชนิดที่ 1  ราคากิโลกรัมละ 40 บาท  และข้าวสารชนิดที่ 2  ราคากิโลกรัมละ 50 บาท  รวมเป็นเงิน  
2,500  บาท  จากนัน้ แมค่า้นำ�ขา้วสารทัง้สองชนดิมาผสมกนัแลว้ขายในราคากโิลกรมัละ 50 บาท  ซึง่ทำ�ใหไ้ดก้ำ�ไร  20%  
จงหา	

			   1)	 แม่ค้าซื้อข้าวสารแต่ละชนิดมาอย่างละกี่กิโลกรัม 	 (4 คะแนน)
		  แนวคิด	 ให้แม่ค้าซื้อข้าวสารชนิดที่ 1  มา  x  กิโลกรัม  ราคากิโลกรัมละ  40 บาท  คิดเป็นเงิน  40x  บาท
					     และ	 ซื้อข้าวสารชนิดที่ 2  มา  y  กิโลกรัม  ราคากิโลกรัมละ  50 บาท  คิดเป็นเงิน  50y  บาท
					     ดังนั้น	 แม่ค้าซื้อข้าวสารมาทั้งหมด  40x + 50y  บาท
					     จากโจทย์  แม่ค้าซื้อข้าวสารคิดเป็นเงิน  2,500  บาท  
					     จะได้สมการเป็น	 40x + 50y	 =	 2,500	 	 	 1 
					     เมื่อนำ�มาผสมกันจะได้ข้าวสารทั้งหมด  x + y  กิโลกรัม  และขายในราคากิโลกรัมละ 50 บาท
					     จะได้เงินทั้งหมด  50(x + y)  บาท
					     แต่แม่ค้าขายได้กำ�ไร 20%  ชึ่งคิดเป็นเงิน	 —20

100(2,500)	 =	 500  บาท

					     จะได้สมการเป็น	 50(x + y) – 2,500	 =	 500
					     หรือ	 50(x + y)	 =	 3,000
					     หรือ	 50x + 50y	 =	 3,000	 	 	 2 
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					     2  – 1  ;	 10x	 =	 500
						      x	 =	 50
					     แทน x ด้วย 50  ในสมการ 1   จะได้
						      40(50) + 50y	 =	 2,500
						      50y	 =	 500
						      y	 =	 10
					     ดังนั้น	 แม่ค้าซื้อข้าวสารชนิดที่ 1  มา  50  กิโลกรัม  และซื้อข้าวสารชนิดที่ 2  มา  10  กิโลกรัม  
			   2)	 อัตราส่วนของจำ�นวนข้าวสารชนิดท่ี 1  ต่อจำ�นวนข้าวสารชนิดที่ 2  ท่ีแม่ค้าใช้ในการผสมข้าวสารทั้งสองชนิด 

เพื่อนำ�ไปขาย	 (1 คะแนน)
					     อัตราส่วนของจำ�นวนข้าวสารชนิดที่ 1  ต่อจำ�นวนข้าวสารชนิดที่ 2  ที่แม่ค้าใช้ในการผสมข้าวสาร
					     ทั้งสองชนิดเพื่อนำ�ขาย  เท่ากับ  50 : 10  =  5 : 1

สำ�หรับ ข้อ 8–9
ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 3	 นักเรียนสามารถนำ�ความรู้เกี่ยวกับระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรไปใช้ในการแก้ปัญหา 
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 5 คะแนน
ข้อ 1)	 คะแนนเต็ม 4 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
		  ส่วนที่ 1	 การเขียนสมการเชิงเส้นสองตัวแปร
				    ✤	 เขียนสมการเชิงเส้นสองตัวแปรถูกต้องทั้งสองสมการ	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนสมการเชิงเส้นสองตัวแปรถูกต้องเพียงสมการเดียว	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 เขียนสมการเชิงเส้นสองตัวแปรไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
		  ส่วนที่ 2	 การหาค่าตัวแปร
				    ✤	 แสดงการหาค่าตัวแปรทั้งสองถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน 
				    ✤	 แสดงการหาค่าตัวแปรถูกต้องเพียงค่าใดค่าหนึ่ง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 แสดงการหาค่าตัวแปรไม่ถูกต้อง หรือไม่แสดง	 ได้  0  คะแนน
ข้อ 2)	 คะแนนเต็ม 1 คะแนน
		  ตอบถูกต้อง			   ได้  1  คะแนน
		  ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน
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2 วงกลม

ในบทวงกลมนี้ ประกอบด้วยหัวข้อย่อย ดังต่อไปนี้

2.1	 มุมที่จุดศูนย์กลางและมุมในส่วนโค้งของวงกลม	 6	 ชั่วโมง
2.2	 คอร์ดของวงกลม	 5	 ชั่วโมง
2.3	 เส้นสัมผัสวงกลม	 4	 ชั่วโมง

บทที่

	 	 สาระและมาตรฐานการเรียนรู้

		  สาระที่ 2 		 การวัดและเรขาคณิต
		  มาตรฐาน ค 2.2	 เข้าใจและวิเคราะห์รูปเรขาคณิต สมบัติของรูปเรขาคณิต ความสัมพันธ์ระหว่างรูปเรขาคณิต และ

ทฤษฎีบททางเรขาคณิต และนำ�ไปใช้

	 	 ตัวชี้วัด

		  เข้าใจและใช้ทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลมในการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์

	 	 จุดประสงค์ของบทเรียน

		  นักเรียนสามารถ
			   1.	 บอกทฤษฎีบทเกี่ยวกับมุมที่จุดศูนย์กลางและมุมในส่วนโค้งของวงกลม  คอร์ดของวงกลม  และเส้นสัมผัสวงกลม
			   2.	 นำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลมไปใช้ในการให้เหตุผลและการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์

	 	 ความเชื่อมโยงระหว่างตัวชี้วัดกับจุดประสงค์ของบทเรียน

		  เน่ืองจากตัวช้ีวัดน้ี กล่าวถึงการเข้าใจและใช้ทฤษฎีบทเก่ียวกับวงกลมในการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์  ดังน้ัน เพ่ือให้การเรียนรู้
ของนักเรียนในเรื่องวงกลมสอดคล้องกับตัวชี้วัด  ครูควรจัดประสบการณ์ให้นักเรียนสามารถเข้าใจทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลม  
รวมทั้งนำ�ทฤษฎีบทไปใช้ในการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์ ซึ่งสะท้อนได้จากการที่นักเรียนสามารถ
			   ✤	 อธิบายทฤษฎีบทเกี่ยวกับมุมที่จุดศูนย์กลางและมุมในส่วนโค้งของวงกลม  และนำ�ทฤษฎีบทไปใช้ในการให้เหตุผล

และแก้ปัญหาคณิตศาสตร์
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

			   ✤	 อธิบายทฤษฎีบทเกี่ยวกับคอร์ดของวงกลม  และนำ�ทฤษฎีบทไปใช้ในการให้เหตุผลและแก้ปัญหาคณิตศาสตร์
			   ✤	 อธิบายทฤษฎีบทเกี่ยวกับเส้นสัมผัสวงกลม  และนำ�ทฤษฎีบทไปใช้ในการให้เหตุผลและแก้ปัญหาคณิตศาสตร์

	 	 ความคิดรวบยอดของบทเรียน

		  วงกลมเป็นรปูเรขาคณติสองมติ ิ ส่วนตา่ง ๆ  ทีเ่กีย่วขอ้งกบัวงกลมมมีากมาย เชน่ คอรด์  เสน้สมัผสัวงกลม  มมุทีจ่ดุศนูย์กลาง
ของวงกลม  มมุในสว่นโคง้ของวงกลม  ซึง่ความสมัพนัธ์ระหวา่งสว่นตา่ง ๆ  เหลา่นัน้ของวงกลม ประกอบกบัความรู้ทางเรขาคณติ 
ทำ�ใหเ้กดิสมบัตแิละทฤษฎบีทเกีย่วกบัวงกลมทีม่ปีระโยชนใ์นการจำ�ลองสถานการณ์  รวมถงึการอธบิายและแกปั้ญหาคณิตศาสตร์
และปัญหาในชีวิตจริงอย่างสมเหตุสมผล

	 	 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

ทักษะและกระบวนการ
ทางคณิตศาสตร์

หัวข้อ

2.1 
มุมท่ีจุดศูนย์กลาง
และมุมในส่วน
โค้งของวงกลม

2.2
คอร์ดของ
วงกลม

2.3
เส้นสัมผัส
วงกลม

กิจกรรมท้ายบท/
แบบฝึกหัด 
ท้ายบท

การแก้ปัญหา ✤ ✤ ✤ ✤

การสื่อสารและการสื่อความหมาย
ทางคณิตศาสตร์

การเชื่อมโยง ✤ ✤ ✤

การให้เหตุผล ✤ ✤ ✤ ✤

การคิดสร้างสรรค์
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ความรู
ในบทเรียน

ความรูในอนาคต

ความรูพื้นฐาน
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	 	 ความเชื่อมโยงของความรู้

	 การใช้ความรู้เก่ียวกับทฤษฎีบทของวงกลมในการเรียนเน้ือหาอ่ืน ๆ  เช่น  เรขาคณิตวิเคราะห์  
นอกจากนี้ ยังใช้เป็นพื้นฐานในการเรียนวิชาฟิสิกส์ เรื่อง การเคลื่อนที่แบบวงกลม  

✤	 ส่วนต่าง ๆ ของวงกลม  ได้แก่  เส้นรอบวง  เส้นผ่านศูนย์กลาง  รัศมี  และจุดศูนย์กลาง  
รวมถึงความเท่ากันทุกประการของวงกลม  เพื่อเป็นพื้นฐานในการเรียนรู้เนื้อหาใหม่

✤	  ผลรวมของขนาดของมมุภายในของรปูสามเหลีย่มเทา่กบั 180°  และผลรวมของขนาด
ของมุมภายในของรูปส่ีเหล่ียมเท่ากับ 360°  เพ่ือเป็นพ้ืนฐานในการทำ�ความเข้าใจ
ทฤษฎีบทใหม่ ๆ และนำ�ไปใช้ในการอ้างเหตุผล

✤	 ความรู้เก่ียวกับรูปสามเหล่ียมท่ีเก่ียวข้อง ได้แก่ ความเท่ากันทุกประการของรูปสามเหล่ียม  
สมบัติของรูปสามเหล่ียมหน้าจ่ัว  และความคล้ายกันของรูปสามเหล่ียมสองรูป  เพือ่นำ�ไป
ใช้ในการอ้างเหตุผล

ทฤษฎีบทเกี่ยวกับมุมที่จุดศูนย์กลางและมุมในส่วนโค้งของวงกลม
	 ✤	 ในวงกลมที่เท่ากันทุกประการหรือในวงกลมวงเดียวกัน มุมที่จุดศูนย์กลางจะมี 

ขนาดเท่ากัน ก็ต่อเมื่อ ส่วนโค้งที่รองรับมุมที่จุดศูนย์กลางนั้นยาวเท่ากัน
	 ✤	 ในวงกลมวงเดียวกัน มุมที่จุดศูนย์กลางจะมีขนาดเป็นสองเท่าของขนาดของ 

มุมในส่วนโค้งของวงกลมที่รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกัน
	 ✤	 ในวงกลมที่เท่ากันทุกประการหรือในวงกลมวงเดียวกัน  มุมในส่วนโค้งของวงกลม

จะมีขนาดเท่ากัน ก็ต่อเมื่อ ส่วนโค้งที่รองรับมุมทั้งสองนั้นยาวเท่ากัน
	 ✤	 มุมในครึ่งวงกลมมีขนาด 90° หรือหนึ่งมุมฉาก
	 ✤	 ถ้ารูปสี่เหลี่ยมใด ๆ เป็นรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลม แล้วผลบวกของขนาดของ 

มุมตรงข้ามจะเท่ากับสองมุมฉาก
ทฤษฎีบทเกี่ยวกับคอร์ดของวงกลม
	 ✤	 ในวงกลมท่ีเท่ากันทุกประการหรือในวงกลมวงเดียวกัน  คอร์ดท้ังสองยาวจะเท่ากัน 

ก็ต่อเม่ือ คอร์ดท้ังสองตัดวงกลม แล้วทำ�ให้ส่วนโค้งน้อยยาวเท่ากัน และส่วนโค้งใหญ่
ยาวเท่ากัน

	 ✤	 ส่วนของเส้นตรงซึ่งผ่านจุดศูนย์กลางของวงกลม และตัดกับคอร์ดที่ไม่ใช่  
เสน้ผ่านศนูยก์ลาง  จะแบง่ครึง่คอรด์ กต็อ่เมือ่ สว่นของเสน้ตรงนัน้ตัง้ฉากกับคอรด์

	 ✤	 เสน้ตรงทีต่ัง้ฉากและแบง่ครึง่คอรด์ของวงกลม จะผา่นจดุศูนยก์ลางของวงกลมนัน้
	 ✤	 ในวงกลมวงเดยีวกนั  คอรด์สองเสน้จะยาวเท่ากนั กต็อ่เมือ่ คอรด์ทัง้สองนัน้อยูห่า่ง

จากจุดศูนย์กลางเป็นระยะเท่ากัน
ทฤษฎีบทเกี่ยวกับเส้นสัมผัสวงกลม
	 ✤	 เส้นสัมผัสวงกลมจะตั้งฉากกับรัศมีของวงกลมที่จุดสัมผัส
	 ✤	 เส้นตรงท่ีต้ังฉากกับรัศมีของวงกลมท่ีจุดจุดหน่ึงบนวงกลม จะเป็นเส้นสัมผัสวงกลม 

ท่ีจุดน้ัน
	 ✤	 ส่วนของเส้นตรง 2 เส้น ที่ลากจากจุดจุดหนึ่งภายนอกวงกลมมาสัมผัสวงกลม 

วงเดียวกัน จะยาวเท่ากัน
	 ✤	 มุมที่เกิดจากคอร์ดและเส้นสัมผัสวงกลมที่จุดสัมผัส จะมีขนาดเท่ากับขนาดของ 

มุมในส่วนโค้งของวงกลมที่อยู่ตรงข้ามกับคอร์ดนั้น
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	 	 ลำ�ดับการจัดกิจกรรมการเรียนรู้ของบทเรียน

ทบทวนส่วนต่าง ๆ ของวงกลม  ผลรวมของขนาดของมุมภายในของรูปสามเหลี่ยมและรูปสี่เหลี่ยม
ความเท่ากันทุกประการของรูปสามเหลี่ยม  สมบัติของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว  รวมถึงรูปสามเหลี่ยมที่คล้ายกัน

แนะนำ�และให้ความหมายของส่วนต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับวงกลม ได้แก่ ครึ่งวงกลม  ส่วนโค้งของวงกลม  
มุมที่จุดศูนย์กลาง  มุมในส่วนโค้งของวงกลม  และมุมในครึ่งวงกลม

แนะนำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับมุมที่จุดศูนย์กลางและมุมในส่วนโค้งของวงกลม ซึ่งได้แก่ ทฤษฎีบทเกี่ยวกับ 
ขนาดของมุมที่จุดศูนย์กลางและความยาวของส่วนโค้งที่รองรับมุม  ขนาดของมุมที่จุดศูนย์กลางและ 

ขนาดของมุมในส่วนโค้งของวงกลม  ขนาดของมุมในส่วนโค้งของวงกลมและความยาวของส่วนโค้งที่รองรับมุม
ขนาดของมุมในครึ่งวงกลม  และรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลม  โดยใช้การสำ�รวจจากการทำ�กิจกรรม

ที่เน้นให้ลงมือปฏิบัติ รวมทั้งการสำ�รวจโดยใช้เทคโนโลยี  และฝึกการนำ�ทฤษฎีบทไปใช้ในการให้เหตุผล 
และแก้ปัญหาคณิตศาสตร์

แนะนำ�และให้ความหมายเกี่ยวกับคอร์ดของวงกลม

แนะนำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับคอร์ดของวงกลม ซึ่งได้แก่ ทฤษฎีบทเกี่ยวกับความยาวของคอร์ดและ 
ความยาวของส่วนโค้งของวงกลม  คอร์ดกับจุดศูนย์กลางของวงกลม  และคอร์ดที่ยาวเท่ากัน   

โดยการพิสูจน์และให้เหตุผลทางเรขาคณิต รวมถึงการสำ�รวจโดยใช้เทคโนโลยี   
และฝึกการนำ�ทฤษฎีบทไปใช้ในการให้เหตุผลและแก้ปัญหาคณิตศาสตร์

แนะนำ�ความหมายของส่วนต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับเส้นสัมผัสวงกลม ซึ่งได้แก่
เส้นตัด  เส้นสัมผัสวงกลม  และจุดสัมผัส

แนะนำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับเส้นสัมผัสวงกลม ได้แก่ ทฤษฎีบทเกี่ยวกับเส้นสัมผัสวงกลมและรัศมี
เส้นสัมผัสวงกลมและคอร์ดของวงกลม  โดยใช้การสำ�รวจจากการทำ�กิจกรรม  

การสำ�รวจโดยใช้เทคโนโลยี  รวมถึงการให้เหตุผลทางเรขาคณิต  
และฝึกการนำ�ทฤษฎีบทไปใช้ในการให้เหตุผลและแก้ปัญหาคณิตศาสตร์

สรุปบทเรียนเรื่องวงกลม และทำ�กิจกรรมท้ายบท รวมถึงการทำ�แบบฝึกหัดท้ายบท 
เพื่อฝึกการนำ�ความรู้ไปใช้ในการให้เหตุผลและแก้ปัญหาคณิตศาสตร์
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2.1 มุมที่จุดศูนย์กลางและมุมในส่วนโค้งของวงกลม (6 ชั่วโมง)

	 	 จุดประสงค์

		  นักเรียนสามารถ
			   1.	 อธิบายทฤษฎีบทเกี่ยวกับมุมที่จุดศูนย์กลางและมุมในส่วนโค้งของวงกลม
			   2.	 นำ�ทฤษฎบีทเกีย่วกบัมมุทีจ่ดุศนูยก์ลางและมุมในสว่นโค้งของวงกลมไปใชใ้นการใหเ้หตุผลและแกป้ญัหาคณติศาสตร์

	 	 ความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน 

			   1.	 นักเรียนอาจเข้าใจคลาดเคลื่อนว่า  รูปสี่เหลี่ยมใด ๆ ที่มีจุดยอดบางจุดไม่อยู่บนวงกลม เป็นรูปสี่เหลี่ยมแนบใน
วงกลม เช่น

			   2.	 เมื่อนักเรียนได้เรียนทฤษฎีบทเกี่ยวกับรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลมแล้ว อาจทำ�ให้เข้าใจคลาดเคลื่อนเกี่ยวกับการหา
ขนาดของมุมภายในของรูปสี่เหลี่ยม  โดยเข้าใจว่าสามารถใช้ทฤษฎีบทเกี่ยวกับรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลมมาช่วย
ในการหาได้  โดยไม่ได้คำ�นึงว่ารูปสี่เหลี่ยมนั้นแนบในวงกลมหรือไม่  เช่น

						      จาก  ABCD  อาจเข้าใจว่า  Â + Ĉ   =  180°  และ  B̂ + D̂  =  180°

						      โดยไม่ได้คำ�นึงว่า  ABCD  เป็นรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลมหรือไม่C
A

B

D
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 	 สื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  1.	 อุปกรณ์ของกิจกรรม : สำ�รวจมุมที่จุดศูนย์กลาง
		  2.	 อุปกรณ์ของกิจกรรม : สำ�รวจมุมที่จุดศูนย์กลางและมุมในส่วนโค้งของวงกลม
		  3.	 อุปกรณ์ของกิจกรรม : สำ�รวจรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลม
		  4.	 ซอฟต์แวร์ The Geometer’s Sketchpad (GSP)

	 	 ข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  ในหัวข้อนี้ เป็นเรื่องทฤษฎีบทของวงกลมที่เกี่ยวกับมุมที่จุดศูนย์กลางและมุมในส่วนโค้งของวงกลม  ซึ่งนักเรียนจะได้ทำ�
กิจกรรมเพื่อสร้างความรู้ใหม่ผ่านการลงมือปฏิบัติ  รวมถึงการสำ�รวจโดยใช้ซอฟต์แวร์ The Geometer’s Sketchpad (GSP)  
ทั้งนี้ การเรียนเรื่องนี้มุ่งให้นักเรียนเข้าใจทฤษฎีบท และสามารถนำ�ไปใช้ในการให้เหตุผลและแก้ปัญหาคณิตศาสตร์ได้  แนวทาง
การจัดกิจกรรมการเรียนรู้อาจทำ�ได้ดังนี้
			   1.	 ครใูชก้ารสนทนาเกีย่วกบัสิง่ต่าง ๆ  ในชวิีตจรงิทีมี่ลักษณะคลา้ยวงกลม  เพือ่เชือ่มโยงไปยงัวงกลมในทางคณติศาสตร ์

และทบทวนส่วนต่าง ๆ ของวงกลมที่นักเรียนรู้จักมาแล้ว
			   2.	 ครูแนะนำ�ให้นักเรียนรู้จักส่วนต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับวงกลมที่เป็นพื้นฐานในการเรียนหัวข้อนี้ ซึ่งได้แก่ ครึ่งวงกลม  

ส่วนโค้งใหญ่  ส่วนโค้งน้อย  มุมที่จุดศูนย์กลาง  มุมในส่วนโค้งของวงกลม  และมุมในครึ่งวงกลม  ทั้งนี้ ครูอาจใช้
ชวนคิด 2.1  ในหนังสือเรียน หน้า 53  เพื่อตรวจสอบความเข้าใจของนักเรียนเกี่ยวกับส่วนต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับ
วงกลม

			   3.	 ครูควรให้นักเรียนได้สำ�รวจ  และสร้างข้อความคาดการณ์  โดยใช้ “กิจกรรม : สำ�รวจมุมที่จุดศูนย์กลาง”  ใน 
หนังสือเรียน หน้า 54  และบทสนทนาระหว่างข้าวสวยและข้าวกล้อง  รวมทั้งชวนคิด 2.2  และข้อคำ�ถามของ 
ข้าวหอม ในหนังสือเรียน หน้า 55  เพื่อนำ�ไปสู่การสรุปความสัมพันธ์ระหว่างขนาดของมุมที่จุดศูนย์กลางกับ 
ความยาวของส่วนโค้งที่รองรับมุมนั้น  ดังนี้

						      1)	 ในวงกลมท่ีเท่ากันทุกประการ ถ้ามุมท่ีจุดศูนย์กลางมีขนาดเท่ากัน แล้วส่วนโค้งท่ีรองรับมุมท่ีจุดศูนย์กลางน้ัน 
จะยาวเท่ากัน

						      2)	 ในวงกลมท่ีเท่ากันทุกประการ ถ้าส่วนโค้งยาวเท่ากัน แล้วมุมที่จุดศูนย์กลางท่ีรองรับด้วยส่วนโค้งนั้น 
จะมีขนาดเท่ากัน

						      3)	 ในวงกลมเดียวกัน ถ้ามุมท่ีจุดศูนย์กลางมีขนาดเท่ากัน แล้วส่วนโค้งที่รองรับมุมที่จุดศูนย์กลางน้ัน 
จะยาวเท่ากัน

						      4)	 ในวงกลมเดียวกัน ถ้าส่วนโค้งยาวเท่ากัน แล้วมุมท่ีจุดศูนย์กลางท่ีรองรับด้วยส่วนโค้งน้ันจะมีขนาดเท่ากัน
						      ทั้งนี้ การศึกษาทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลมภายหลังจากนี้ จะศึกษาจากวงกลมเพียงวงเดียวเท่านั้น เนื่องจาก

วงกลมสองวงที่เท่ากันทุกประการจะมีสมบัติต่าง ๆ เหมือนกัน  เช่น  เส้นรอบวงยาวเท่ากัน  พื้นที่เท่ากัน  ดังนั้น 
ในการศึกษาสมบัติเก่ียวกับวงกลมจากวงกลมที่เท่ากันทุกประการสองวง จึงศึกษาจากวงกลมเพียงวงเดียวก็เป็น 
การเพียงพอ
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

			   4.	 ครูควรให้นักเรียนได้สำ�รวจ  คาดการณ์  และสรุปความสัมพันธ์ระหว่างขนาดของมุมที่จุดศูนย์กลางกับขนาดของ
มุมในส่วนโค้งของวงกลมที่รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกัน  โดยใช้ “กิจกรรม : สำ�รวจมุมที่จุดศูนย์กลางและ 
มุมในส่วนโค้งของวงกลม”  ในหนังสือเรียน หน้า 57  และอาจใช้มุมเทคโนโลยี ในหนังสือเรียน หน้า 58  โดยดาวน์โหลด 
สื่อสำ�เร็จรูปสำ�หรับซอฟต์แวร์ The Geometer’s Sketchpad (GSP) เพื่อยืนยันข้อความคาดการณ์ที่ได้  
ก่อนที่จะสรุปเป็นทฤษฎีบท

						      การสอนทฤษฎีบทเกี่ยวกับมุมในส่วนโค้งของวงกลมและส่วนโค้งที่รองรับมุม  และทฤษฎีบทเก่ียวกับ 
มุมในครึ่งวงกลม จะใช้ทฤษฎีบทที่เรียนมาแล้วในการพิสูจน์และให้เหตุผล

						      สำ�หรับทฤษฎีบทเกี่ยวกับรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลม  ครูควรให้นักเรียนได้สำ�รวจ  คาดการณ์  และสรุป 
ความสัมพันธ์ของขนาดของมุมตรงข้ามของรูปส่ีเหล่ียมแนบในวงกลม  โดยใช้ “กิจกรรม : สำ�รวจรูปส่ีเหล่ียมแนบใน
วงกลม”  ในหนังสือเรียน หน้า 66   และอาจใช้มุมเทคโนโลยี ในหนังสือเรียน หน้า 67  โดยดาวน์โหลด 
สื่อสำ�เร็จรูปสำ�หรับซอฟต์แวร์ The Geometer’s Sketchpad (GSP) เพื่อยืนยันข้อความคาดการณ์ที่ได้  
ก่อนที่จะสรุปเป็นทฤษฎีบท

			   5.	 เน่ืองจากจุดประสงค์ของบทเรียนเนน้ทีก่ารนำ�ทฤษฎบีทไปใชใ้นการใหเ้หตผุลและการแกป้ญัหา  ดงันัน้ แบบฝกึหดั
ท่ีให้นักเรียนหาขนาดของมุมต่าง ๆ นั้น มีเจตนาให้นักเรียนได้ฝึกการนำ�ทฤษฎีบทไปใช้ในการให้เหตุผล 
จากการหาขนาดของมุม ดังเช่นตัวอย่างที่ 1  ในหนังสือเรียน หน้า 61

						      สำ�หรับแบบฝึกหัด 2.1 ก  ข้อ 5  เป็นโจทย์เกี่ยวกับรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลม เจตนาให้นักเรียนใช้ความรู้
เกีย่วกบัทฤษฎบีททีเ่รยีนมาแกป้ญัหา  โดยครอูาจใช้แบบฝึกหดัขอ้นีม้าอภปิรายอีกครัง้ หลงัจากทีน่กัเรยีนไดเ้รียน
ทฤษฎีบทของวงกลมเกี่ยวกับรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลมแล้ว เพื่อชี้ให้นักเรียนเห็นว่า ในการแก้ปัญหาหนึ่ง ๆ  
อาจทำ�ได้หลายวิธี

			   6.	 สำ�หรับทฤษฎีบทของวงกลมในเร่ืองรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลม  หนังสือเรียนจะไม่แสดงการพิสูจน์บทกลับของ
ทฤษฎีบทท่ีกล่าวว่า “ถ้าผลบวกของขนาดของมุมตรงข้ามของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ  เท่ากับสองมุมฉาก แล้วรูปส่ีเหล่ียมน้ัน
จะเป็นรูปสี่เหล่ียมแนบในวงกลม” ไว้ให้  แต่สำ�หรับนักเรียนที่มีความสนใจ ครูอาจให้นักเรียนศึกษาด้วยตนเอง 
โดยดาวนโ์หลดบทพสิจูนจ์าก QR Code  ทา้ยบทสนทนาของขา้วปัน้และข้าวหอม  ในหนังสือเรยีน หนา้ 68  ท้ังน้ี 
แนวคิดในการพิสูจน์จะเป็นการพิสูจน์ทางอ้อม ซึ่งแตกต่างจากการพิสูจน์ที่นักเรียนได้เคยเรียนรู้มา กล่าวคือ  
ในการพิสูจน์บทกลับนี้จะพิสูจน์โดยสมมุติให้ผลที่ต้องการพิสูจน์เป็นเท็จ แล้วให้เหตุผลจนเกิดข้อขัดแย้งกับสิ่งที่
กำ�หนดให้หรือสิ่งทีท่ราบว่าเป็นจริง จึงสรุปได้ว่า ผลท่ีต้องการพิสูจน์เป็นจริง
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

กิจกรรม : สำ�รวจมุมที่จุดศูนย์กลาง

		  กิจกรรมนี้ เป็นกิจกรรมที่ให้นักเรียนได้สำ�รวจ  คาดการณ์  และสรุปความสัมพันธ์ระหว่างขนาดของมุมที่จุดศูนย์กลางกับ
ความยาวของสว่นโคง้ทีร่องรับมุมทีจุ่ดศนูยก์ลางนัน้  โดยลงมือปฏิบัตจิรงิ แลว้นำ�ขอ้สรปุทีไ่ดม้าอภปิรายรว่มกนั  โดยมีสือ่/อปุกรณ ์ 
และขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์

		  1.	 กระดาษรูปวงกลมที่เท่ากันทุกประการ และกำ�หนดตำ�แหน่งของจุดศูนย์กลางมาให้ 1 แผ่น/คน
		  2.	 โพรแทรกเตอร์ หรือวงเวียน
		  3.	 กรรไกร

	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 ครูแบ่งนักเรียนออกเป็นกลุ่ม กลุ่มละ 5 คน  และแจกกระดาษรูปวงกลมท่ีเท่ากันทุกประการให้นักเรียนทุกคน   
จากนั้นให้นักเรียนแต่ละกลุ่มกำ�หนดขนาดของมุมที่น้อยกว่า 180° มาหนึ่งมุม  เช่น  30°, 75°, 100°, 150°   
หรืออาจใช้การพับกระดาษเพื่อกำ�หนดขนาดของมุม

		  2.	 ครใูหน้กัเรยีนแตล่ะคนใชโ้พรแทรกเตอร์ หรือวงเวียน สรา้งมุมทีจ่ดุศูนยก์ลางลงบนกระดาษรปูวงกลม ใหมี้ขนาดเทา่กบั
ขนาดของมุมท่ีกลุ่มกำ�หนดข้ึน  โดยครูอาจแนะนำ�ให้นักเรียนสร้างรัศมีของวงกลมท่ีจะใช้เป็นแขนของมุมแขนหน่ึงก่อน  
แล้วจึงใช้โพรแทรกเตอร์วัดมุมเพื่อสร้างมุมตามขนาดที่กำ�หนด  หรือในกรณีที่นักเรียนใช้การพับกระดาษเพื่อกำ�หนด
ขนาดของมุม การสร้างมุมให้มีขนาดเท่ากับมุมดังกล่าว จะต้องใช้วงเวียนในการสร้าง

		  3.	 ครูให้นักเรียนแต่ละคนตัดมุมที่จุดศูนย์กลางของกระดาษรูปวงกลม โดยใช้กรรไกรตัดตามส่วนของเส้นตรงที่เป็นรัศมี
ของวงกลม

		  4.	 ครูให้นักเรียนในกลุ่มแต่ละคนนำ�กระดาษชิ้นที่ตัดมาพิจารณาร่วมกัน  โดยอาจนำ�มาวางในลักษณะเดียวกัน หรือวาง
ซ้อนทับกัน  เพื่อเปรียบเทียบขนาดของมุม และความยาวของส่วนโค้งที่รองรับมุมที่จุดศูนย์กลางนั้น

		  5.	 ครูให้นักเรียนในกลุ่มร่วมกันอภิปรายเกี่ยวกับขนาดของมุมที่จุดศูนย์กลาง และความยาวของส่วนโค้งที่รองรับมุม 
ท่ีจุดศูนย์กลางน้ัน  แล้วตอบคำ�ถามท้ายกิจกรรม  จากน้ันครูนำ�อภิปรายเก่ียวกับข้อความคาดการณ์ของนักเรียนท้ังช้ัน 
เพื่อนำ�ไปสู่ข้อสรุปเกี่ยวกับความสัมพันธ์ระหว่างขนาดของมุมที่จุดศูนย์กลางกับความยาวของส่วนโค้งที่รองรับมุม  
เมื่อกำ�หนดวงกลมที่เท่ากันทุกประการมาให้

เฉลยคำ�ถามท้ายกิจกรรม : สำ�รวจมุมที่จุดศูนย์กลาง

		  1.	 ส่วนโค้งของกระดาษทุกชิ้นที่ตัดมาได้ของนักเรียนในกลุ่มเดียวกันยาวเท่ากัน เพราะทับกันได้สนิทพอดี
		  2.	 ถ้าวงกลมท่ีเท่ากันทุกประการ มีขนาดของมุมท่ีจุดศูนย์กลางเท่ากัน แล้วส่วนโค้งท่ีรองรับมุมท่ีจุดศูนย์กลางน้ันจะยาวเท่ากัน
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กิจกรรม : สำ�รวจมุมที่จุดศูนย์กลางและมุมในส่วนโค้งของวงกลม

		  กิจกรรมน้ี เป็นกิจกรรมที่ให้นักเรียนได้สำ�รวจ  คาดการณ์  และสรุปความสัมพันธ์ระหว่างขนาดของมุมท่ีจุดศูนย์กลาง 
กับขนาดของมุมในส่วนโค้งของวงกลมที่รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกัน  โดยลงมือปฏิบัติจริง แล้วนำ�ข้อสรุปที่ได้ไปอภิปรายร่วมกัน  
โดยมีสื่อ/อุปกรณ์  และขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์

		  1.	 กระดาษรูปวงกลมขนาดแตกต่างกัน ที่กำ�หนดตำ�แหน่งของจุดศูนย์กลางมาให้ 5 แผ่น/กลุ่ม
		  2.	 กรรไกร

	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 ครแูบง่นกัเรียนออกเปน็กลุม่ กลุม่ละ 5 คน  และแจกกระดาษรปูวงกลมท่ีมีขนาดแตกต่างกนัให้นกัเรยีน คนละ 1 แผน่
		  2.	 ครูให้นักเรียนแต่ละคนสร้างมุมท่ีจุดศูนย์กลางให้มีขนาดเท่าใดก็ได้ลงบนกระดาษรูปวงกลม และสร้างมุมในส่วนโค้ง

ของวงกลมที่รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกันกับส่วนโค้งที่รองรับมุมที่จุดศูนย์กลางนั้น อย่างน้อยคนละ 3 มุม
		  3.	 ครใูหน้กัเรยีนแตล่ะคนตดัมมุทีจ่ดุศนูยก์ลางของกระดาษรปูวงกลมของตนเองออกมา  โดยใชก้รรไกรตดัตามสว่นของ

เส้นตรงที่เป็นรัศมีของวงกลม
		  4.	 ครูให้นักเรียนนำ�กระดาษชิ้นที่ตัดมาซึ่งเป็นเซกเตอร์ของวงกลม มาพับครึ่งมุมของเซกเตอร์นั้น แล้วนำ�ไปวางทาบกับ

มุมในส่วนโค้งของวงกลมท่ีสร้างขึ้นในข้อ 2  ทุกมุม  เพื่อเปรียบเทียบขนาดของมุมที่จุดศูนย์กลางกับขนาดของ 
มุมในส่วนโค้งของวงกลมทั้งสามมุม

		  5.	 ครูให้นักเรียนในกลุ่มร่วมกันอภิปรายเกี่ยวกับขนาดของมุมที่จุดศูนย์กลางกับขนาดของมุมในส่วนโค้งของวงกลม 
ทั้งสามมุมน้ัน  แล้วตอบคำ�ถามท้ายกิจกรรม  จากนั้นครูนำ�อภิปรายเกี่ยวกับข้อความคาดการณ์ของนักเรียนท้ังชั้น 
เพื่อนำ�ไปสู่ข้อสรุปเกี่ยวกับความสัมพันธ์ระหว่างขนาดของมุมที่จุดศูนย์กลางกับขนาดของมุมในส่วนโค้งของวงกลม

เฉลยคำ�ถามท้ายกิจกรรม : สำ�รวจมุมที่จุดศูนย์กลาง
และมุมในส่วนโค้งของวงกลม

		  1.	 ทับกันสนิท 
		  2.	 เหมือนกัน กล่าวคือ มุมที่จุดศูนย์กลางที่พับครึ่งจะทับกับมุมในส่วนโค้งของวงกลมสนิทพอดี
		  3.	 ในวงกลมวงเดียวกัน มุมที่จุดศูนย์กลางจะมีขนาดเป็นสองเท่าของขนาดของมุมในส่วนโค้งของวงกลมที่รองรับด้วย 

ส่วนโค้งเดียวกัน
			   หรือ  ในวงกลมวงเดียวกัน มุมในส่วนโค้งของวงกลมจะมีขนาดเป็นครึ่งหนึ่งของขนาดของมุมที่จุดศูนย์กลางที่รองรับ

ด้วยส่วนโค้งเดียวกัน
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กิจกรรม : สำ�รวจรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลม

		  กิจกรรมน้ี เป็นกิจกรรมท่ีให้นักเรียนได้สำ�รวจ  คาดการณ์  และสรุปเก่ียวกับผลบวกของขนาดของมุมตรงข้ามของรปูสีเ่หลีย่ม
แนบในวงกลม  โดยลงมือปฏิบัติจริง แล้วนำ�ข้อสรุปที่ได้ไปอภิปรายร่วมกัน  โดยมีสื่อ/อุปกรณ์  และขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม 
ดังนี้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์

		  1.	 กระดาษรูปวงกลมขนาดแตกต่างกัน ที่กำ�หนดตำ�แหน่งของจุดศูนย์กลางมาให้ 5 แผ่น/กลุ่ม
		  2.	 กรรไกร

	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 ครูแบ่งนักเรียนออกเป็นกลุ่ม กลุ่มละ 5 คน  และแจกกระดาษรูปวงกลมท่ีมีขนาดแตกต่างกันให้นักเรียน คนละ 1 แผ่น  
		  2.	 ครูให้นักเรียนแต่ละคนสร้างรูปสี่เหลี่ยมใด ๆ ลงบนกระดาษรูปวงกลมโดยให้จุดยอดทั้งสี่อยู่บนวงกลม
		  3.	 ครูให้นักเรียนแต่ละคนตัดมุมของรูปสี่เหลี่ยมออกมา 1 มุม แล้วนำ�มุมชิ้นที่ตัดมานั้น ไปต่อกับมุมท่ีอยู่ตรงข้ามกับ 

มุมที่ตัดออกมา  แล้วพิจารณาผลรวมของขนาดของมุมที่นำ�มาต่อกัน
		  4.	 ครูให้นักเรียนในกลุ่มร่วมกันอภิปรายเกี่ยวกับผลบวกของขนาดของมุมตรงข้ามของรูปสี่เหล่ียมแนบในวงกลม   

แลว้ตอบคำ�ถามทา้ยกจิกรรม  จากนัน้ครูนำ�อภปิรายเกีย่วกบัขอ้ความคาดการณข์องนกัเรยีนทัง้ชัน้ เพือ่นำ�ไปสูข่อ้สรปุ
เกี่ยวกับผลบวกของขนาดของมุมตรงข้ามของรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลม

เฉลยคำ�ถามท้ายกิจกรรม : สำ�รวจรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลม

		  1.	 ผลรวมของขนาดของมุมที่ได้น่าจะเท่ากับ 180° หรือสองมุมฉาก เพราะแขนของมุมทั้งสองที่ไม่ใช่แขนที่ร่วมกัน  
อยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกัน

		  2.	 เหมือนกัน
		  3.	 ผลบวกของขนาดของมุมตรงข้ามของรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลม เท่ากับ 180° หรือสองมุมฉาก
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เฉลยชวนคิด

	 	 	 	 	 ชวนคิด 2.1	

ข้อ ชื่อของมุม ส่วนโค้งที่รองรับมุม

1.  มุมที่จุดศูนย์กลาง AÔC �ABC  ,  �ADC 

AÔD �AD 

มุมกลับ AOD �ABD 

CÔD �CD 

มุมกลับ COD �CBD 

2.  มุมในส่วนโค้งของวงกลม AB̂C �ADC 

AB̂D ,  AĈD �AD 

AĈB �AB 

BÂC ,  BD̂C �BC 

BĈD �BAD 

CB̂D �CD 

3.  มุมในครึ่งวงกลม AB̂C �ADC 

	 	 	 	 	 ชวนคิด 2.2

					     1.	 ทับกันได้สนิท
					     2.	 ยาวเท่ากัน เพราะรูปเรขาคณิตที่ทับกันได้สนิทพอดี จะเท่ากันทุกประการ  และเนื่องจากเซกเตอร์ COW  

สามารถหมุนไปทับกับเซกเตอร์ DOG  ได้สนิท  จึงทำ�ให้   �CW ยาวเท่ากับ  �DG  ด้วย
					     3.	 ในวงกลมวงเดียวกัน ถ้ามุมท่ีจุดศูนย์กลางมีขนาดเท่ากัน แล้วส่วนโค้งท่ีรองรับมุมท่ีจุดศูนย์กลางท้ังสองน้ัน 

จะยาวเท่ากัน

A

B
O

E

D
C

https://ipst.me/11421
https://ipst.me/11422
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	 	 	 	 	 ชวนคิด 2.3

					     เป็นจริง และมีวิธีการพิสูจน์ดังนี้

รูป 1

กำ�หนดให	้			  วงกลม O  มี  AB̂C  และ  AÔC  รองรับด้วย �AC  เดียวกัน
ต้องการพิสูจน์ว่า	 AÔC   =   2(AB̂C)
พิสูจน	์	 ลากเส้นผ่านศูนย์กลาง BD
			   เนื่องจาก		  AO	 =	 OB	 (รัศมีของวงกลมเดียวกัน)
			   จะได้  ΔABO เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	 (บทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)
			   ดังนั้น		  OÂB	 =	 OB̂A	 (มุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมีขนาดเท่ากัน)
			   เนื่องจาก		  DÔA	 =	 OÂB + OB̂A	 (ขนาดของมุมภายนอกของรูปสามเหลี่ยมเท่ากับ
									         ผลบวกของขนาดของมุมภายในที่ไม่ใช่มุมประชิด 
									         ของมุมภายนอกนั้น)
			   จะได้		  DÔA	 =	 2(OB̂A)	 (OÂB  =  OB̂A)
			   ในทำ�นองเดียวกัน  DÔC  =  2(OB̂C)
			   จะได้   DÔC – DÔA  =  2(OB̂C) – 2(OB̂A)   	 (สมบัติของการเท่ากัน)
			   ดังนั้น  AÔC  =  2(OB̂C – OB̂A)  =  2(AB̂C)

CA

B
O

D

https://ipst.me/11423


101

ipst.me/11424

บทที่ 2 | วงกลมคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

รูป 2

กำ�หนดให	้		  วงกลม O  มี  AB̂C  และมุมกลับ AOC  รองรับด้วยส่วนโค้งใหญ่ AC เดียวกัน
ต้องการพิสูจน์ว่า	 มุมกลับ AOC  =  2(AB̂C)
พิสูจน	์	 ลากเส้นผ่านศูนย์กลาง BD
			   เนื่องจาก		  AO	 =	 OB	 (รัศมีของวงกลมเดียวกัน)
			   จะได้ ΔABO เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	 (บทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)
			   ทำ�ให้		  OÂB	 =	 OB̂A	 (มุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมีขนาดเท่ากัน)
			   จาก		  DÔA 	 =	 OÂB + OB̂A	 (ขนาดของมุมภายนอกของรูปสามเหลี่ยมเท่ากับ
									         ผลบวกของขนาดของมุมภายในที่ไม่ใช่มุมประชิด 
									         ของมุมภายนอกนั้น)
			   จะได้		  DÔA	 =	 2(OB̂A)	 (OÂB  =  OB̂A)
			   ในทำ�นองเดียวกัน	 DÔC	 =	 2(OB̂C)
			   จะได้	 DÔC + DÔA	 =	 2(OB̂C) + 2(OB̂A)	 (สมบัติของการเท่ากัน)
					     มุมกลับ	AOC	 =	 DÔC + DÔA
			   ดังนั้น	 มุมกลับ	AOC	 =	 2(OB̂C + OB̂A)  =  2(AB̂C)

	 	 	 	 	 ชวนคิด 2.4

					     เป็นจริง

C
A

B

O

D

https://ipst.me/11424
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เฉลยแบบฝึกหัด

	 แบบฝึกหัด 2.1 ก

	 1.	 1)	 แนวคิด	 จากทฤษฎีบทที่ว่า ในวงกลมวงเดียวกัน มุมใน 
ส่วนโค้งของวงกลมที่รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกัน 
จะมีขนาดเท่ากัน

				    จากรูป	 จะเห็นว่า  BĈA  และ  BÊA  ต่างเป็นมุมที่
รองรับด้วยส่วนโค้ง BA

				    ดังนั้น  BĈA  =  BÊA  
				    นั่นคือ  x  =  25

		  2)	 แนวคิด	 จากทฤษฎีบทที่ว่า ในวงกลมวงเดียวกัน มุมในส่วนโค้งของวงกลมที่รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกันจะมี 
ขนาดเท่ากัน

				    จากรูป	 จะเห็นว่า  MN̂L  และ  MĴK  ต่างเป็นมุม 
ที่รองรับด้วยส่วนโค้ง MK

				    ดังนั้น  MN̂L  =  MĴK  =  25°

				    และเนื่องจากขนาดของมุมภายนอกของรูปสามเหลี่ยม
เท่ากับผลบวกของขนาดของมุมภายในท่ีไม่ใช่มุมประชิด

				    ของมุมภายนอกนั้น 
ดังนั้น  x  =  50 + 25  =  75

 		  3)	 แนวคิด	 จากทฤษฎีบทท่ีว่า  ในวงกลมวงเดียวกัน มุมท่ีจุดศูนย์กลาง
จะมีขนาดเป็นสองเทา่ของขนาดของมมุในสว่นโคง้ของ
วงกลมที่รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกัน

				    จากรูป	 จะเห็นว่า มุมที่จุดศูนย์กลางของวงกลม O   
มีขนาด 90°

				    ดังนั้น  x  =  45

M

K

N

O

J

25°

L x°

50°

25°

x°

O

25
°

C

A

B

E

O

D
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	 	 4)	 แนวคิด	 จากทฤษฎีบทท่ีว่า ในวงกลมวงเดียวกัน มุมท่ีจุดศูนย์กลางจะมีขนาดเป็นสองเท่าของขนาดของมุมใน
ส่วนโค้งของวงกลมที่รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกัน

				    จากรปู  จะเห็นว่า  AB̂C  รองรับด้วยส่วนโค้งใหญ่ AC
				    เนื่องจากมุมที่จุดศูนย์กลางที่รองรับด้วย
				    ส่วนโค้งใหญ่ AC  คือ มุมกลับ AOC 
				    และจาก  มุมกลับ AOC  =  360 – 120  =  240°

				    ดังนั้น  x  =  120

	 2.	 แนวคิด

				    เนื่องจาก	 ΔRQS  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	 (QR  =  QS  และบทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)
				    จะได้	 QR̂S  =  QŜR		  (มุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมีขนาดเท่ากัน)  
				    เนื่องจาก	 QR̂S + QŜR + RQ̂S	 =	 180°	 (ขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหลี่ยม
								        รวมกันเป็น 180°)
				    ดังนั้น	 2(QR̂S) + 64	 =	 180
				    จะได้	 QR̂S	 =	 58°

				    เนื่องจาก	 QR̂S  =  QR̂P + PR̂S
				    และ	 QR̂P  =  PR̂S		  (RP  แบ่งครึ่ง  QR̂S)

				    จะได้	 QR̂P  =  QR̂S
2    =  —58

2   =  29°

				    และจาก	 QR̂P  =  PŜQ		  (มุมในสว่นโค้งของวงกลมทีร่องรบัดว้ยสว่นโคง้เดยีวกัน
									         มีขนาดเท่ากัน)
				    ดังนั้น  	 PŜQ  =  29°
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	 3.	 แนวคิด

				    เนื่องจาก	 OA  =  OB		 (รัศมีของวงกลมเดียวกัน)
				    จะได้ว่า	 ΔAOB  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	 (บทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)
				    ดังนั้น  	 OB̂A  =  OÂB  =  35°	 (มุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมีขนาดเท่ากัน)  
				    เนื่องจาก		 OÂB + OB̂A + AÔB	=	180°	 (ขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหลี่ยม
								        รวมกันเป็น 180°)
				    จะได้	 AÔB	 =	 180 – (35 + 35)
				    ดังนั้น	 AÔB	 =	 110°

				    นั่นคือ	 AĈB  =  —AÔB
2    =  —110

2 	 =	 55°	 (มุมทีจ่ดุศูนย์กลางมีขนาดเป็นสองเทา่ของขนาดของ
							       มุมในส่วนโค้งของวงกลมท่ีรองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกัน)

	 4.	 แนวคิด

				    เนื่องจาก	 BÂC  =  50°	 (กำ�หนดให้)
				    ดังนั้น	 BÔC  =  2(BÂC)  =  100°	 (มุมทีจ่ดุศูนย์กลางมีขนาดเปน็สองเทา่ของขนาดของ
									         มุมในส่วนโค้งของวงกลมท่ีรองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกัน)
				    เนื่องจาก	 OB  =  OC		 (รัศมีของวงกลมเดียวกัน)
				    จะได้ว่า	 ∆BOC  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	 (บทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)
				    ดังนั้น  	 OB̂C  =  OĈB  	 (มุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมีขนาดเท่ากัน)  
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				    เนื่องจาก	 BÔC + OB̂C + OĈB	 =	 180°	 (ขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหลี่ยม
								        รวมกันเป็น 180°)
				    จะได้	 100 + 2(OĈB)	 =	 180
				    ดังนั้น	 OĈB	 =	 40°
				    นั่นคือ	 BÔC  =  100°  และ  OĈB	 =	 40°

	 5.	 แนวคิด

				    เนื่องจาก	 AĈD  =  AB̂E  =  50°	
�
	 (มุมในส่วนโค้งของวงกลมที่รองรับด้วยส่วนโค้ง

				    และ	 AD̂B  =  BĈE  =  55° 		  เดียวกันมีขนาดเท่ากัน)
			   เนื่องจาก	 CÂD + AĈD + (AD̂B + CD̂E)	 =	 180°	 (ขนาดของมุมภายในทัง้สามมมุของรปูสามเหลีย่ม
							       รวมกันเป็น 180°)
			   จะได้	 CD̂E	 =	 180 – (22 + 50 + 55)
			   ดังนั้น	 CD̂E	 =	 53°

	 6.

		  1)	 แนวคิด	 เนื่องจาก	 PÔW  =  64°		  (กำ�หนดให้)
				    ดังนั้น	 PR̂E  =  PÔW  =  64°	 (มุมในสว่นโค้งของวงกลมทีร่องรบัดว้ยสว่นโคง้เดยีวกัน
									         มีขนาดเท่ากัน)
				    และเนื่องจาก    PÊR  =  42°	 (กำ�หนดให้)
				    ดังนั้น	 PŴO  =  PÊR  =  42°	 (มุมในสว่นโค้งของวงกลมทีร่องรบัดว้ยสว่นโคง้เดยีวกัน
									         มีขนาดเท่ากัน)  
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				    เนื่องจาก	 PÔW + PŴO + OP̂W	 =	 180°	 (ขนาดของมุมภายในทัง้สามมมุของรปูสามเหลีย่ม
								        รวมกันเป็น 180°)
				    จะได้	 OP̂W	 =	 180 – (64 + 42)
				    ดังนั้น	 OP̂W	 =	 74°

		  2)	 แนวคิด	 เนื่องจาก  RP̂E เป็นมุมตรงข้ามกับ OP̂W  และจากข้อ 1)
				    จึงได้ว่า  RP̂E  =  OP̂W  =  74°  
				    ดังนั้น  ∆POW ~ ∆PRE  เพราะมีมุมที่มีขนาดเท่ากันเป็นคู่ ๆ 3 คู่

				    จะได้ว่า	 PO	 =	 PW
					     PR		  PE

					     2.8	 =	 5.6
					     4.2		  PE 
				    ดังนั้น	 PE	 =	 8.4  หน่วย

		  3)	 แนวคิด	 จากข้อ 2)  เราทราบมาแล้วว่า  ∆POW ~ ∆PRE  และ  PO  =  PW
								        PR	 PE 
				    ดังนั้นจึงสรุปได้ว่า  PR ∙ PW  =  PO ∙ PE

	 แบบฝึกหัด 2.1 ข

	 คำ�ชี้แจง	 สำ�หรับแนวคิดในการหาคำ�ตอบในบางข้ออาจทำ�ได้หลายวิธี แนวคิดที่นำ�เสนอไว้เป็นเพียงวิธีหาคำ�ตอบวิธีหนึ่ง   
ซึ่งครูผู้สอนอาจมีแนวคิดที่แตกต่างไปจากนี้

	 1.	 1)	 แนวคิด	 จากทฤษฎีบทที่ว่า มุมในครึ่งวงกลมมีขนาด 90°  หรือหนึ่งมุมฉาก
					     จากรูป จะได้ว่า  AĈB  =  90°

					     และเนื่องจากขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของ
					     รูปสามเหลี่ยมรวมกันเป็น 180°

					     จึงได้ว่า  AB̂C  =  180 – (90 + 65)  =  25°

					     นั่นคือ  x  =  25
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		  2)	 แนวคิด	 จากทฤษฎีบทที่ว่า มุมในครึ่งวงกลมมีขนาด 90°  หรือหนึ่งมุมฉาก
					     จากรูป จะได้ว่า  PR̂Q  =  90°

					     และเนื่องจากขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของ
					     รูปสามเหลี่ยมรวมกันเป็น 180°

					     จึงได้ว่า	 PQ̂R  =  180 – (37 + 90)  =  53°

					     และ	 SR̂Q  =  180 – (53 + 90)  =  37°

					     ดังนั้น  x  =  37

	 2.	 แนวคิด

		  เนื่องจาก	 AĈO + OĈB  =  90°		  (มุมในครึ่งวงกลมมีขนาด 90°)
		  และ			   AĈO	 =	 35°	 (กำ�หนดให้)
		  ดังนั้น		  OĈB	 =	 90 – 35  =  55°	
		  และเนื่องจาก	 OC	 =	 OB	 (รัศมีของวงกลมเดียวกัน)
		  จะได้ว่า	 ∆BOC  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	 (บทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)
		  ดังนั้น 		  OB̂C	 =	 55°	 (มุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมีขนาดเท่ากัน)  
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	 3.	 แนวคิด

		  เนื่องจาก		  OC	 =	 OA	 (รัศมีของวงกลมเดียวกัน)
		  จะได้ว่า	 ∆AOC  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	 (บทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)
		  และจาก		  OÂC	 =	 32°	 (กำ�หนดให้)
		  ดังนั้น		  AĈO	 =	 32°	 (มุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมีขนาดเท่ากัน)
		  เนื่องจาก	 AĈO + BĈO  =  90°	 (มุมในครึ่งวงกลมมีขนาด 90°)
		  ดังนั้น	 BĈO  =  90 – 32  =  58°

	 4.	 แนวคิด

		  1)	 มุมกลับ AOC  =  2(AB̂C)  =  200°	 (มุมที่จุดศูนย์กลางมีขนาดเป็นสองเท่าของขนาดของ
				    มุมในสว่นโค้งของวงกลมทีร่องรบัดว้ยสว่นโค้งเดยีวกัน)
		  2)	 AÔC  =  360 – มุมกลับ AOC  =  160°	 (มุมรอบจุดมีขนาด 360°)
		  3)	 AD̂C  =  –12(AÔC)  =  80°	 (มุมที่จุดศูนย์กลางมีขนาดเป็นสองเท่าของขนาดของ
				    มุมในสว่นโค้งของวงกลมทีร่องรบัดว้ยสว่นโค้งเดยีวกัน)
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	 5.	 แนวคิด

		  เนื่องจาก		  AB̂C	 =	 90°	 (มุมในครึ่งวงกลมมีขนาด 90°)

					     BÂD	 =	 BÔD   =   50°	 (มุมที่จุดศูนย์กลางมีขนาดเป็นสองเท่าของขนาดของ
							       2
								        มุมในสว่นโค้งของวงกลมทีร่องรบัดว้ยสว่นโคง้เดยีวกัน)

		  จะได้			  AÊB	 =	 180 – (90 + 50)	 (ขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหลี่ยม
								        รวมกันเป็น 180°)
		  ดังนั้น		  AÊC	 =	 40°

	 6.	 แนวคิด

		  เนื่องจาก 	 	AD̂B	 =	 AĈB   =   30°	 (มุมในสว่นโค้งของวงกลมทีร่องรบัดว้ยสว่นโคง้เดยีวกัน
								        มีขนาดเท่ากัน)
		  และ			   AD̂C	 =	 90°	 (มุมในครึ่งวงกลมมีขนาด 90°)
		  ดังนั้น		  BD̂C	 =	 90 – 30   =   60°	
		  เนื่องจาก		  AB̂C	 =	 90°	 (มุมในครึ่งวงกลมมีขนาด 90°)
		  จะได้			  DB̂C	 =	 90 – 40   =   50°	
		  ดังนั้น		  CÂD	 =	 DB̂C   =   50°	 (มุมในสว่นโค้งของวงกลมทีร่องรบัดว้ยสว่นโคง้เดยีวกัน
								        มีขนาดเท่ากัน)
		  นั่นคือ	 BD̂C  =  60°  และ  CÂD  =  50°
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	 7.	 แนวคิด

		  เนื่องจาก		  AĈB	 =	 90°	 (มุมในครึ่งวงกลมมีขนาด 90°)
		  จะได้			  AB̂C	 =	 180 – (90 + 18)  =  72°	 (ขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหล่ียม 
								        รวมกันเป็น 180°)
		  เนื่องจาก		  AÔD	 =	 AB̂C	 (มุมภายนอกและมุมภายในที่อยู่ตรงข้ามบน
								        ข้างเดียวกันของเส้นที่ตัดเส้นขนาน จะมีขนาดเท่ากัน)
		  ดังนั้น		  AÔD	 =	 72°	 (สมบัติของการเท่ากัน)
		  เนื่องจาก		  OA	 =	 OD	 (รัศมีของวงกลมเดียวกัน)
		  จะได้ว่า	 ∆AOD  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	 (บทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)

		  ดังนั้น		  AD̂O	 =	 OÂD  =  180 – 72  =  54°	 (มุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมีขนาดเท่ากัน)
							       2

	 8.	 แนวคิด

		  เนื่องจาก		  OA	 =	 OB	 (รัศมีของวงกลมเดียวกัน)
		  จะได้ว่า	 ∆AOB  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	 (บทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)
		  ดังนั้น		  AB̂O	 =	 45°

		  นั่นคือ		  AÔB	 =	 180 – (45 + 45)  =  90°	 (ขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหล่ียม 
								        รวมกันเป็น 180°)
		  เนื่องจาก	 มุมกลับ COE  =  2(CD̂E)  =  230°	 (มุมท่ีจุดศูนย์กลางมีขนาดเป็นสองเท่าของขนาดของ 
								        มุมในสว่นโค้งของวงกลมทีร่องรบัดว้ยสว่นโค้งเดยีวกัน)
		  ดังนั้น  AÔE + BÔC  =  230 – 90  =  140°	 (มุมกลับ COE  =  AÔE + AÔB + BÔC)
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	 9.	 แนวคิด
								        กำ�หนดให้	 CB̂E  =  x°  และ  AĈD  =  y°

								        เนื่องจาก	 BCDE  เป็นรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลม
								        จึงได้ว่า	 AD̂C  =  (180 – x)°

								        และ	 DÊB  =  (180 – y)°

								        และเนื่องจาก  BA  และ  EA  เป็นส่วนของเส้นตรง 
								        ที่ลากต่อจาก  CB  และ  DE  ตามลำ�ดับ
								        จึงทำ�ให้  CB̂A  และ  DÊA  เป็นมุมตรง
								        ดังนั้น	 AB̂E  =  (180 – x)°

								        และ	 AÊB  =  180 – (180 – y)  =  y°

		  พิจารณา  ∆CAD  และ  ∆EAB
		  เนื่องจาก		  CÂD	 =	 EÂB	 (มุมร่วม)
					     AĈD	 =	 AÊB	 (ต่างมีขนาดเท่ากับ y°)
					     AD̂C	 =	 AB̂E	 (ต่างมีขนาดเท่ากับ (180 – x)°)
		  ดังนั้น  ∆CAD ~ ∆EAB   เพราะมีมุมที่มีขนาดเท่ากันเป็นคู่ ๆ 3 คู่

	 10.	 แนวคิด	 ลาก  AB    จะได้  ABCD  เป็นรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลม

		  เนื่องจาก		  AB̂D	 =	 AĈD  =  68°	 (มุมในสว่นโค้งของวงกลมทีร่องรบัดว้ยสว่นโคง้เดยีวกัน
								        มีขนาดเท่ากัน)
		  จะได้			  AD̂C	 =	 180 – AB̂C	 (ผลบวกของขนาดของมุมตรงข้ามของรูปสี่เหลี่ยม 
								        แนบในวงกลมเป็น 180°)
		  ดังนั้น		  AD̂C	 =	 180 – (68 + 40)  =  72°
		  เนื่องจาก		  AD̂B	 =	 BD̂C 	 (กำ�หนดให้)

		  จะได้			  AD̂B	 =	 AD̂C  =  36°
							       2
		  เนื่องจาก		  AD̂B	 =	 AĈB	 (มุมในสว่นโค้งของวงกลมทีร่องรบัดว้ยสว่นโคง้เดยีวกัน
								        มีขนาดเท่ากัน)
		  ดังนั้น		  AĈB	 =	 36°
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2.2 คอร์ดของวงกลม (5 ชั่วโมง)

	 	 จุดประสงค์

		  นักเรียนสามารถ
			   1.	 อธิบายทฤษฎีบทเกี่ยวกับคอร์ดของวงกลม
			   2.	 นำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับคอร์ดของวงกลมไปใช้ในการให้เหตุผลและแก้ปัญหาคณิตศาสตร์

	 	 ความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน

		  -

	 	 สื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  ซอฟต์แวร์ The Geometer’s Sketchpad (GSP)

	 	 ข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  ในหัวข้อนี้ เป็นเร่ืองทฤษฎีบทเกี่ยวกับคอร์ดของวงกลม  ซึ่งเน้นให้นักเรียนใช้สมบัติและทฤษฎีบทที่เรียนมาแล้วใน 
การพิสูจน์และให้เหตุผล และสำ�รวจโดยใช้ซอฟต์แวร์ The Geometer’s Sketchpad (GSP) การเรียนเร่ืองน้ี มุ่งให้นักเรียนเข้าใจ
ทฤษฎีบท และสามารถนำ�ไปใช้ในการให้เหตุผลและแก้ปัญหาคณิตศาสตร์ได้  แนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู้อาจทำ�ได้ดังนี้
			   1.	 ครูแนะนำ�ให้นักเรียนรู้จักคอร์ดของวงกลม เพื่อนำ�ไปใช้ในการศึกษาทฤษฎีบทท่ีเกี่ยวกับคอร์ดของวงกลม 

โดยเน้นการให้เหตุผลและการพิสูจน์แบบไม่เป็นทางการ เพื่อให้ได้ข้อสรุปตามทฤษฎีบท  และใช้มุมเทคโนโลยี  
ในหนังสือเรียน หน้า 74–75 และ 77   โดยดาวน์โหลดสื่อสำ�เร็จรูปสำ�หรับซอฟต์แวร์ The Geometer’s 
Sketchpad (GSP) เพื่อสำ�รวจความสัมพันธ์ต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับคอร์ดของวงกลม  ได้แก่  ความสัมพันธ์ระหว่าง
ความยาวของคอร์ดกับความยาวของส่วนโค้งของวงกลม  ความสัมพันธ์ระหว่างคอร์ดกับจุดศูนย์กลางของวงกลม  
และสมบัติของคอร์ดที่ยาวเท่ากัน  เพื่อยืนยันข้อสรุปที่ได้ตามลำ�ดับ 

			   2.	 การอธิบายทฤษฎีบทเกี่ยวกับจุดศูนย์กลางของวงกลมที่อยู่บนเส้นตรงที่ตั้งฉากและแบ่งครึ่งคอร์ดของวงกลม   
ครูควรใช้การอภิปรายในชั้นเรียน เพื่อชี้ให้นักเรียนเห็นว่า ทฤษฎีบทดังกล่าวมีประโยชน์ในการแก้ปัญหาเกี่ยวกับ
การหาตำ�แหน่งของจุดศูนย์กลางของวงกลม ดังตัวอย่างการนำ�ไปใช้ในแบบฝึกหัด 2.2  ข้อ 10–11

					     ครูอาจให้ข้อสังเกตเพิ่มเติมว่า สำ�หรับการหาจุดศูนย์กลางของวงกลมในกรณีที่กำ�หนดให้คอร์ด 2 คอร์ด 
ขนานกนั   เสน้ตรงทีแ่บง่คร่ึงและตัง้ฉากกับคอรด์ท้ังสองนัน้ จะเปน็เสน้เดยีวกนั ทำ�ใหไ้ม่สามารถระบุตำ�แหนง่ของ
จุดศูนย์กลางของวงกลมได้  ดังนั้น จึงต้องสร้างคอร์ดใหม่เพิ่มเติม เช่น
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						      จากรูป  AB // CD  และ  �EF  ตั้งฉาก
						      และแบ่งครึ่ง AB  และ  CD  
						      อาจลาก  BD  แล้วสร้างเส้นตรง   ให้ตั้งฉาก
						      และแบ่งครึ่ง  BD  จะได้จุดตัดของเส้นตรง 
						      กับ  �EF  เป็นจุดศูนย์กลางของวงกลม

			   3.	 ในการศึกษาทฤษฎีบทเกี่ยวกับคอร์ดท่ียาวเท่ากัน  ครูควรให้นักเรียนได้ฝึกการนำ�ความรู้ก่อนหน้ามาใช้ใน 
การให้เหตุผลก่อนท่ีจะสรุปทฤษฎีบทดังกล่าว เช่น จากตารางในหนังสือเรียน หน้า 78  เหตุผลท่ีนักเรียนให้ 
ควรเป็นดังนี้

F

D

C
A

B

E

A

S O

B

T

N

M

ข้อที่ ข้อความ เหตุผล

1 OB  =  ON รัศมีของวงกลมเดียวกัน

2 OŜB  =  OT̂N กำ�หนดให้  OS ⊥ AB  และ  OT ⊥ MN  

3 OS  =  OT กำ�หนดให้ 

4 ∆SOB  ≅  ∆TON เท่ากันทุกประการแบบ ฉ.ด.ด.

5 SB  =  TN ด้านที่สมนัยกันของรูปสามเหลี่ยมที่เท่ากันทุกประการ จะยาวเท่ากัน

6 AB  =  MN
ในทำ�นองเดียวกัน  เมื่อลาก  OA  และ  OM
จะได้ว่า  ∆SOA  ≅  ∆TOM    ซึ่งทำ�ให้  AS = MT

					     สำ�หรับการให้เหตุผลในข้อ 6  นักเรียนอาจให้เหตุผลในลักษณะอ่ืน เช่น ใช้สมบัติของรูปสามเหล่ียมหน้าจ่ัว   
หรือใช้ทฤษฎีบทเกี่ยวกับคอร์ดและจุดศูนย์กลางของวงกลมที่ว่า “ถ้าส่วนของเส้นตรงผ่านจุดศูนย์กลาง 
และตั้งฉากกับคอร์ด แล้วส่วนของเส้นตรงนั้นจะแบ่งครึ่งคอร์ด”
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			   4.	 เนื่องจากจุดประสงค์ของบทเรียนเน้นท่ีการนำ�ทฤษฎีบทไปใช้ในการให้เหตุผลและแก้ปัญหาคณิตศาสตร์  ดังนั้น  
แบบฝึกหัดท่ีให้นักเรียนหาขนาดของมุมต่าง ๆ น้ัน มีเจตนาให้นักเรียนได้ใช้ทฤษฎีบทที่เรียนมาแล้ว  ในการให้
เหตุผลเกี่ยวกับการหาขนาดของมุม ดังตัวอย่างในหนังสือเรียน หน้า 79
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เฉลยชวนคิด

	 	 	 	 	 ชวนคิด 2.5

					     คอร์ดที่ยาวที่สุด คือ เส้นผ่านศูนย์กลางของวงกลม
					     ความยาวของส่วนโค้งของวงกลมท่ีแบ่งด้วยคอร์ดดังกล่าวจะเป็นคร่ึงหน่ึงของความยาวของเส้นรอบวงของวงกลม

	 	 	 	 	 ชวนคิด 2.6

					     1.	 ถ้ากำ�หนดจุดบนระนาบมาให้ 1 จุด จะสามารถสร้างวงกลมให้ผ่านจุดดังกล่าวได้มากมายนับไม่ถ้วน  เช่น

					     2.	 ถ้ากำ�หนดจุดบนระนาบมาให้ 2 จุด จะสามารถสร้างวงกลมให้ผ่านจุดทั้งสองได้มากมายนับไม่ถ้วน   
โดยวงกลมเหล่าน้ันจะมจุีดศนูยก์ลางอยูบ่นเสน้ตรงทีต่ัง้ฉากและแบง่ครึง่สว่นของเส้นตรงทีม่จีดุสองจดุนัน้
เป็นจุดปลาย  เช่น

					     3.	 ถ้ากำ�หนดจุดบนระนาบมาให้ 3 จุด  ท่ีไม่อยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกัน จะสามารถสร้างวงกลมให้ผ่านจุดท้ังสาม 
ได้เพียงวงเดียวเท่านั้น  โดยสร้างได้ดังนี้  

							       1)	 กำ�หนดให้จุดทั้งสามเป็นจุด A, B  และ  C  แล้วสร้าง AB 
และ  BC

							       2)	 สร้างรังสี  2  เส้น  ให้แบ่งครึ่งและตั้งฉากกับ  AB  และ  BC
							       3)	 กำ�หนดจุดตัดของรังสีทั้งสอง ซึ่งเป็นจุดศูนย์กลางของวงกลม 

ให้ชื่อเป็นจุด O
							       4)	 สร้างวงกลม O  ที่มีรัศมียาว OA, OB  หรือ  OC

ipst.me/11425

ipst.me/11426

A

B

C

O

https://ipst.me/11425
https://ipst.me/11426
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เฉลยแบบฝึกหัด

	 แบบฝึกหัด 2.2 

	 1.	 1)	 แนวคิด	 จากทฤษฎีบทที่ว่า เส้นตรงที่ลากจากจุดศูนย์กลางมาแบ่งครึ่งคอร์ดจะตั้งฉากกับคอร์ด

				    จากรูป จะได้ว่า  AD̂B  =  AD̂C  =  90°

				    ดังนั้น  x  =  90
				    และเนื่องจากขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของ 
				    รูปสามเหลี่ยมรวมกันเป็น 180°

				    ทำ�ให้ได้ว่า  CÂD  =  180 – (90 + 32)  =  58° 
				    ดังนั้น  y  =  58

		  2)	 แนวคิด	 จากทฤษฎีบทที่ว่า เส้นตรงที่ลากจากจุดศูนย์กลางมาแบ่งครึ่งคอร์ดจะตั้งฉากกับคอร์ด
				    จากรูป จะได้ว่า  BÊD  =  BÊC  =  90°

				    และเนื่องจาก  ∆BED  ≅  ∆BEC  แบบ ด.ม.ด.

				    ทำ�ให้ได้ว่า  DB̂E  =  CB̂E  =  108  =  54°
				    2
				    ดังนั้น  x  =  54
				    และเนื่องจากขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของ 
				    รูปสามเหลี่ยมรวมกันเป็น 180°

				    ทำ�ให้ได้ว่า  EĈB  =  180 – (90 + 54)  =  36° 
				    ดังนั้น  y  =  36

		  3)	 แนวคิด	 จากทฤษฎีบทที่ว่า เส้นตรงที่ลากจากจุดศูนย์กลางมาแบ่งครึ่งคอร์ดจะตั้งฉากกับคอร์ด
				    จากรูป จะได้ว่า  DĜF  =  DĜE  =  90°

				    ดังนั้น  x  =  90
				    และเนื่องจากขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของ 
				    รูปสามเหลี่ยมรวมกันเป็น 180°

				    ทำ�ให้ได้ว่า  DÊG  =  180 – (90 + 15)  =  75° 
			    	 ดังนั้น  y  =  75

D
x°

C

A

B

y°

32°

D C
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E
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		  4)	 แนวคิด	 จากทฤษฎีบทที่ว่า เส้นตรงที่ลากจากจุดศูนย์กลางมาแบ่งครึ่งคอร์ดจะตั้งฉากกับคอร์ด
				    จากรูป จะได้ว่า  EĤF  =  EĤG  =  90°

				    และเนื่องจาก  ∆EHF  ≅  ∆EHG  แบบ ด.ม.ด.
				    ทำ�ให้ได้ว่า  EF̂H  =  EĜH  =  65°  และ  FÊH  =  GÊH
				    และเนือ่งจากขนาดของมมุภายในทัง้สามมุมของรปูสามเหลีย่ม
				    รวมกันเป็น 180°

				    ดังนั้น  FÊH  =  GÊH  =  180 – (90 + 65)  =  25°

				    นั่นคือ  x  =  25
				    และจากทฤษฎีบทท่ีว่า มุมท่ีจุดศูนย์กลางมีขนาดเป็นสองเท่าของขนาดของมุมในส่วนโค้งของวงกลม 

ที่รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกัน  ทำ�ให้ได้ว่า  FD̂G  =  2(FÊG)  =  2(25 + 25)  =  100°  
				    ดังนั้น  y  =  100

		  5)	 แนวคิด	 จากทฤษฎีบทท่ีว่า ถ้าคอร์ดสองเส้นตัดวงกลมทำ�ให้ส่วนโค้งน้อยยาวเท่ากัน แล้วคอร์ดท้ังสองจะยาวเท่ากัน

				    จากรูป จะได้ว่า  FG  =  FH
				    และจากทฤษฎีบทที่ว่า ถ้าคอร์ดสองเส้นยาวเท่ากัน  		
				    แล้วคอร์ดทั้งสองนั้นจะอยู่ห่างจากจุดศูนย์กลางเป็น
				    ระยะเท่ากัน

				    จากรูป  EÎG  =  90°  แสดงว่า  EI  เป็นระยะห่างจากจุดศูนย์กลางถึงคอร์ด FG  
				    ซึ่งจาก  FG  =  FH  และ  EI  =  EJ  ทำ�ให้  EJ  เป็นระยะห่างจากจุดศูนย์กลางถึงคอร์ด FH ด้วย 

ดังนั้น  EĴF  =  90°

				    นั่นคือ  x  =  90
				    เนื่องจาก  GÎF  เป็นมุมตรง  ทำ�ให้  EÎF  =  180 – 90  =  90°

				    และจากมุมรอบจุด E  ทำ�ให้  IÊJ  =  360 – 250  =  110°

				    และเนื่องจากขนาดของมุมภายในทั้งสี่มุมของรูปสี่เหลี่ยมรวมกันเป็น 360°

				    ทำ�ให้ได้ว่า  IF̂J  =  360 – (90 + 110 + 90)  =  70°

				    นั่นคือ  y  =  70
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		  6)	 แนวคิด	 จากทฤษฎีบทที่ว่า ถ้าส่วนโค้งน้อยยาวเท่ากัน แล้วคอร์ดทั้งสองจะยาวเท่ากัน
				    จากรูป จะได้ว่า  GH  =  HI  =  IG
				    ดังนั้น  ∆GHI  เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า
				    จะได้ว่า  x  =  60  และ  HÎG  =  60°

				    และจากทฤษฎีบทที่ว่า ถ้าคอร์ดสองเส้นยาวเท่ากัน   
				    แล้วคอร์ดทั้งสองนั้นจะอยู่ห่างจากจุดศูนย์กลางเป็น 
				    ระยะเท่ากัน  

				    จากรูป  FĴG  =  90°  แสดงว่า  FJ  เป็นระยะห่างจากจุดศูนย์กลางถึงคอร์ด GH
				    จาก	 GH  =  HI  =  IG  และ  FJ  =  FK  =  FL  
				    ทำ�ให้	 FK  เป็นระยะห่างจากจุดศูนย์กลางถึงคอร์ด HI
				    และ	 FL  เป็นระยะห่างจากจุดศูนย์กลางถึงคอร์ด IG
				    ดังนั้น	 FK̂I  =  FL̂I  =  90°  
				    เนื่องจากขนาดของมุมภายในทั้งสี่มุมของรูปสี่เหลี่ยมรวมกันเป็น 360°

				    ดังนั้น  KF̂L  =  360 – (90 + 60 + 90)  =  120°  
				    นั่นคือ  y  =  120

	 2.	 1)	 แนวคิด	 จากทฤษฎีบทที่ว่า ถ้าส่วนโค้งน้อยยาวเท่ากัน  
				    แล้วคอร์ดทั้งสองจะยาวเท่ากัน
				    ดังนั้น จะได้ว่า  ∆SET  เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า
				    จะได้  SE  =  ET  =  TS  =  7  หน่วย
				    นัน่คือ  ความยาวรอบรปูของ ∆SET  เทา่กบั 21 หน่วย

		  2)	 แนวคิด	 จากทฤษฎีบทท่ีว่า เส้นตรงท่ีลากจากจุดศูนย์กลาง 
				    มาตั้งฉากกับคอร์ดจะแบ่งครึ่งคอร์ด
				    ดังนั้น  EA  =  AT  =  8  หน่วย
				    และทำ�ให้ได้ว่า  ∆SEA  ≅  ∆STA  แบบ ด.ม.ด.
				    ดังนั้น  SE  =  ST
				    จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส
				    จะได้	 ST2	 =	 152 + 82  =  289
					     ST	 =	 17
				    และ	 SE	 =	 17
				    ดังนั้น  ความยาวรอบรูปของ ∆SET  =  17 + 17 + 8 + 8  =  50  หน่วย
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		  3)	 แนวคิด			   เนื่องจาก  ST  และ  SE  ต่างเป็นรัศมีของวงกลม  
						      ดังนั้น  ST  =  SE  =  2.5  หน่วย
						      เนื่องจาก  2.52  =  1.52 + 22

						      จากบทกลับของทฤษฎีบทพีทาโกรัส  จะได้  ∆SAT 
						      เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ที่มี  SÂT  =  90°

						      ดังนั้น  SA  ตั้งฉากกับ  TE
						      จากทฤษฎีบทที่ว่า เส้นตรงที่ลากจากจุดศูนย์กลาง
						      มาตั้งฉากกับคอร์ดจะแบ่งครึ่งคอร์ด
						      ทำ�ให้ได้ว่า  EA  =  AT  =  1.5  หน่วย
				    นั่นคือ  ความยาวรอบรูปของ ∆SET  =  2.5 + 2.5 + 1.5 + 1.5  =  8  หน่วย

		  4)	 แนวคิด	 จากทฤษฎีบทที่ว่า เส้นตรงที่ลากจากจุดศูนย์กลางมาตั้งฉากกับคอร์ดจะแบ่งครึ่งคอร์ด

						      ดังนั้น  EA  =  AT  =  1.2  หน่วย
						      จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส
						      จะได้	 ST2	 =	 1.62 + 1.22  =  4
							       ST	 =	 2
						      เนื่องจาก  ST  และ  SE  ต่างเป็นรัศมีของวงกลม  
						      ดังนั้น  ST  =  SE  =  2  หน่วย
				    นั่นคือ  ความยาวรอบรูปของ ∆SET  =  2 + 2 + 1.2 + 1.2  =  6.4  หน่วย

	 3.	 แนวคิด

		  เนื่องจาก		  m(�AR)	 =	 m(�AC)  	 (กำ�หนดให้)
		  จะได้ 		  AR	 =	 AC	 (ถ้าส่วนโค้งน้อยยาวเท่ากัน แล้วคอร์ดทั้งสองจะยาวเท่ากัน)
		  ดังนั้น	 ∆ARC  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	 (บทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)
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	 4.	 แนวคิด

		  เนื่องจาก		  m(�RA)	 =	 m(�AP)  	 (กำ�หนดให้)
		  จะได้			  AĜR	 =	 AĤP	 (มุมในสว่นโค้งของวงกลมท่ีรองรบัด้วยสว่นโค้งทีย่าวเทา่กัน
								        มีขนาดเท่ากัน)
		  และ			   AR	 =	 AP	 (ถา้สว่นโค้งน้อยยาวเทา่กนั แลว้คอรด์ทัง้สองจะยาวเทา่กนั)
		  เนื่องจาก		  RÂG	 =	 HÂP	 (กำ�หนดให้)
		  ดังนั้น		  ∆AGR	 ≅	 ∆AHP	 (เท่ากันทุกประการแบบ ม.ม.ด.)
		  นั่นคือ  HA  จะยาวเท่ากับ  GA  	 (ด้านคู่ที่สมนัยกันของรูปสามเหลี่ยมที่เท่ากันทุกประการ 
								        จะยาวเท่ากัน)

	 5.	 แนวคิด

		  เนื่องจาก		  OA	 =	 OB	 (กำ�หนดให้)
		  จะได	้		  SU	 =	 SM	 (ถ้าคอร์ดสองคอร์ดอยู่ห่างจากจุดศูนย์กลางเป็นระยะเท่ากัน 
								        แล้วคอร์ดสองเส้นจะยาวเท่ากัน)
		  ดังนั้น	 ∆SUM  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	 (บทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)
		  เนื่องจาก		  CU	 =	 CM	 (SC  เป็นเส้นที่ตั้งฉากกับฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว และ 
								        สมบัติของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)
		  และ			   SC	 =	 SC	 (ด้านร่วม)
		  จะได้			  ∆SUC	 ≅	 ∆SMC	 (เท่ากันทุกประการแบบ ด.ด.ด.)
		  ดังนั้น  		  SĈU	 =	 SĈM  =  90°

		  และ			   CŜU	 =	 CŜM  
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		  เนื่องจาก		  CŜU	 =	 180 – (50 + 90)  =  40°	 (ขนาดของมุมภายในของรูปสามเหลี่ยมรวมกันเป็น 180°)
		  ดังนั้น  		  OŜM	 =	 40°	 (OŜM  และ  CŜM  เป็นมุมเดียวกัน)

	 6.	 แนวคิด
		  เนื่องจาก		  OR  =  OW  =  5  หน่วย	 (รัศมีของวงกลมเดียวกัน)
		  ดังนั้น	 ∆ROW  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	 (บทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)
		  ลาก  OA   ให้ตั้งฉากกับฐาน  RW  ดังรูป 

		  จากสมบัติของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว  จะได้  AR  =  AW  =  4  หน่วย
		  จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส
		  จะได้			  OA2	 =	 52 – 42  =  9
					     OA	 =	 3
		  ดังนั้น  ∆ROW  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว  และมีพื้นที่  =  –12 × 3 × 8  =  12  ตารางหน่วย

	 7.	 แนวคิด	 ลาก  OA  ให้ตั้งฉากกับ SK  จะได้ว่า  OA เป็นระยะห่างระหว่างจุดศูนย์กลาง O กับ SK  

		  เนื่องจาก		  SK  =  18 – 6  =  12	 (SK  =  SY – KY)

		  และ			   AS  =  AK  =  —SK
2   =  6	 (เสน้ตรงทีล่ากจากจดุศนูยก์ลางมาตัง้ฉากกบัคอรด์จะแบง่คร่ึงคอร์ด)

		  จะได้			  AY  =  6 + 6  =  12	 (AY  =  AK + KY)
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		  จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส
		  จะได้			  OY2	 =	 OA2 + AY2

					     132	 =	 OA2 + 122

					     OA2	 =	 25
		  ดังนั้น		  OA	 =	 5
		  นั่นคือ  SK  อยู่ห่างจากจุดศูนย์กลาง O   5  เซนติเมตร

	 8.	 แนวคิด	 ลาก  OM  และ  ON  ให้ตั้งฉากกับ  ES  และ  BT  ตามลำ�ดับ

		  เนื่องจาก		  OM̂U	 =	 ON̂U  =  90°	 (จากการสร้าง)
		  เนื่องจาก		  ES	 =	 BT	 (กำ�หนดให้)	
		  จะได้			  OM	 =	 ON	 (ถา้คอรด์สองเสน้ยาวเทา่กนั แลว้คอรด์ทัง้สองน้ันจะอยูห่่าง
								        จากจุดศูนย์กลางเป็นระยะเท่ากัน)
		  และจาก		  OU	 =	 OU	 (ด้านร่วม)
		  ดังนั้น		 ∆MOU	 ≅	 ∆NOU	 (เท่ากันทุกประการแบบ ฉ.ด.ด.)
		  จะได้			  MU	 =	 NU	 (ด้านคู่ที่สมนัยกันของรูปสามเหลี่ยมท่ีเท่ากันทุกประการ 
								        จะยาวเท่ากัน)
		  เนื่องจาก  EM  =  MS  =  BN  =  NT  =  3	 (เส้นตรงที่ลากจากจุดศูนย์กลางมาตั้งฉากกับคอร์ดจะ 
								        แบ่งครึ่งคอร์ด)
		  ดังนั้น  TU  =  NU – NT  =  MU – 3  =  (14 – 3) – 3  =  8  หน่วย
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	 9.	 1) 

		  2)	 จากข้อ 1)  ลาก  SA ,  SB  และ  SC  ดังรูป

ข้อที่ ข้อความ เหตุผล

(1) SD  =  SD ด้านร่วม
(2) SD̂A  =  SD̂B DX�  ตั้งฉากกับ  AB
(3) AD  =  BD DX�  แบ่งครึ่ง  AB
(4) ΔSDA  ≅  ΔSDB เท่ากันทุกประการแบบ ด.ม.ด.

(5) SA  =  SB
ด้านคู่ที่สมนัยกันของรูปสามเหลี่ยม 
ที่เท่ากันทุกประการ จะยาวเท่ากัน

(6) SE  =  SE ด้านร่วม
(7) SÊA  =  SÊC EY�  ตั้งฉากกับ  AC   
(8) AE  =  CE EY�  แบ่งครึ่ง  AC   
(9) ΔSEA  ≅  ΔSEC เท่ากันทุกประการแบบ ด.ม.ด.

(10) SA  =  SC
ด้านคู่ที่สมนัยกันของรูปสามเหลี่ยม 
ที่เท่ากันทุกประการ จะยาวเท่ากัน

(11) SA  =  SB  =  SC จาก  (5)  และ  (10)   และสมบัติของการเท่ากัน
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		  3)	 ถ้าให้  S เป็นจุดศูนย์กลางของวงกลม  ที่มีรัศมียาวเท่ากับ SA  แล้ววงกลมนี้จะผ่านจุด B  และจุด C ด้วย   
เพราะจากข้อ 2)  ทำ�ให้ทราบว่า  SA  =  SB  =  SC  

			   นั่นคือ  วงกลม S  จะผ่านจุดยอดทั้งสามของรูปสามเหลี่ยม ABC

		  4)	 จากข้อ 1) – 3)  สามารถสร้างข้อความคาดการณ์ได้ว่า  เมื่อกำ�หนดจุดสามจุดใด ๆ บนระนาบ ที่ไม่อยู่ในแนว 
เส้นตรงเดียวกัน จะสามารถสร้างวงกลมให้ผ่านจุดทั้งสามนั้นได้  เพราะสามารถหาจุดตัด S  ที่เป็นจุดศูนย์กลาง
ของวงกลมได้  แต่ถ้าจุดทั้งสามนั้น อยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกัน ก็จะไม่มีจุดตัด S  ทำ�ให้สร้างวงกลมผ่านจุดทั้งสาม
นั้นไม่ได้

	 10.	 แนวคิด	 เนื่องจากต้องการสร้างตลาดสดแห่งใหม่ให้อยู่ห่างจากท่ารถประจำ�ทาง  สถานีรถไฟ  และท่าเรือเป็น 
ระยะทางเท่า ๆ กัน  

				    ดังนั้น	 จึงต้องทำ�ให้ท่ารถประจำ�ทาง (A)  สถานีรถไฟ (B)  และท่าเรือ (C)  เป็นตำ�แหน่งที่อยู่บนวงกลม  
โดยมีตำ�แหน่งที่จะสร้างตลาดสดอยู่ที่จุดศูนย์กลางของวงกลม (P)

		  หมายเหตุ  สร้างโดยใช้หลักการเดียวกันกับแบบฝึกหัดข้อ 9
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	 11.	 แนวคิด	 เนื่องจากสมมุติฐานของเขา คือ เดิมจานใบนี้เป็นรูปวงกลม  
				    ดังนั้น	 เขาจะหาความยาวของเส้นผ่านศูนย์กลางของจาน ได้ดังนี้
					     1)	 กำ�หนดจุด A, B  และ  C  บนขอบจานที่เป็นส่วนโค้งในบริเวณที่ไม่ชำ�รุด  แล้วสร้าง AB  และ  

BC
					     2)	 สร้างรังสี  2  เส้น  ให้แบ่งครึ่งและตั้งฉากกับ  AB  และ  BC
					     3)	 กำ�หนดจุดตัดของรังสีทั้งสอง ซึ่งเป็นจุดศูนย์กลางของจาน ให้ชื่อเป็นจุด O
					     4)	 หาความยาวของรัศมีของจาน  จาก  AO, BO  หรือ  CO
					     5)	 หาความยาวของเส้นผ่านศูนย์กลางของจานจากข้อ 4)
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2.3 เส้นสัมผัสวงกลม (4 ชั่วโมง)

	 	 จุดประสงค์

		  นักเรียนสามารถ
			   1.	 อธิบายทฤษฎีบทเกี่ยวกับเส้นสัมผัสวงกลม
			   2.	 นำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับเส้นสัมผัสวงกลมไปใช้ในการให้เหตุผลและแก้ปัญหาคณิตศาสตร์

	 	 ความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน 

		  -

	 	 สื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  1.	 อุปกรณ์ของกิจกรรม : สำ�รวจมุมระหว่างเส้นสัมผัสวงกลมกับรัศมี
		  2.	 ซอฟต์แวร์ The Geometer’s Sketchpad (GSP)

	 	 ข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  ในหัวข้อนี้ เป็นเร่ืองทฤษฎีบทเกี่ยวกับเส้นสัมผัสวงกลม  ซ่ึงเน้นให้นักเรียนใช้สมบัติและทฤษฎีบทที่เรียนมาแล้ว 
ในการพิสูจน์และให้เหตุผล และทำ�กิจกรรมเพื่อสร้างความรู้ใหม่ผ่านการลงมือปฏิบัติ รวมถึงการทำ�กิจกรรมการสำ�รวจโดยใช้
ซอฟต์แวร์ The Geometer’s Sketchpad (GSP)  การเรียนเรื่องนี้มุ่งให้นักเรียนเข้าใจทฤษฎีบท และสามารถนำ�ไปใช้ 
ในการให้เหตุผลและแก้ปัญหาคณิตศาสตร์  แนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู้อาจทำ�ได้ดังนี้
			   1.	 ครูแนะนำ�ให้นักเรียนรู้จักเส้นตัดวงกลม  แล้วแนะนำ�เส้นสัมผัสวงกลมและจุดสัมผัสจากการเลื่อนขนานและ 

การหมุนเส้นตัดวงกลมนั้น  
			   2.	 ครูให้นักเรียนทำ� “กิจกรรม : สำ�รวจมุมระหว่างเส้นสัมผัสวงกลมกับรัศมี”  ในหนังสือเรียน หน้า 86–87 โดยหา

ขนาดของมุมที่เส้นสัมผัสวงกลมทำ�กับรัศมี  เพื่อนำ�ไปสู่การสร้างข้อความคาดการณ์เกี่ยวกับขนาดของมุมที่ได้นั้น 
						      ในทางปฏิบัติ เมื่อเรามีจุดบนเส้นรอบวงและต้องการสร้างส่วนของเส้นตรงให้สัมผัสกับวงกลม 

ที่จุดจุดน้ันด้วยเคร่ืองมือสันตรง สามารถทำ�ได้ยาก  ดังนั้น เส้นตรงทั้งสี่เส้นที่นักเรียนสร้างขึ้น อาจไม่ตรงตาม
ทฤษฎีบท  ครูควรชี้ให้นักเรียนสังเกตว่าเส้นตรงที่สร้างขึ้นนั้น สัมผัสวงกลมที่จุด A  จุด B  จุด C  และจุด D  
จริงหรือไม่  หรือเป็นเส้นตัด  แล้วจึงอภิปรายเพื่อหาข้อสรุปว่า เส้นตรงที่จะเป็นเส้นสัมผัสวงกลม จะทำ�มุม 90°  
กับรัศมีของวงกลม

			   3.	 สมบัติทางเรขาคณิตท่ีว่า “เม่ือกำ�หนดเส้นตรงเส้นหน่ึงมาให้  ในบรรดาส่วนของเส้นตรงท่ีลากจากจุดจุดหน่ึงท่ีอยู่ 
ภายนอกเสน้ตรงไปยงัเสน้ตรงเสน้นัน้ สว่นของเสน้ตรงทีส่ัน้ทีส่ดุ คอื ส่วนของเสน้ตรงทีต่ัง้ฉากกบัเสน้ตรงเสน้นัน้”  
เป็นสมบัติที่สำ�คัญในการนำ�ไปพิสูจน์ทฤษฎีบทที่กล่าวถึงความสัมพันธ์ระหว่างเส้นสัมผัสวงกลมกับรัศมี  ดังน้ัน  
ครูอาจให้นักเรียนสำ�รวจสมบัติดังกล่าวข้างต้น โดยใช้มุมเทคโนโลยีในหนังสือเรียน หน้า 88  
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			   4.	 สำ�หรับเกร็ดน่ารู้เกี่ยวกับละติจูด มีเจตนาให้เป็นความรู้เพิ่มเติมให้กับนักเรียน อีกทั้งยังทำ�ให้นักเรียนได้เห็น 
การเชื่อมโยงความรู้  โดยนำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลมมาใช้ในการอธิบายเกี่ยวกับการกำ�หนดตำ�แหน่งของละติจูด

			   5.	 ในการศกึษาทฤษฎบีทเกีย่วกบัเสน้สมัผัสวงกลมและจดุจดุหนึง่ท่ีอยู่ภายนอกวงกลม  ครูควรใหน้กัเรยีนไดฝ้กึการนำ�
ความรูท้ีเ่รยีนมาแลว้ไปใชใ้นการให้เหตุผลก่อนทีจ่ะสรปุทฤษฎีบท  เชน่ จากตารางในหนงัสอืเรียน หนา้ 92   เหตุผล
ที่นักเรียนให้ควรเป็นดังนี้

ข้อที่ ข้อความ เหตุผล

1 OÂP  =  OB̂P  =  90° เส้นสัมผัสจะตั้งฉากกับรัศมีที่จุดสัมผัส

2 OA  =  OB รัศมีของวงกลมเดียวกัน

3 OP  =  OP OP  เป็นด้านร่วม

4 ΔPAO  ≅  ΔPBO เท่ากันทุกประการแบบ ฉ.ด.ด.

5 PA  =  PB
ด้านที่สมนัยกันของรูปสามเหลี่ยมที่เท่ากันทุกประการ
จะยาวเท่ากัน

A
M

P

O

B
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						      สำ�หรบัการศกึษาทฤษฎบีทเก่ียวกบัเสน้สมัผัสวงกลมและคอร์ดของวงกลม  ครูสามารถทำ�กจิกรรมในทำ�นอง
เดียวกัน  โดยใช้ตารางในหนังสือเรียน หน้า 95

ข้อที่ ข้อความ เหตุผล

1 3̂   =  90° ขนาดของมุมในครึ่งวงกลม

2 4̂  + 5̂   =  90° จากข้อ 1  และขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของ 
รูปสามเหลี่ยมรวมกันเป็น 180°

3 1̂  + 5̂   =  90° เส้นสัมผัสจะตั้งฉากกับรัศมีที่จุดสัมผัส

4 1̂   =  4̂ จากข้อ 2–3  และสมบัติของการเท่ากัน

5 4̂   =  2̂
มุมในส่วนโค้งของวงกลมที่รองรับด้วยส่วนโค้ง
เดียวกันมีขนาดเท่ากัน

6 1̂   =  2̂   หรือ  AP̂Q  =  PR̂Q จากข้อ 4–5  และสมบัติของการเท่ากัน

						      นอกจากน้ี ครูอาจใช้มุมเทคโนโลยี ในหนังสือเรียน หน้า 96  ให้นักเรียนสำ�รวจเพิ่มเติม เกี่ยวกับ 
ความสัมพันธ์ระหว่างขนาดของมุมท่ีเกิดจากคอร์ดและเส้นสัมผัสวงกลมที่จุดสัมผัส กับขนาดของมุมในส่วนโค้ง
ของวงกลมที่อยู่ตรงข้ามกับคอร์ดนั้น 	

			   6.	 สำ�หรับมุมคณิตในหนังสือเรียน หน้า 101–102  มีเจตนาให้นักเรียนได้เห็นการเชื่อมโยงความรู้ทางคณิตศาสตร์
กับภูมิศาสตร์  และเพื่อให้นักเรียนเห็นความสามารถของเอราทอสเทนีส นักคณิตศาสตร์ชาวกรีกที่มีความคิด
สร้างสรรค์  ช่างสังเกต  ใฝ่รู้  และมีความพยายามในการแก้ปัญหา

			   7.	 เนื่องจากจุดประสงค์ของบทเรียนเน้นท่ีการนำ�ทฤษฎีบทไปใช้ในการให้เหตุผลและแก้ปัญหาคณิตศาสตร์  ดังนั้น
ในการทำ�แบบฝึกหัดที่เป็นการหาขนาดของมุม  ครูควรเน้นให้นักเรียนได้ใช้ทฤษฎีบทที่เรียนมาแล้ว  มาประกอบ
การให้เหตุผล ดังตัวอย่างในหนังสือเรียน หน้า 93–94  และ 96
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กิจกรรม : สำ�รวจมุมระหว่างเส้นสัมผัสวงกลมกับรัศมี

		  กิจกรรมนี้ เป็นกิจกรรมที่ให้นักเรียนได้สำ�รวจ  คาดการณ์  และสรุปความสัมพันธ์ของขนาดของมุมระหว่างเส้นสัมผัสกับ
รัศมีของวงกลมท่ีจุดสัมผัส  โดยการลงมือปฏิบัติจริง แล้วนำ�ข้อสรุปท่ีได้มาอภิปรายร่วมกัน  โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ และขั้นตอน 
การดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์

		  1.	 ไม้บรรทัด
		  2.	 โพรแทรกเตอร์

	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 จากวงกลม  O  ที่กำ�หนดให้ในหนังสือเรียน  ครูให้นักเรียนทำ�กิจกรรมตามขั้นตอนในหนังสือเรียน หน้า 86–87
		  2.	 ครูให้นักเรียนสังเกตขนาดของมุมที่วัดได้จากตาราง แล้วอภิปรายร่วมกันเกี่ยวกับขนาดของมุมระหว่างเส้นสัมผัสกับ

รศัมขีองวงกลมทีจ่ดุสัมผสั ซึง่นักเรยีนควรวดัได ้90°  หรอืใกลเ้คียงกบั 90° มากทีส่ดุ  จากนัน้เขยีนขอ้ความคาดการณ์
ตามคำ�ถามท้ายกิจกรรม

เฉลยคำ�ถามท้ายกิจกรรม : สำ�รวจมุมระหว่างเส้นสัมผัสวงกลมกับรัศมี

		  ขนาดของมุมระหว่างเส้นสัมผัสวงกลมกับรัศมีของวงกลมที่จุดสัมผัส เท่ากับ 90°  หรือหนึ่งมุมฉาก หรือ 
เส้นสัมผัสของวงกลมจะตั้งฉากกับรัศมีของวงกลมที่จุดสัมผัส
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เฉลยชวนคิด

	 	 	 	 	 ชวนคิด 2.7

					     เม่ือกำ�หนดวงกลมวงหน่ึงและเส้นสัมผัส  โดยไม่ระบุจุดศูนย์กลางและจุดสัมผัสมาให้  สามารถหาจุดสัมผัสได้ดังนี้

1.	 สร้างคอร์ด MN  และคอร์ด PQ
2.	 สร้างเส้นแบ่งครึ่งและตั้งฉากกับคอร์ด MN  และ 

คอร์ด PQ  ให้จุดตัดคือ จุด O 
3.	 จะได้ว่า จุด O เป็นจุดศูนย์กลางของวงกลม

4.	 ใช้หลักการสร้างพื้นฐานทางเรขาคณิตข้อ 5  สร้าง
เส้นตั้งฉากจากจุด O  มายังเส้นสัมผัส  ให้จุดที ่
เส้นตั้งฉากตัดกับเส้นสัมผัส คือ จุด A

5.	 จะได้ว่า จุด A เป็นจุดสัมผัส

	 	 	 	 	 ชวนคิด 2.8	

					     AP̂O  =  BP̂O  เพราะเป็นมุมที่สมนัยกันของรูปสามเหลี่ยมที่เท่ากันทุกประการ

O

M

N

P
Q

O

M

N

Q
P

A

https://ipst.me/11427
https://ipst.me/11428
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	 	 	 	 	 ชวนคิด 2.9

					     1.	 มีเส้นสัมผัสวงกลมทั้งสองได้ 1 เส้น ดังรูป

					     2.	 มีเส้นสัมผัสวงกลมทั้งสองได้ 3 เส้น ดังรูป

					     3.	 มีเส้นสัมผัสวงกลมทั้งสองได้ 2 เส้น ดังรูป

https://ipst.me/11429
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					     4.	 มีเส้นสัมผัสวงกลมทั้งสองได้ 4 เส้น ดังรูป

เฉลยแบบฝึกหัด

	 แบบฝึกหัด 2.3 

	 1.	 1)	 แนวคิด
			   		  เนื่องจากจุด P  เป็นจุดสัมผัส
					     ทำ�ให้  OP̂A  =  OP̂B  =  90°

					     และเนื่องจาก  AP  =  BP
					     ดังนั้น  ∆AOB  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว
					     จาก	 MÔN	 =	 2(MĈN)
					     จะได้	 MÔN	 =	 110°

					     ดังนั้น	 x	 =	 180 – 110   =   35								        2
	
		  2)	 แนวคิด
					     เนื่องจาก	 PÔQ	 =	 360 – 250   =   110°

					     และเนื่องจากจุด P  และจุด Q  เป็นจุดสัมผัส  	
					     ทำ�ให	้ OP̂A	 =	 OQ̂A   =   90°

					     เนื่องจาก	 PÂQ + AQ̂O + QÔP + OP̂A	 =	 360°
				    	 จะได้	 x + 90 + 110 + 90	 =	 360
					     ดังนั้น	 x	 =	 70

P
x°
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		  3)	 แนวคิด
				    	 เนื่องจาก	 AP̂S	 =	 PQ̂S  	
					     ดังนั้น	 x	 =	 52

		  4)	 แนวคิด	 เนื่องจากจุด P  และจุด Q  เป็นจุดสัมผัส
					     ทำ�ให	้ OP̂A	 =	 OQ̂A  =  90°

					     เนื่องจาก	 PÂQ + AQ̂O + QÔP + OP̂A	 =	 360°

					     ดังนั้น	 QÔP	 =	 100°

					     เนื่องจาก	 ∆OQB	 ≅	 ∆OPB  แบบ ด.ด.ด.

					     จะได้	 PÔB	 =	 QÔB   =   360 – 100   =   130°
								        2
					     เนื่องจาก  ∆BOQ  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว

					     ดังนั้น	 x	 =	 180 – 130   =   25								        2

	 2.	 1)	 แนวคิด	 เนื่องจากจุด P  และจุด Q  เป็นจุดสัมผัส	
					     ทำ�ให	้ OP̂A	 =	 OQ̂A   =   90°

					     เนื่องจาก	 OQ	 =	 OP   =   8
					     และจากทฤษฎีบทพีทาโกรัส
					     จะได้	 OA2	 =	 AQ2 + OQ2

						      OA2	 =	 152 + 82

							       =	 289
					     ดังนั้น  	 OA	 =	 17    หน่วย
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		  2)	 แนวคิด	 เนื่องจากจุด P  เป็นจุดสัมผัส  ทำ�ให้  OP̂B  =  90°

					     จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส
					     จะได้	 OB2	 =	 OP2 + PB2

						      OB2	 =	 52 + 122

							       =	 169
					     ดังนั้น  	 OB	 =	 13    หน่วย
					     เนื่องจาก	 OC	 =	 OP  =  5
					     และ	 OB	 =	 OC + BC 
						      13	 =	 5 + BC
					     ดังนั้น	 BC	 =	 8
		  3)	 แนวคิด

				    ลาก  OQ
				    เนื่องจากจุด Q  เป็นจุดสัมผัส   ทำ�ให้  OQ̂A  =  90°

				    เนื่องจาก	 OQ	 =	 OB   =   7
				    จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส
				    จะได้	 OA2	 =	 AQ2 + OQ2

					     252	 =	 AQ2 + 72

					     AQ2	 =	 576
				    ดังนั้น  	 AQ	 =	 24    หน่วย
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		  4)	 แนวคิด	 เนื่องจากจุด P  จุด Q  จุด R  และจุด S  เป็นจุดสัมผัส
					     ทำ�ให้  OP̂C  =  OQ̂B  =  OR̂D  =  OŜA  =  90°

					     ดังนั้น  ASOP ,  SDRO  และ ORBQ  เป็นรูปสี่เหลี่ยม
						      มุมฉาก
					     เนื่องจาก	 OP  =  OQ  =  OR  =  OS  =  1
					     จะได้ 	 BR  =  RD  =  DS  =  SA  =  1
					     จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส
					     จะได้	 AB2	 =	 BD2 + AD2

						      AB2	 =	 22 + 22

							       =	 8
				     	 ดังนั้น  	 AB	 =	 2√2    หน่วย

	 3.	 แนวคิด

		  เนื่องจาก	 OÂB	 =	 90°	 (เส้นสัมผัสวงกลมจะตั้งฉากกับรัศมีที่จุดสัมผัส)
		  และ		  OÂC + CÂB	 =	 OÂB	
		  จะได้		 OÂC + 52	 =	 90	
		  ดังนั้น	 OÂC	 =	 38°

		  เนื่องจาก	 OA	 =	 OC	 (รัศมีของวงกลมเดียวกัน)
		  จะได้   ∆AOC  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	 (บทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)
		  และ		  OÂC	 =	 OĈA	 =	 38°	 (มุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมีขนาดเท่ากัน)
		  เนื่องจาก	 AÔC + OĈA + OÂC	 =	 180°	 (ขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหลี่ยม
							       รวมกันเป็น 180°)
		  จะได้		 AÔC + 38 + 38	 =	 180
		  ดังนั้น	 AÔC	 =	 104°
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	 4.	 แนวคิด	

		  เนื่องจาก	 OA	 =	 OB	 (รัศมีของวงกลมเดียวกัน)
		  จะได้   ∆AOB  เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	 (บทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)
		  และ		  OÂB	 =	 OB̂A	 (มุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมีขนาดเท่ากัน)
		  เนื่องจาก	 AÔB + OÂB + OB̂A	 =	 180°	 (ขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหล่ียม 
							       รวมกันเป็น 180°)
		  จะได้		 2(OB̂A) + 100	 =	 180
		  ดังนั้น	 OB̂A	 =	 40°

		  เนื่องจาก	 OB̂D	 =	 90°  	 (เส้นสัมผัสวงกลมจะตั้งฉากกับรัศมีที่จุดสัมผัส)
		  ดังนั้น	 AB̂D	 =	 OB̂A + OB̂D	 =	 40 + 90   =   130°

	 5.	 แนวคิด	

		  เนื่องจาก	 CB̂E	 =	 65°	 (กำ�หนดให้)
		  ดังนั้น	 BÂC	 =	 65°	 (มมุท่ีเกดิจากคอรด์และเส้นสมัผสัวงกลมท่ีจดุสมัผสั
							       จะมีขนาดเทา่กบัขนาดของมุมในสว่นโค้งของวงกลม
							       ที่อยู่ตรงข้ามกับคอร์ดนั้น)
		  เนื่องจาก	 AB̂D	 =	 80°	 (กำ�หนดให้)
		  ดังนั้น	 AĈB	 =	 80°	 (มมุท่ีเกดิจากคอรด์และเส้นสมัผสัวงกลมท่ีจดุสมัผสั
							       จะมีขนาดเทา่กบัขนาดของมุมในสว่นโค้งของวงกลม
							       ที่อยู่ตรงข้ามกับคอร์ดนั้น)
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	 6.	 แนวคิด	

		  เนื่องจาก	 BÔD	 =	 70°	 (กำ�หนดให้)
		  และ		  BÔD	 =	 2(BÂD)	 (มุมท่ีจุดศูนย์กลางมีขนาดเป็นสองเท่าของขนาดของ 
							       มุมในสว่นโค้งของวงกลมทีร่องรบัดว้ยสว่นโคง้เดยีวกัน)
		  จะได้		 BÂD	 =	 35°

		  เนื่องจาก	 AB̂C	 =	 90°  	 (เส้นสัมผัสวงกลมจะตั้งฉากกับรัศมีที่จุดสัมผัส)
		  และ		  AĈB + AB̂C + BÂC	 =	 180°	 (ขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหล่ียม 
							       รวมกันเป็น 180°)
		  จะได้		 AĈB + 90 + 35	 =	 180
		  ดังนั้น	 AĈB	 =	 55°

	 7.	 แนวคิด	

		  เนื่องจาก	 AB̂C	 =	 BD̂C	 =	 68°	
�
	 (มุมที่เกิดจากคอร์ดและเส้นสัมผัสวงกลมที่จุดสัมผัส 

		  และ 		 AĈB	 =	 BD̂C	 =	 68°		  จะมีขนาดเท่ากับขนาดของมุมในส่วนโค้งของวงกลม 
										          ที่อยู่ตรงข้ามกับคอร์ดนั้น)
		  เนื่องจาก	 AB̂C + AĈB + BÂC	 =	 180°	 (ขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหล่ียม 
							       รวมกันเป็น 180°)
		  จะได้		 68 + 68 + BÂC	 =	 180	
		  ดังนั้น	 BÂC	 =	 44°
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	 8.	 แนวคิด	

		  เนื่องจาก	 AÔB + มุมกลับ AOB	 =	 360°	 (มุมรอบจุดมีขนาด 360°)
		  จะได้		 AÔB + 220	 =	 360
		  ดังนั้น	 AÔB	 =	 140°

		  เนื่องจาก 	 OÂP	 =	 90°	 และ	 OB̂P	 =	 90°	 (เส้นสัมผัสวงกลมจะตั้งฉากกับรัศมีที่จุดสัมผัส)
		  และ		  AP̂B + OB̂P + AÔB + OÂP	 =	 360°	 (ขนาดของมุมภายในทั้งสี่มุมของรูปสี่เหล่ียม 
							       รวมกันเป็น 360°)
		  จะได้		 AP̂B + 90 + 140 + 90	 =	 360
		  ดังนั้น	 AP̂B	 =	 40°

	 9.	 แนวคิด	

		  ลาก  OE ,  OF  และ  OA
		  เนื่องจาก	 ∆AOE	 ≅	 ∆AOF	 (เท่ากันทุกประการแบบ ด.ด.ด.)
		  จะได้		 EÂO	 =	 FÂO	 =	 19° 	 (มุมคู่ที่สมนัยกันของรูปสามเหลี่ยมที่เท่ากัน 
									         ทุกประการ จะมีขนาดเท่ากัน)
		  เนื่องจาก	 AO	 =	 AO	 (ด้านร่วม)
		  และ		  AB	 =	 AC	 (กำ�หนดให้)
		  ดังนั้น	 ∆AOB	 ≅	 ∆AOC	 (เท่ากันทุกประการแบบ ด.ม.ด.)
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		  ทำ�ให้	 AÔB	 =	 AÔC	 (มุมคู่ที่สมนัยกันของรูปสามเหลี่ยมที่เท่ากัน 
							       ทุกประการ จะมีขนาดเท่ากัน)
		  เนื่องจาก	 AÔB + AÔC + BÔC	 =	 360°	 (มุมรอบจุดมีขนาด 360°)
		  จะได้		 2(AÔB) + 118	 =	 360
		  ดังนั้น	 AÔB	 =	 121°

		  และเนื่องจาก	 AB̂O + AÔB + BÂO	 =	 180°	 (ขนาดของมุมภายในทัง้สามมมุของรปูสามเหลีย่ม
							       รวมกันเป็น 180°)
		  จะได้		 AB̂O + 121 + 19	 =	 180	
		  ดังนั้น	 AB̂O	 =	 40°	
		  เนื่องจาก	 AB̂O	 =	 AĈO	 (มุมคู่ที่สมนัยกันของรูปสามเหลี่ยมที่เท่ากัน 
							       ทุกประการ จะมีขนาดเท่ากัน)
		  ดังนั้น	 AĈO	 =	 40°	 (สมบัติของการเท่ากัน)

	 10.	 แนวคิด	

		  เนื่องจาก	 XÂD + DÂB + BÂY	 =	 180°	 (ขนาดของมุมตรง)
		  จะได้		 38 + DÂB + 24	 =	 180
		  ดังนั้น	 DÂB	 =	 118°

		  เนื่องจาก	 DÂB + DĈB	 =	 180°	 (ผลบวกของขนาดของมุมตรงข้ามของรูปสี่เหลี่ยม 
							       แนบในวงกลมเป็น 180°)
		  ดังนั้น	 DĈB   =   180 – 118	 =	 62°

		  ลาก  AC
		  เนื่องจาก	 AĈB   =   BÂY	 =	 24°	

�
	 (มุมที่เกิดจากคอร์ดและเส้นสัมผัสวงกลมที่จุดสัมผัส 

		  และ 		 BÂC   =   BĈY	 =	 28°		  จะมีขนาดเท่ากับขนาดของมุมในส่วนโค้งของวงกลม 
								        ที่อยู่ตรงข้ามกับคอร์ดนั้น)
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		  เนื่องจาก	 BÂC + AB̂C + AĈB	 =	 180°	 (ขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหล่ียม 
							       รวมกันเป็น 180°)
		  จะได้		 28 + AB̂C + 24	 =	 180
		  ดังนั้น	 AB̂C	 =	 128°

		  เนื่องจาก	 AB̂C + AD̂C	 =	 180°	 (ผลบวกของขนาดของมุมตรงข้ามของรูปสี่เหลี่ยม 
							       แนบในวงกลมเป็น 180°)
		  จะได้		 128 + AD̂C	 =	 180
		  ดังนั้น	 AD̂C	 =	 52°
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กิจกรรมท้ายบท :  ขึ้นลงวนเวียน

		  กิจกรรมนี้ เน้นให้นักเรียนได้ประมวลความรู้ที่เก่ียวข้องกับทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลมไปใช้แก้ปัญหาคณิตศาสตร์จาก 
การเล่นเกม  โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ และขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์

		  1.	 กระดานขึ้นลงวนเวียน
		  2.	 ลูกเต๋า  1 ลูก/กลุ่ม
		  3.	 เบี้ย  1 ตัว/คน

	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 ครูแบ่งนักเรียนออกเป็นกลุ่ม กลุ่มละ 3–4 คน แล้วเล่นเกมตามขั้นตอนในหนังสือเรียน หน้า 107  ทั้งนี้ ครูต้อง 
เตรียมเฉลยให้ผู้คุมกฎ เพื่อใช้ในการตรวจสอบคำ�ตอบของผู้เล่นคนอื่น

		  2.	 ครูอาจสร้างกระดานขึ้นลงวนเวียนขึ้นมาเองเพิ่มเติม โดยใช้แนวคิดทำ�นองเดียวกันกับที่นำ�เสนอไว้ในหนังสือเรียน 

เฉลยคำ�ถามในกระดานขึ้นลงวนเวียน

คำ�ถามในส่วนที่ตอบว่าใช่หรือไม่

คำ�ถาม คำ�ตอบ

มุมในครึ่งวงกลมมีขนาดเท่ากับ 90 องศา ใช่

มีวงกลมมากมายที่ผ่านจุด 2 จุด ใด ๆ ใช่

มุมในส่วนโค้งของวงกลมมีขนาดเป็น 2 เท่าของมุม 
ที่จุดศูนย์กลางที่รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกัน

ไม่ใช่

มุมที่จุดศูนย์กลางใด ๆ มีขนาดเท่ากันเสมอ ไม่ใช่

เส้นที่ลากจากจุดศูนย์กลางมาแบ่งครึ่งคอร์ด  
จะตั้งฉากกับคอร์ดเสมอ

ใช่

สร้างวงกลมให้ผ่านจุด 4 จุด ใด ๆ ได้เสมอ ไม่ใช่

ที่จุดจุดหนึ่งบนวงกลม มีเส้นสัมผัสลากผ่านได้มากมาย 
นับไม่ถ้วน

ไม่ใช่
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คำ�ถามในส่วนที่หาค่า x

คำ�ถาม คำ�ตอบ

50

90

150

80

x°

130°

x°

x°75°
75°

80°

x°



143บทที่ 2 | วงกลมคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

คำ�ถามในส่วนที่หารัศมี

คำ�ถาม คำ�ตอบ

4 หน่วย

5 หน่วย

6 หน่วย
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5

12

13

10
8
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เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบท

	 1.	 1)	 แนวคิด
				    เนื่องจาก  มุม C  เป็นมุมในครึ่งวงกลม
				    จะได้	 AĈB	 =	 90°

				    และจาก	 OA	 =	 OB   
				    ทำ�ให้ได้ว่า	 AB	 =	 10	 หน่วย
				    จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส		
				    จะได้	 AC2	 =	 102 – 62

						      =	 64
				    ดังนั้น	 AC	 =	 8

				    เนื่องจากครึ่งวงกลม O นี้  มีพื้นที่เท่ากับ  πr2

  ≈  3.14 × 52

  =  39.25  ตารางหน่วย				    2	 2
				    และ  พื้นที่ของ ∆ABC  =  –12 × 6 × 8  =  24  ตารางหน่วย

				    ดังนั้น  ส่วนที่แรเงามีพื้นที่ประมาณ  15.25  ตารางหน่วย

		  2)	 แนวคิด
				    เนื่องจากจุด P  และจุด Q  เป็นจุดสัมผัส
				    จะได้	 OP̂R  =  OQ̂R  =  90°

				    จาก	 PÔQ + OP̂R + PR̂Q + RQ̂O  =  360°

				    จะได้	 PÔQ  =  100°

				    ซึ่งคิดเป็น  5 ใน 18 ส่วน ของขนาดของมุมรอบจุดศูนย์กลาง

				    เนื่องจากวงกลม O นี้  มีพื้นที่เท่ากับ  πr2  ≈  3.14 × 102  =  314  ตารางหน่วย

				    ดังนั้น  ส่วนที่แรเงามีพื้นที่ประมาณ  —13
18 × 314  =  226.78  ตารางหน่วย
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		  3)	 แนวคิด
				    เนื่องจาก	 DÔF	 =	 2(DB̂F)
				    จะได้	 DÔF	 =	 140°

				    ดังนั้น	 EÔF	 =	 140 – 60   =   80°

				    ในทำ�นองเดียวกัน  
				    จะได้	 CÔE	 =	 130°

				    ดังนั้น	 CÔD	 =	 130 – 60   =   70°

				    เนื่องจาก    EÔF + CÔD  =  150°

				    ดังนั้น	 พื้นที่ที่แรเงา คิดเป็น  5 ใน 12 ส่วน  ของขนาด
					     ของมุมรอบจุดศูนย์กลาง
				    เนื่องจากวงกลม O นี้  มีพื้นที่เท่ากับ  πr2  ≈  3.14 × 72  =  153.86  ตารางหน่วย
				    ดังนั้น  ส่วนที่แรเงามีพื้นที่ประมาณ  —512 × 153.86  =  64.11  ตารางหน่วย

		  4)	 แนวคิด
				    เนื่องจากจุด P  และจุด Q  เป็นจุดสัมผัส
				    จะได้	 OP̂M	 =	 OQ̂M   =   90°

				    และจาก	 OP	 =	 OQ
				    จะได้ว่า  ∆MOP  ≅  ∆MOQ  แบบ ฉ.ด.ด.
				    ดังนั้น	 OM̂P	 =	 OM̂Q   =   30°

				    และ  MÔP  =  MÔQ  =  180 – (90 + 30)  =  60°

				    จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส		
				    จะได้	 OP2	 =	 6.62 – 5.72

						      =	 11.07
				    ดังนั้น	 OP	 ≈	 3.3

			   เนื่องจาก  พื้นที่ของ POQM  ≈  2 × (–12 × 3.3 × 5.7)  =  18.81  ตารางหน่วย

			   และเซกเตอร์ OPQ  มีพื้นที่เท่ากับ  —πr2

3   ≈  –13 × 3.14 × 3.32  =  11.40  ตารางหน่วย

			   ดังนั้น  ส่วนที่แรเงามีพื้นที่ประมาณ  18.81 – 11.40  =  7.41  ตารางหน่วย
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	 2.	 แนวคิด
				    ลาก  AN 
				    จะได้    NÂG  =  NÊG    และ    AN̂E  =  AĜE
				    ลาก  GL 
				    จะได้    NL̂G  =  NÊG    และ    EĜL  =  EN̂L
				    ในทำ�นองเดียวกัน  เมื่อลาก  NG ,  LE  และ  EA  
				    จะได้มุมที่มีขนาดเท่ากันอีก  6  คู่
				    เนือ่งจากขนาดของมุมภายในของรปูหา้เหลีย่มรวมกนัเปน็ 540°

				    จะได้ว่า  3(GÂL + LN̂E + EĜA + AL̂N + NÊG)  =  540°

				    ดังนั้น	 Â + N̂ + Ĝ  + L̂  + Ê   =  180°

	 3.	 แนวคิด
				    ให้	 O	 แทนจุดศูนย์กลางของสระน้ำ�วงกลม  ซึ่งมีรัศมี   
						      29 เมตร
					     OC	 แทนระยะห่างระหว่างสะพานกับจุดศูนย์กลาง 
						      ของสระน้ำ�วงกลม
					     AB	 แทนสะพาน  ซึ่งยาว  40  เมตร

				    เนื่องจากน้ำ�พุกระจายได้ในรัศมี  20  เมตร  จากรูปจะได้ว่า  
				    ถ้า	 OC  >  20  	 น้ำ�พุจะกระจายมาไม่ถึงออมทรัพย์
				    และถ้า	 OC  ≤  20  	 น้ำ�พุจะกระจายมาถึงออมทรัพย์
 				    จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส		
				    จะได้	 OC2	 =	 292 – 202

						      =	 441
				    ดังนั้น	 OC	 =	 21
				    นั่นคือ	 OC	 >	 20
				    ดังนั้น  ถ้าออมทรัพย์เดินข้ามสะพานนี้ขณะที่น้ำ�พุเปิดอยู่ น้ำ�พุจะกระจายมาไม่ถึงออมทรัพย์
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	 4.	 แนวคิด	 เนื่องจากสโตนเฮนจ์มีลักษณะทางเรขาคณิตเป็นวงกลม  
				    ดังนั้น  จะหาจุดศูนย์กลางของสโตนเฮนจ์ ได้ดังนี้
				    1)	 กำ�หนดจุด A, B  และ  C  บนขอบของสโตนเฮนจ์ในบริเวณที่ไม่ชำ�รุด  โดยที่จุดเหล่านี้ต้อง 

ไม่อยู่ในแนวเส้นตรงเดียวกัน  แล้วสร้าง AB  และ  BC
				    2)	 สร้างเส้นตรงให้แบ่งครึ่งและตั้งฉากกับ AB  และ  BC
				    3)	 ให้เส้นตรงทั้งสองตัดกันที่จุดจุดหนึ่ง ให้จุดตัดนั้นคือ จุด O  
					     จะได้ว่า จุด O  เป็นจุดศูนย์กลาง หรือใจกลางของสโตนเฮนจ์ 

	 5.	 แนวคิด

				    หาจุดศูนย์กลางของซากของหน้ามโหระทึก
				    ได้ในทำ�นองเดียวกับข้อ 4

				    จากรูป วัดระยะจากขอบของหน้ามโหระทึก
				    ถึงจุดศูนย์กลาง ได้ความยาวประมาณ  
				    3.5 เซนติเมตร  เมื่อเทียบตามมาตราส่วน
				    จะได้  70 เซนติเมตร

				    พื้นที่ผิวของหน้ามโหระทึก  =  πr2  ≈  —22
7  × 702  =  15,400  ตารางเซนติเมตร

				    เนื่องจากมโหระทึกนี้หนา  4  มิลลิเมตร  หรือ  0.04  เซนติเมตร
				    ดังน้ัน	 ช่างทำ�มโหระทึกจะต้องใช้สำ�ริดเพื่อทำ�หน้ามโหระทึกใบนี้อย่างน้อย  15,400 × 0.04  =  616  

ลูกบาศก์เซนติเมตร

A

B
C

O

A

B
C

O



148 บทที่ 2 | วงกลม คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 6.	 แนวคิด	 จากโจทย์  เขียนภาพจำ�ลองได้ดังนี้
					     ให้	 จุด O	 แทนจุดศูนย์กลางของโลก
						      จุด A	 แทนตำ�แหน่งของดาวเทียม
						      จุด B  และจุด C	 แทนสถานีรับสัญญาณที่อยู่ไกลที่สุด
								        ที่สามารถรับสัญญาณได้
					     เนื่องจากถือว่าความสูงของสถานีรับสัญญาณเป็นศูนย์
					     ดังนั้น	 สถานีรับสัญญาณท่ีอยู่ไกลท่ีสุดท่ีสามารถรับสัญญาณได้  

จะต้องอยู่ที่ จุดสัมผัสที่ทำ � ให้แนวสัญญาณเป็น 
เส้นสัมผัสวงกลม

					     ทำ�ให้    ∆ABO  ≅  ∆ACO    แบบ ฉ.ด.ด.
					     ดังนั้น    AB  =  AC
					     จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส
					     จะได้	 AC2	 =	 22,3002 – 4,0002

							       =	 481,290,000
					     ดังนั้น	 AC	 ≈	 21,938.32
					     นั่นคือ	 สถานีรับสัญญาณที่อยู่ไกลจากดาวเทียมมากท่ีสุด 

ทีส่ามารถรบัสญัญาณได ้อยูห่า่งจากดาวเทยีมประมาณ  
21,938.32  ไมล์

	 7.	 แนวคิด

		  จากรูป จะเห็นว่าขาทั้งสองข้างของเครื่องหาจุดศูนย์กลางสัมผัสกับขอบของวงกลม
		  ทำ�ให้เกิดจุดสัมผัส 2 จุด ซึ่งขาทั้งสองข้างต่างก็ทำ�มุม 90°  กับรัศมีของวงกลม
		  จะได้ว่า  เส้นที่ลากตามแนวแบ่งครึ่งมุมที่ติดมากับเครื่องหาจุดศูนย์กลางนี้ ย่อมผ่านจุดศูนย์กลางของวงกลมเสมอ
		  และจากการที่เส้นตรงสองเส้นใด ๆ ตัดกัน จะเกิดจุดตัด 1 จุด
		  ดังนั้น	 เมื่อมีเส้นตรงสองเส้นที่ต่างก็ผ่านจุดศูนย์กลางและตัดกัน  จุดตัดดังกล่าว จึงเป็นจุดศูนย์กลางของวงกลมนั้น
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	 8.	 แนวคิด
				    จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส		
				    จะได้	 AB2	 =	 292 – 212

						      =	 400
				    ดังนั้น	 AB	 =	 20
				    ให้    BP  =  x  หน่วย  และ  AR  =  y  หน่วย  
				    จะได้	 y	 =	 20 – x	 	 	 1 
				    และ	 21 – y	 =	 29 – x	 	 	 2 
				    เมื่อแก้ระบบสมการ  จะได้    x  =  14  และ  y  =  6
				    เนื่องจาก  APOR  เป็นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส
				    จะได้  รัศมีของวงกลม O  เท่ากับ  y  หน่วย
				    ดังนั้น  รัศมีของวงกลม O  ยาว  6  หน่วย

	 9.	 1)	 สร้างรูปตามที่โจทย์ระบุได้ดังนี้

		  2)	 สร้างรูปต่อจากข้อ 1)  ได้ดังนี้
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		  3)	 แนวคิด	 จากรูปในข้อ 2)
				    เนื่องจาก	 ID̂A	 =	 IF̂A	
					     DÂI	 =	 FÂI
				    และ	 IA	 =	 IA
				    ดังนั้น	 ∆DAI	 ≅	 ∆FAI    แบบ ม.ม.ด.
				    นั่นคือ  ID  =  IF
				    ในทำ�นองเดียวกัน  
				    จะได้	 ∆DBI	 ≅	 ∆EBI    แบบ ม.ม.ด.
				    ดังนั้น	 ID  =  IE
				    นั่นคือ	 ID  =  IE  =  IF

		  4)	 แนวคิด	 เนื่องจาก  ID  =  IE  =  IF   ทำ�ให้  IE  และ  IF  เป็นรัศมีของวงกลมที่มีรัศมียาว ID ด้วย
				    และเนื่องจาก  ID ,  IE  และ  IF  ตั้งฉากกับ  AB ,  BC  และ  AC  ที่จุด D ,  E  และ F  ตามลำ�ดับ
				    ดังนั้น  ด้านทั้งสามของ ∆ABC  จะสัมผัสกับวงกลม I  ที่จุด D  จุด E  และจุด F  ดังรูป

	 10.	 แนวคิด
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		  เนื่องจาก	 BÂC	 =	 DÂE		  (มุมเดียวกัน)
		  และเส้นตรง   สัมผัสกับวงกลมทั้งสองที่จุด A
		  จะได้		 PÂD	 =	 AĈB  =  AÊD	

�
	 (มุมที่เกิดจากคอร์ดและเส้นสัมผัสวงกลมที่จุดสัมผัส 

				    QÂE	 =	 AB̂C  =  AD̂E		  จะมีขนาดเท่ากับขนาดของมุมในส่วนโค้งของวงกลม 
								        ที่อยู่ตรงข้ามกับคอร์ดนั้น)
		  ดังนั้น	 ∆ABC	 ~	 ∆ADE		  (มีมุมที่มีขนาดเท่ากันเป็นคู่ ๆ 3 คู่)

		  ทำ�ให้ได้ว่า	 —AB
AD	 =	 —AC

AE 

		  จะได้		 –27	 =	 —3AE 

		  ดังนั้น	 AE	 =	 10.5  หน่วย
		  นั่นคือ	 CE	 =	 10.5 – 3   =   7.5  หน่วย

	 11.	 1)	 แนวคิด

			   ลาก  AE  และ  BE
			   จะได้	 BÊC	 =	 EÂC	 (มุมที่เกิดจากคอร์ดและเส้นสัมผัสวงกลมที่จุดสัมผัส 
							       จะมีขนาดเท่ากับขนาดของมุมในส่วนโค้งของวงกลม 
							       ที่อยู่ตรงข้ามกับคอร์ดนั้น)
			   เนื่องจาก	 BĈE	 =	 EĈA	 (มุมเดียวกัน)
			   และจาก	 EB̂C	 =	 AÊC	 (ขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหล่ียม 
							       รวมกันเป็น 180°  และเม่ือมุมสองคู่มีขนาดเท่ากัน  
							       มุมคู่ที่เหลือจึงมีขนาดเท่ากัน)
			   ดังนั้น	 ∆BCE	 ~	 ∆ECA	 (มีมุมที่มีขนาดเท่ากันเป็นคู่ ๆ 3 คู่)
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		  2)	 แนวคิด	 เนื่องจาก  ∆BCE ~  ∆ECA

				    จะได้	 —CE
BC 	 =	 —CA

EC 

					     —7BC 	 =	 —CA
7 

				    ดังนั้น	 CA ∙ BC	 =	 49	 หรือ	 AC ∙ BC  =  49 

	 12.	 แนวคิด

				    ให้    OÂC  =  y°

				    จาก  ∆ACE
				    จะได้	 y + 25	 =	 x
				    หรือ	 y – x	 =	 -25	 	 	 1 
				    ลาก  OD    จะได้  DÔA  =  2x°

				    และจาก  ∆ADO
				    จะได้	 2x + 2(y + 35)	 =	 180		
				    หรือ	 x + y	 =	 55	 	 	 2 
				    เมื่อแก้ระบบสมการ  จะได้    x = 40  และ  y = 15
				    ดังนั้น  x = 40
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ตัวอย่างแบบทดสอบท้ายบท

	 1.	

		  จากรูปที่กำ�หนดให้ จงเขียนความสัมพันธ์ระหว่างส่วนต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับวงกลม หรือขนาดของมุมมา 5 ข้อ	  	
		  (5 คะแนน)

	 2.						      จากรูป O เป็นจุดศูนย์กลางของวงกลม มี  AB  เป็นเส้นผ่าน
ศูนย์กลางของวงกลม   BĈD  =  25°  และ   CÂB  =  35°    
จงหาขนาดของมุมต่อไปนี้  	 (5 คะแนน)

							       1)	 AĈD	 =	 	
							       2)	 BÔD	 =	 	
							       3)	 CB̂D	 =	 	
							       4)	 AD̂C	 =	 	
							       5)	 OD̂C	 =	 	
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 3.	  

			   จากรูป  O  เป็นจุดศูนย์กลางของวงกลม  และ  �PQ  เป็นเส้นสัมผัสวงกลมที่จุด B   
			   ให้นักเรียนพิจารณาว่าความสัมพันธ์ในแต่ละข้อต่อไปนี้ถูกหรือผิด แล้วทำ�เครื่องหมายถูก ()  หรือผิด ()   

ลงใน    หน้าข้อความ  พร้อมท้ังให้เหตุผลประกอบ โดยเขียนแสดงสมบัติทางเรขาคณิตหรือทฤษฎีบทเก่ียวกับ 
วงกลมน้ัน	 (16 คะแนน)

		  	 1)	 2x  =  AÔB	
				    เพราะ									       
												          
		  	 2)	 x + OD̂C  =  90°			 
				    เพราะ									       
												          
		  	 3)	 x  =  AĈB			 
				    เพราะ									       
												          
		  	 4)	 x + OD̂C + AB̂C  =  180°	
				    เพราะ									       
												          

		  	 5)	 x  =  BÔC
2 			 

				    เพราะ									       
												          
		  	 6)	 x + OB̂C + AÔD  =  180°

				    เพราะ									       
												          
		  	 7)	 x  =  PB̂A
				    เพราะ									       
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

		  	 8)	 x + AĈB + AÔB  =  180°

				    เพราะ									       
												          

	 4.					     จากรูป  AB  ขนานกับ CD  และ  AD  ตัดกับ BC  ที่จุด E 
ถ้า  AÊB  =  110°  แล้ว  AB̂C มีขนาดเท่าไร	 (1 คะแนน)

						      ก.	 25°

						      ข.	 35°

						      ค.	 45°

						      ง.	 55°

	 5.					     จากรูป  O เป็นจุดศูนย์กลางของวงกลม  และ  OB̂A  =  AĈB
						      จงหาขนาดของ  AD̂B	 (1 คะแนน)
						      ก.	 120°

						      ข.	 125°

						      ค.	 130°

						      ง.	 135°

	 6.

		  จากรูป   �AB  เป็นเส้นสัมผัสวงกลม O  ที่จุด B   และ   OÂB  =  20°  จงหาขนาดของ  BD̂C	 (1 คะแนน)
			   ก.	 135°	 ข.	 140°

			   ค.	 145°	 ง.	 150°
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 7.						    

		  จากรูป ABC เป็นรูปสามเหล่ียมท่ีมีด้าน  AC, BC  และ  AB  ยาว 12 , 16 และ 20 เซนติเมตร ตามลำ�ดับ  มีวงกลม O  
แนบในรูป ΔABC  จงหาความยาวของรัศมีของวงกลม	 (1 คะแนน)

			   ก.	 3  เซนติเมตร	 ข.	 4  เซนติเมตร
			   ค.	 5  เซนติเมตร	 ง.	 6  เซนติเมตร

	 8.	 AB  เป็นเส้นผ่านศูนย์กลางของวงกลม O  ถ้า  AC  ยาว  15  เซนติเมตร   BC  ยาว  20  เซนติเมตร  และ  AD  ยาว  
24  เซนติเมตร  ดังรูป

									         (4 คะแนน)

		  จงหา
		  1)	 ความยาวของรัศมีของวงกลม O

20 ซม.

16 ซม.

12 ซม.
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

		  2)	 ความยาวของ BD  

	 9.	 จากรูป  �PA  และ  �PB  สัมผัสวงกลม O  ที่จุด A และ B  ตามลำ�ดับ  และ AĈB  =  65° 
 

		  จงเติมข้อความและเหตุผลลงในช่องว่าง เพื่อหาขนาดของ AP̂B  ให้ถูกต้อง	 (5 คะแนน)

ข้อ ข้อความ เหตุผล

1) AĈB	 =	                 	 องศา

2) AÔB	 =	                	 องศา

3) OÂP	 =	 OB̂P	 =	                	 องศา

4) AP̂B +          +          +            =  360°

5) AP̂B  =                                  	 องศา

A

P
C O

B

65°
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 10.	 AB  เป็นเส้นผ่านศูนย์กลางของวงกลม O  และ DOBC เป็นรูปสามเหล่ียมด้านเท่า  ดังรูป  จงแสดงการหาขนาดของ  OÂC   
พร้อมทั้งให้เหตุผลประกอบ	 (5 คะแนน)

	 11.
						      จากรูป  O  เป็นจุดศูนย์กลางของวงกลม  
						      PA	  เป็นเส้นสัมผัสวงกลมที่จุด A   
						      AD  แบ่งครึ่ง BÂC  และ  AD̂C  =  70°

						      จงหา		  (2 คะแนน)
						      1)	 x  =  	
						      2)	 y  =  	
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 12.	
								        จากรูป  ให้  �AX  สัมผัสท้ังวงกลม O และวงกลม P   

ท่ีจุด B   �AG  และ  �AH  เป็นเส้นสัมผัสวงกลม O  และ
วงกลม P  ที่จุด C  และ  D  ตามลำ�ดับ  ส่วนต่อของ  CB  
และส่วนต่อของ  BD  ตัดวงกลม P  และวงกลม O  ท่ีจุด F  
และ  E  ตามลำ�ดับ  ถ้า   BÂC  =  30°  และ  BÂD  =  50°  

			   จงพิจารณาว่าขนาดของมุมในแต่ละข้อต่อไปนี้เป็นจริงหรือเท็จ  แล้วทำ�เครื่องหมายถูก ()  ลงในช่องว่างหน้าข้อ
ที่เป็นจริง  และทำ�เครื่องหมายผิด ()  ลงในช่องว่างหน้าข้อที่เป็นเท็จ 	 (5 คะแนน)

	     		  	 	 1)	 BĈE	 =	 65°	
	    		  	 	 2)	 DB̂F	 =	 40°

	     		  	 	 3)	 BD̂F	 =	 80°

	     		  	 	 4)	 CB̂D	 =	 140°

	     		  	 	 5)	 FD̂H	 =	 50°

	 13.	
						       AB  เป็นเส้นผ่านศูนย์กลางของวงกลม O     
						       �BC  และ  �BD  มีความยาวเท่ากัน   
						      ถ้า  AB̂D  =  (3x)°  และ  BÂC  =  (2x)°  แล้ว
						      x  =               	 (2 คะแนน)
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 14.	
						      จากรูป  วงกลม O และวงกลม P สัมผัสกันภายในที่จุด A
						      คอร์ด AB และคอร์ด AC ตัดวงกลม P ที่จุด D และ E  

ตามลำ�ดับ  MN  สัมผัสวงกลม O และวงกลม P ที่จุด A  
จงแสดงว่า ΔABC ~ ΔADE  พร้อมท้ังให้เหตุผล
ประกอบ		  (4 คะแนน)

	 15. 	

		  สถานการณ์ปัญหา
					     จากการสำ�รวจห้องทำ�งานของบริษัทแห่งหนึ่ง พบว่า โต๊ะทำ�งานของวิชาญอยู่ ณ พิกัด (1, -4)   

โต๊ะทำ�งานของยวดยิ่งอยู่ ณ พิกัด (-4, 1)  และ โต๊ะทำ�งานของเอกพจน์อยู่ ณ พิกัด (12, 1)   
					     ถ้าเพื่อนท้ังสามคนต้องการติดตั้งอุปกรณ์จัดเส้นทาง (router) เพื่อกระจายสัญญาณ WIFI  โดย 

ใหม้รีะยะหา่งจากโตะ๊ทำ�งานของทัง้สามคน เทา่ ๆ  กนั  จะมีวธิหีาพกิดัของจดุทีจ่ะติดต้ังอุปกรณ์จดัเสน้ทาง 
เพื่อกระจายสัญญาณ WIFI  ดังกล่าวได้อย่างไร

			   ให้นักเรียนลงจุดที่เป็นตำ�แหน่งของโต๊ะทำ�งานโดยใช้กระดาษกราฟ หรือซอฟต์แวร์เรขาคณิตพลวัต เช่น  
The Geometer’s Sketchpad  แลว้แสดงวธิหีาพกิดัของจดุทีจ่ะติดต้ังอุปกรณ์จดัเสน้ทาง เพือ่กระจายสญัญาณ WIFI  
พร้อมทั้งเขียนแสดงคำ�ตอบ  	 (5 คะแนน)

A

M

N

B

C

D

E

O P



161บทที่ 2 | วงกลมคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

เฉลยตัวอย่างแบบทดสอบท้ายบท

	 1.	

		  จากรูปที่กำ�หนดให้ จงเขียนความสัมพันธ์ระหว่างส่วนต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องกับวงกลม หรือขนาดของมุมมา 5 ข้อ	  	
		  (5 คะแนน)

		  คำ�ตอบมีได้หลากหลาย เช่น
			   1)	 OA  =  OD	 2)	 BĈE  =  BD̂E
			   3)	 มุมกลับ AOD  =  2(AB̂D)	 4)	 DÔC  =  2(DB̂C)
			   5)	 DÊF  =  90°	 6)	 MĈG  =  90°

			   7)	 BĈM  =  BÊC	 8)	 NĈE  =  CB̂E
			   9)	 มุมกลับ AOC  =  2(AB̂C)	 10)	 BÂC  =  BÊC
			   11)	 CG  =  2(CO)	 12)	 OC  ⊥  �MN

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 1	 นกัเรียนสามารถบอกทฤษฎบีทเกีย่วกบัมุมทีจ่ดุศูนยก์ลางและมุมในส่วนโค้งของวงกลม คอรด์ของวงกลม 

และเส้นสัมผัสวงกลม
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 5 คะแนน  
				    ✤	 ระบุความสัมพันธ์หรือขนาดของมุมถูกต้อง	 ได้ข้อละ  1  คะแนน
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 2.						      จากรูป O เป็นจุดศูนย์กลางของวงกลม มี  AB  เป็นเส้นผ่าน
ศูนย์กลางของวงกลม   BĈD  =  25°  และ   CÂB  =  35°    
จงหาขนาดของมุมต่อไปนี้  	 (5 คะแนน)

							       1)	 AĈD	 =	 	 65°	
							       2)	 BÔD	 =	 	 50°	

							       3)	 CB̂D	 =	 	 120°	

							       4)	 AD̂C	 =	 	 55°	

							       5)	 OD̂C	 =	 	 30°	

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลมไปใช้ในการให้เหตุผลและการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 5 คะแนน  ข้อละ 1 คะแนน
				    ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน

D
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3.	

			   จากรูป  O  เป็นจุดศูนย์กลางของวงกลม  และ  �PQ  เป็นเส้นสัมผัสวงกลมที่จุด B   
			   ให้นักเรียนพิจารณาว่าความสัมพันธ์ในแต่ละข้อต่อไปนี้ถูกหรือผิด แล้วทำ�เครื่องหมายถูก ()  หรือผิด ()   

ลงใน    หน้าข้อความ  พร้อมทั้งให้เหตุผลประกอบ โดยเขียนแสดงสมบัติทางเรขาคณิตหรือทฤษฎีบทเกี่ยวกับ 
วงกลมนั้น	 (16 คะแนน)

		  	 1)	 2x  =  AÔB	
				    เพราะ ในวงกลมวงเดียวกัน มุมที่จุดศูนย์กลางจะมีขนาดเป็นสองเท่าของมุมในส่วนโค้งของวงกลมที่
				    รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกัน
		  	 2)	 x + OD̂C  =  90°			 
				    เพราะ มุมในครึ่งวงกลมมีขนาด 90° หรือหนึ่งมุมฉาก
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

		  	 3)	 x  =  AĈB			 
				    เพราะ ในวงกลมวงเดียวกัน มุมในส่วนโค้งของวงกลมที่รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกันมีขนาดเท่ากัน
		  	 4)	 x + OD̂C + AB̂C  =  180°	
				    เพราะ ผลบวกของขนาดของมุมตรงข้ามของรูปสี่เหลี่ยมแนบในวงกลมเท่ากับสองมุมฉาก	

		  	 5)	 x  =  BÔC
2 			 

				    ตัวอย่างการให้เหตุผล
				    เพราะ  AÔB  เป็นมุมที่จุดศูนย์กลางที่รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกันกับ  AD̂B  ดังนั้น  x  =  AÔB

2 

		  	 6)	 x + OB̂C + AÔD  =  180°	
				    เพราะ เมื่อใช้ความรู้ที่ว่า ในวงกลมวงเดียวกัน มุมในส่วนโค้งของวงกลมที่รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกัน
				    มีขนาดเท่ากัน  และขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของรูปสามเหลี่ยมรวมกันได้ 180°  แล้วทำ�ให้
				    ความสัมพันธ์ข้างต้นเป็นจริง
		  	 7)	 x  =  PB̂A
				    เพราะ มุมที่เกิดจากคอร์ดและเส้นสัมผัสวงกลมที่จุดสัมผัส จะมีขนาดเท่ากับขนาดของมุมในส่วนโค้งของ
				    วงกลมที่อยู่ตรงข้ามกับคอร์ดนั้น
		  	 8)	 x + AĈB + AÔB  =  180°

				    ตัวอย่างการให้เหตุผล
				    เพราะ ในวงกลมเดียวกัน มุมที่รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกัน มีขนาดเท่ากัน  และมุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยม
				    หน้าจั่วมีขนาดเท่ากัน  
				    จะได้   AĈB  =  AD̂B  =  OĈB  =  OB̂C  =  x  
				    เนื่องจาก    OB̂C + OĈB + BÔC  =  180°    หรือ    x + AĈB + BÔC  =  180°

				    นั่นคือ    x + AĈB + AÔB  =  180°    เมื่อ  AÔB  =  BÔC    แต่    AÔB  ≠  BÔC	
				    ดังนั้น     x + AĈB + AÔB  ≠  180°

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 1	 นกัเรียนสามารถบอกทฤษฎบีทเกีย่วกบัมุมทีจ่ดุศูนยก์ลางและมุมในส่วนโค้งของวงกลม คอรด์ของวงกลม 

และเส้นสัมผัสวงกลม
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 16 คะแนน  ข้อละ 2 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
				    ✤	 ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงสมบัติทางเรขาคณิตหรือทฤษฎีบท
					     เกี่ยวกับวงกลมที่รองรับความสัมพันธ์ถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 4.					     จากรูป  AB  ขนานกับ CD  และ  AD  ตัดกับ BC  ที่จุด E 
ถ้า  AÊB  =  110°  แล้ว  AB̂C มีขนาดเท่าไร	 (1 คะแนน)

						      ก.	 25°

						      ข.	 35°

						      ค.	 45°

						      ง.	 55°

	 5.					     จากรูป  O เป็นจุดศูนย์กลางของวงกลม  และ  OB̂A  =  AĈB
						      จงหาขนาดของ  AD̂B	 (1 คะแนน)
						      ก.	 120°

						      ข.	 125°

						      ค.	 130°

						      ง.	 135°

	 6.

		  จากรูป   �AB  เป็นเส้นสัมผัสวงกลม O  ที่จุด B   และ   OÂB  =  20°  จงหาขนาดของ  BD̂C	 (1 คะแนน)
			   ก.	 135°	 ข.	 140°

			   ค.	 145°	 ง.	 150°
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	 7.

		  จากรูป ABC เป็นรูปสามเหล่ียมท่ีมีด้าน  AC, BC  และ  AB  ยาว 12 , 16 และ 20 เซนติเมตร ตามลำ�ดับ  มีวงกลม O  
แนบในรูป ΔABC  จงหาความยาวของรัศมีของวงกลม	 (1 คะแนน)

			   ก.	 3  เซนติเมตร	 ข.	 4  เซนติเมตร
			   ค.	 5  เซนติเมตร	 ง.	 6  เซนติเมตร

สำ�หรับข้อ 4–7
ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลมไปใช้ในการให้เหตุผลและการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็มข้อละ 1 คะแนน
				    ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน

	 8.	 AB  เป็นเส้นผ่านศูนย์กลางของวงกลม O  ถ้า  AC  ยาว  15  เซนติเมตร   BC  ยาว  20  เซนติเมตร  และ  AD  ยาว  
24  เซนติเมตร  ดังรูป

									         (4 คะแนน)

20 ซม.

16 ซม.

12 ซม.
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		  จงหา
		  1)	 ความยาวของรัศมีของวงกลม O
			   แนวคิด	 เนื่องจาก  AĈB  เป็นมุมในครึ่งวงกลม
				    จะได้   ∆ABC เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ที่มี AĈB เป็นมุมฉาก
				    จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส
				    ดังนั้น   	 AB2	 =	 AC2 + BC2

						      =	 152 + 202

						      =	 625 
					     AB	 =	 25

				    จะได้	 OA	 =	 —25
2     =   12.5

				    นั่นคือ  รัศมีของวงกลม O  ยาว  12.5  เซนติเมตร

		  2)	 ความยาวของ BD 
			   แนวคิด	 เนื่องจาก  AD̂B  เป็นมุมในครึ่งวงกลม
				    จะได้   ∆ABD เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ที่มี AD̂B เป็นมุมฉาก
				    จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส
				    ดังนั้น   	 BD2	 =	 AB2 – AD2

						      =	 252 – 242

						      =	 49 
				    จะได้   	 BD	 =	 7
				    นั่นคือ  BD   ยาว  7   เซนติเมตร

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลมไปใช้ในการให้เหตุผลและการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 4 คะแนน  ข้อละ 2 คะแนน  โดยมีเกณฑ์การให้คะแนน ดังนี้
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดและหาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง  
				    	 หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิดและหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง  หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 9.	 จากรูป  �PA  และ  �PB  สัมผัสวงกลม O  ที่จุด A และ B  ตามลำ�ดับ  และ AĈB  =  65° 
 

		  จงเติมข้อความและเหตุผลลงในช่องว่าง เพื่อหาขนาดของ AP̂B  ให้ถูกต้อง	 (5 คะแนน)

ข้อ ข้อความ เหตุผล

1) AĈB	 =	        65       	องศา กำ�หนดให้

2) AÔB	 =	       130     	 องศา
มุมที่จุดศูนย์กลางมีขนาดเป็นสองเท่าของขนาดของมุม
ในส่วนโค้งของวงกลมที่รองรับด้วยส่วนโค้งเดียวกัน

3) OÂP	 =	 OB̂P	 =	        90     	 องศา เส้นสัมผัสจะตั้งฉากกับรัศมีที่จุดสัมผัส

4) AP̂B +  AÔB  +  OÂP  +  OB̂P   =  360° ขนาดของมุมภายในทั้งสี่มุมของรูปสี่เหลี่ยมรวมกันเป็น 
360°

5) AP̂B  =         50      	 องศา                           สมบัติของการเท่ากัน

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลมไปใช้ในการให้เหตุผลและการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 5 คะแนน  ข้อละ 1 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
				    ✤	 เติมข้อความถูกต้อง	 ได้  0.5  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงเหตุผลถูกต้อง	 ได้  0.5  คะแนน

A

P
C O

B

65°
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

10.	 AB  เป็นเส้นผ่านศูนย์กลางของวงกลม O  และ DOBC เป็นรูปสามเหล่ียมด้านเท่า  ดังรูป  จงแสดงการหาขนาดของ  OÂC   
พร้อมทั้งให้เหตุผลประกอบ	 (5 คะแนน)

		  แนวคิด 1	 เนื่องจาก	 AĈB	 =	 90°    	 (มุมในครึ่งวงกลมมีขนาด 90°)
				    และ	 OB̂C	 =	 60°    	 (ΔOBC เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า)
				    จะได้	 OÂC 	 =	 180 – (90 + 60)	 (ผลรวมของขนาดของมุมภายในของรูปสามเหลี่ยม
								        เป็น 180°)
				    ดังนั้น	 OÂC	 =	 30°

		  แนวคิด 2	 เนื่องจาก	 AĈB	 =	 90°	 (มุมในครึ่งวงกลมมีขนาด 90°)
				    และ	 OĈB	 =	 60°	 (ΔOBC เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า)
				    จะได้	 OĈA	 =	 AĈB – OĈB
				    ดังนั้น	 OĈA	 =	 90 – 60  =  30°	 (สมบัติของการเท่ากัน)
				    เนื่องจาก	 OA	 =	 OC	 (รัศมีของวงกลมเดียวกัน)
				    ดังนั้น  ΔAOC เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว	 (บทนิยามของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว)
				    และเนื่องจาก	 OÂC  	 =	 OĈA	 (มุมที่ฐานของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมีขนาดเท่ากัน)
				    ดังนั้น	 OÂC 	 =	 30°

		  แนวคิด 3	 เนื่องจาก	 BÔC	 =	 60°    	 (ΔOBC เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า)
				    และ	 BÔC	 =	 2(BÂC)	 (มุมที่จุดศูนย์กลางจะมีขนาดเป็นสองเท่าของขนาด
								        ของมุมในส่วนโค้งของวงกลมที่รองรับด้วยส่วนโค้ง
								        เดียวกัน)
				    จะได้	 60°	 =	 2(BÂC)

				    และ	 BÂC	 =	 —60
2   =  30°

				    ดังนั้น	 OÂC	 =	 30°

O
A B

C
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ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลมไปใช้ในการให้เหตุผลและการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 5 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
		  ส่วนที่ 1	 การเขียนแสดงการหาขนาดของ  OÂC
				    ✤	 เขียนแสดงถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงถูกต้องบางส่วน	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
		  ส่วนที่ 2	 การเขียนแสดงเหตุผล  
				    ✤	 เขียนแสดงเหตุผลถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงเหตุผลถูกต้องบางส่วน	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงเหตุผลไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
		  ส่วนที่ 3	 การหาขนาดของ  OÂC
				    ✤	 หาขนาดของมุมถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 หาขนาดของมุมไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน

	 11.
						      จากรูป  O  เป็นจุดศูนย์กลางของวงกลม  
						      PA	  เป็นเส้นสัมผัสวงกลมที่จุด A   
						      AD  แบ่งครึ่ง BÂC  และ  AD̂C  =  70°

						      จงหา		  (2 คะแนน)
						      1)	 x  =  	 50	
						      2)	 y  =  	 40	

		  แนวคิด	 1)	 เนื่องจาก	 AĈB	 =	 90°	 (มุมในครึ่งวงกลมมีขนาด 90°)
					     และ	 AD̂C  	=	 70°	 (กำ�หนดให้)
						      CÂD + AĈB + AD̂C	 =	 180°	 (ขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของ
									         รูปสามเหลี่ยมรวมกันเป็น 180°)
					     จะได้   CÂD  =  180 – 90 – 70  =  20°

					     เนื่องจาก	 BÂC	 =	 2(CÂD)
					     ดังนั้น	 BÂC	 =	 40°

					     เนื่องจาก	 x + AĈB + BÂC	 =	 180	 (ขนาดของมุมภายในทั้งสามมุมของ
								        รูปสามเหลี่ยมรวมกันเป็น 180°)
				    จะได้ 	 x  =  180 – 90 – 40	 =	 50

P
D

O

A

CB
x° 70° y°



170 บทที่ 2 | วงกลม คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

				    2)	 เนื่องจาก  y + PÂB + x   =  180	 (ขนาดของมุมภายในของรูปสามเหลี่ยม
									         รวมกันเป็น 180°)
					     จะได้     y  =  180 – 90 – 50  =  40
					     ดังนั้น    x  =  50  และ  y  =  40

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลมไปใช้ในการให้เหตุผลและการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 2 คะแนน    ข้อละ 1 คะแนน
				    ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน

	 12.	
								        จากรูป  ให้  �AX  สัมผัสท้ังวงกลม O และวงกลม P   

ท่ีจุด B   �AG  และ  �AH  เป็นเส้นสัมผัสวงกลม O  และ
วงกลม P  ที่จุด C  และ  D  ตามลำ�ดับ  ส่วนต่อของ  CB  
และส่วนต่อของ  BD  ตัดวงกลม P  และวงกลม O  ท่ีจุด F  
และ  E  ตามลำ�ดับ  ถ้า   BÂC  =  30°  และ  BÂD  =  50°  

			   จงพิจารณาว่าขนาดของมุมในแต่ละข้อต่อไปนี้เป็นจริงหรือเท็จ  แล้วทำ�เครื่องหมายถูก ()  ลงในช่องว่างหน้าข้อ
ที่เป็นจริง  และทำ�เครื่องหมายผิด ()  ลงในช่องว่างหน้าข้อที่เป็นเท็จ 	 (5 คะแนน)

			   	 	 	 1)	 BĈE	 =	 65°	
			   	 	 	 2)	 DB̂F	 =	 40°

			   	 	 	 3)	 BD̂F	 =	 80°

			   	 	 	 4)	 CB̂D	 =	 140°

			   	 	 	 5)	 FD̂H	 =	 50°
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ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลมไปใช้ในการให้เหตุผลและการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 5 คะแนน    ข้อละ 1 คะแนน
				    ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน

	 13.	
						      AB  เป็นเส้นผ่านศูนย์กลางของวงกลม O     
						      �BC  และ  �BD  มีความยาวเท่ากัน   
						      ถ้า  AB̂D  =  (3x)°  และ  BÂC  =  (2x)°  แล้ว
						      x  =       18       	 (2 คะแนน)

		  แนวคิด	 เนื่องจาก	 m(�BC)	 =	 m(�BD)  	 (กำ�หนดให้)
				     จะได้	 BÂC	 =	 BÂD  =  (2x)°	 (มุมในส่วนโค้งของวงกลมที่รองรับด้วยส่วนโค้ง
								        ที่ยาวเท่ากันจะมีขนาดเท่ากัน)
				    เนื่องจาก	 AB̂D	 =	 (3x)°	 (กำ�หนดให้)
				    และ	 AD̂B	 =	 90°	 (มุมในครึ่งวงกลมมีขนาด 90°)	
				    เนื่องจาก	 BÂD + AB̂D + AD̂B	 =	 180°	 (ขนาดของมุมภายในทัง้สามมมุของรปูสามเหลีย่ม
								        รวมกันเป็น 180°)
		    			   2x + 3x + 90	 =	 180
				    ดังนั้น     	 x	 =	 18

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลมไปใช้ในการให้เหตุผลและการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 2 คะแนน  
				    ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
				    ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน
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	 14.	
						      จากรูป  วงกลม O และวงกลม P สัมผัสกันภายในที่จุด A
						      คอร์ด AB และคอร์ด AC ตัดวงกลม P ที่จุด D และ E  

ตามลำ�ดับ  MN  สัมผัสวงกลม O และวงกลม P ที่จุด A  
จงแสดงว่า ΔABC ~ ΔADE  พร้อมท้ังให้เหตุผล
ประกอบ		  (4 คะแนน)

		  แนวคิด	 เนื่องจาก	 AB̂C	 =	 CÂN  	
�
	 (มุมทีเ่กดิจากคอรด์และเสน้สมัผัสวงกลมทีจ่ดุ สมัผัส

				    และ	 AD̂E	 =	 CÂN		  จะมีขนาดเท่ากับขนาดของมุมในส่วนโค้งของ
									         วงกลมที่อยู่ตรงข้ามกับคอร์ดนั้น)
				    ดังนั้น	 AB̂C	 =	 AD̂E  		  (สมบัติของการเท่ากัน)
				    ในทำ�นองเดียวกัน จะได้  AĈB  =  AÊD  
				    และ	 BÂC	 =	 DÂE  		  (มุมร่วม)
				    ดังนั้น   ΔABC  ~  ΔADE			   (มีมุมที่มีขนาดเท่ากันเป็นคู่ ๆ 3 คู่)

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลมไปใช้ในการให้เหตุผลและการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 4 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
		  ส่วนที่ 1	 การเขียนแสดงแนวคิด
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดถูกต้องบางส่วน	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
		  ส่วนที่ 2	 การเขียนแสดงเหตุผลประกอบแนวคิด 
				    ✤	 เขียนแสดงเหตุผลถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงเหตุผลถูกต้องบางส่วน	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงเหตุผลไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
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	 15. 		 สถานการณ์ปัญหา
	 	 	 	 	 จากการสำ�รวจห้องทำ�งานของบริษัทแห่งหนึ่ง พบว่า โต๊ะทำ�งานของวิชาญอยู่ ณ พิกัด (1, -4)    

โต๊ะทำ�งานของยวดยิ่งอยู่ ณ พิกัด (-4, 1)  และ โต๊ะทำ�งานของเอกพจน์อยู่ ณ พิกัด (12, 1)   
	 	 	 	 	 ถ้าเพื่อนท้ังสามคนต้องการติดตั้งอุปกรณ์จัดเส้นทาง (router) เพื่อกระจายสัญญาณ WIFI   โดย 

ใหม้รีะยะหา่งจากโตะ๊ทำ�งานของทัง้สามคน เทา่ ๆ  กนั  จะมีวธิหีาพกิดัของจดุทีจ่ะติดต้ังอุปกรณ์จดัเส้นทาง 
เพื่อกระจายสัญญาณ WIFI  ดังกล่าวได้อย่างไร

	 	 	 ให้นักเรียนลงจุดที่เป็นตำ�แหน่งของโต๊ะทำ�งานโดยใช้กระดาษกราฟ หรือซอฟต์แวร์เรขาคณิตพลวัต เช่น  
The Geometer’s Sketchpad  แลว้แสดงวธีิหาพกิดัของจดุทีจ่ะติดต้ังอุปกรณ์จดัเสน้ทาง เพือ่กระจายสญัญาณ WIFI  
พร้อมทั้งเขียนแสดงคำ�ตอบ  	 (5 คะแนน)

	 แนวคิด

	 	 ให้	 จุด A 	แทนตำ�แหน่งโต๊ะทำ�งานของวิชาญ
	 	 	 จุด B 	 แทนตำ�แหน่งโต๊ะทำ�งานของยวดยิ่ง
	 	 	 จุด C 	แทนตำ�แหน่งโต๊ะทำ�งานของเอกพจน์
	 	 1.	 ลงจุด (1, 4), (-4, 1)  และ  (12, 1)  บนระนาบพิกัดฉากจะได้ตำ�แหน่งโต๊ะทำ�งานของเพื่อนทั้งสามคน
	 	 2.	 สร้าง  AB  และ  AC
	 	 3.	 แบ่งครึ่ง AB  และ  AC  ที่จุด D  และ E  ตามลำ�ดับ
	 	 4.	 สร้างเส้นตั้งฉากกับ AB  ที่จุด D  และสร้างเส้นตั้งฉากกับ AC  ที่จุด E  ให้เส้นตั้งฉากทั้งสองตัดกันที่จุด O
	 	 5.	 วัดพิกัดของจุด O 

-2 

-4

5-5-10-15-20 10 15 20 25 30

-6

-8

-10

-12

10

8

6

4

2

12

14

16

18

A: (1.00, -4.00)
B: (-4.00, 1.00)
C: (12.00, 1.00)
O: (4.00, 4.00)

E

C

A

O

B

D



174 บทที่ 2 | วงกลม คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

			   เนื่องจาก  จุด O  เป็นจุดศูนย์กลางของวงกลมที่ผ่านจุด A  จุด B  และจุด C
			   จะได้  จุด O  เป็นตำ�แหน่งของจุดที่จะติดตั้งอุปกรณ์จัดเส้นทาง ที่ทำ�ให้ระยะห่างจากโต๊ะทำ�งานของทั้งสามคน 
			   เท่า ๆ กัน  และพิกัดของจุด O คือ (4, 4)  ดังรูป

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ทฤษฎีบทเกี่ยวกับวงกลมไปใช้ในการให้เหตุผลและการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 5 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
		  ส่วนที่ 1	 การลงจุดตำ�แหน่งต่าง ๆ รวมทั้งตำ�แหน่งที่จะติดตั้งอุปกรณ์จัดเส้นทาง
				    ✤	 ลงจุดถูกต้องครบถ้วน	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 ลงจุดถูกต้องบางส่วน	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 ลงจุดไม่ถูกต้อง หรือไม่ลงจุด	 ได้  0  คะแนน
		  ส่วนที่ 2	 การเขียนแสดงวิธีหาพิกัดของจุด
				    ✤	 เขียนแสดงวิธีหาพิกัดของจุดถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงวิธีหาพิกัดของจุดถูกต้องบางส่วน	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงวิธีหาพิกัดของจุดไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
		  ส่วนที่ 3	 การสรุปคำ�ตอบ  
				    ✤	 สรุปคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 สรุปคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่สรุป	 ได้  0  คะแนน
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3 พีระมิด กรวย และทรงกลม

ในบทพีระมิด กรวย และทรงกลมนี้ ประกอบด้วยหัวข้อย่อย 
ดังต่อไปนี้

3.1 	 ปริมาตรและพื้นที่ผิวของพีระมิด	 5	 ชั่วโมง
3.2	 ปริมาตรและพื้นที่ผิวของกรวย	 5	 ชั่วโมง
3.3 	 ปริมาตรและพื้นที่ผิวของทรงกลม	 5	 ชั่วโมง

บทที่

		  สาระและมาตรฐานการเรียนรู้

	 	 สาระที่ 2	 		 การวัดและเรขาคณิต
	 	 มาตรฐาน ค 2.1	 เข้าใจพื้นฐานเกี่ยวกับการวัด วัดและคาดคะเนขนาดของสิ่งที่ต้องการวัด และนำ�ไปใช้

		  ตัวชี้วัด

	 	 1.	 ประยุกต์ใช้ความรู้เรื่องปริมาตรของพีระมิด กรวย และทรงกลมในการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์และปัญหาในชีวิตจริง
	 	 2.	 ประยุกต์ใช้ความรู้เรื่องพื้นที่ผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลมในการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์และปัญหาในชีวิตจริง

		  จุดประสงค์ของบทเรียน

	 	 นักเรียนสามารถ
	 	 	 1.	 หาปริมาตรและพื้นที่ผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลม
	 	 	 2.	 ประยุกต์ใช้ความรู้เกี่ยวกับปริมาตรและพื้นที่ผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลมในการแก้ปัญหา

		  ความเชื่อมโยงระหว่างตัวชี้วัดกับจุดประสงค์ของบทเรียน

	 	 เน่ืองจากตัวช้ีวัดกล่าวถึงการประยุกต์ใช้ความรู้เ ร่ืองปริมาตรและพ้ืนท่ีผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลม  
ในการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์และปัญหาในชีวิตจริง   ดังน้ัน เพ่ือให้การเรียนรู้ของนักเรียนในเร่ืองพีระมิด กรวย และทรงกลม 
สอดคล้องกับตัวช้ีวัด ครูควรจัดประสบการณ์ให้นักเรียนเข้าใจเก่ียวกับรูปเรขาคณิตสามมิติ ได้แก่ พีระมิด กรวย และ 
ทรงกลม   รวมทัง้ใชค้วามรู้เกีย่วกบัปริมาตรและพืน้ทีผ่วิของรปูเรขาคณติดังกลา่วในการแกป้ญัหา  ซ่ึงสะท้อนได้จากการท่ีนักเรียน
สามารถ  
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			   ✤	 อธิบายลักษณะและส่วนต่าง ๆ ของพีระมดิ กรวย และทรงกลม 
			   ✤	 หาปริมาตรและพ้ืนท่ีผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลม
			   ✤	 ประยุกต์ใช้ความรู้เร่ืองปริมาตรและพ้ืนท่ีผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลม ในการแก้ปัญหา  

		  ความคิดรวบยอดของบทเรียน

	 	 พีระมิด กรวย และทรงกลมเป็นรูปเรขาคณิตสามมิติ เนื่องจากปริมาตรของพีระมิดสัมพันธ์กับปริมาตรของปริซึม และ
ปริมาตรของกรวยและปริมาตรของทรงกลมต่างก็สัมพันธ์กับปริมาตรของทรงกระบอก เราจึงใช้ปริมาตรของปริซึมและ 
ทรงกระบอกในการอธบิายทีม่าของการหาปรมิาตรของพรีะมดิ กรวย และทรงกลม  สำ�หรบัพืน้ทีผ่วิของพรีะมดิและกรวยสามารถ
อธิบายและหาได้จากพ้ืนท่ีของรูปคล่ีของพีระมิดและกรวยนั้น แต่เนื่องจากทรงกลมมีลักษณะเฉพาะที่ไม่สามารถใช้พื้นที่ของ 
รูปเรขาคณิตสองมิติในการอธิบายท่ีมาของการหาพ้ืนท่ีผิวได้โดยตรง   ดังน้ัน จึงใช้ความรู้เก่ียวกับปริมาตรของทรงกลมและปริมาตร
ของพีระมิดมาอธิบายที่มาของการหาพื้นที่ผิว

		  ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

ทักษะและกระบวนการ
ทางคณิตศาสตร์

หัวข้อ

3.1 
ปริมาตรและ
พื้นที่ผิวของ

พีระมิด

3.2
ปริมาตรและ
พื้นที่ผิวของ

กรวย

3.3
ปริมาตรและ
พื้นที่ผิวของ 
ทรงกลม

กิจกรรม 
ท้ายบท/ 

แบบฝึกหัด
ท้ายบท

การแก้ปัญหา ✤ ✤ ✤ ✤

การสื่อสารและการสื่อความหมาย 
ทางคณิตศาสตร์

การเชื่อมโยง ✤ ✤ ✤

การให้เหตุผล ✤ ✤ ✤ ✤

การคิดสร้างสรรค์
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		  ความเชื่อมโยงของความรู้ 

✤	 ปริมาตรของปริซึม เพื่อเป็นพื้นฐานในการหาปริมาตรของพีระมิด
✤	 ปริมาตรของทรงกระบอก เพื่อเป็นพื้นฐานในการหาปริมาตรของ

กรวยและทรงกลม 
✤	 ทฤษฎีบทพทีาโกรสั เพือ่เปน็พืน้ฐานในการหาปริมาตรและพ้ืนทีผิ่ว

ของพีระมิดและกรวย รวมทั้งการแก้ปัญหา
✤	 อัตราส่วนและสัดส่วน เพื่อเป็นพื้นฐานในการหาพื้นที่ผิวของกรวย

✤	 ปริมาตรของพีระมิด เป็นหนึ่งในสามของปริมาตรของปริซึมที่มี 
พื้นที่ฐานและความสูงเท่ากับพีระมิด  

	 	 ปริมาตรของพีระมิด  =  –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง
✤	 พื้นที่ผิวของพีระมิด หาได้จากพื้นที่ผิวข้างทั้งหมดรวมกับพื้นที่ฐาน
✤	 ปริมาตรของกรวย เป็นหนึ่งในสามของปริมาตรของทรงกระบอกที่

มีพื้นที่ฐานและความสูงเท่ากับกรวย
	 	 ปรมิาตรของกรวย  =  –13πr2h  เมือ่ r แทนรศัมขีองฐานของกรวย 

และ h แทนความสูงของกรวย
✤	 พื้นที่ผิวของกรวย หาได้จากพื้นที่ผิวข้างรวมกับพื้นที่ฐาน  

	 พื้นที่ผิวของกรวย  =  πr  + πr2   เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของ
กรวย  และ    แทนส่วนสูงเอียงของกรวย

✤	 ปริมาตรของทรงกลม หาได้จากความสัมพันธ์ที่ว่า สามเท่าของ
ปริมาตรของครึ่งทรงกลมเท่ากับปริมาตรของทรงกระบอก ที่มีรัศมี
ของฐานเท่ากับรัศมีของครึ่งทรงกลม และความสูงเป็นสองเท่าของ
รัศมีของครึ่งทรงกลม 

	 	 ปริมาตรของทรงกลม  =  –43πr3   เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม
✤	 พื้นที่ผิวของทรงกลม สามารถอธิบายท่ีมาของสูตรได้โดยอาศัย 

ความรู้จากปริมาตรของทรงกลมและปริมาตรของพีระมิด 
	 	 พื้นที่ผิวของทรงกลม  =   4πr2   เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 -
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		  ลำ�ดับการจัดกิจกรรมการเรียนรู้ของบทเรียน

ทบทวนความรู้เรื่องการหาปริมาตรและพื้นที่ผิวของปริซึมและทรงกระบอก และทฤษฎีบทพีทาโกรัส

แนะนำ�ลักษณะและส่วนต่าง ๆ ของพีระมิด

ทำ�กิจกรรม และอภิปรายเกี่ยวกับความสัมพันธ์ระหว่างปริมาตรของพีระมิดกับปริมาตรของปริซึม เพื่อให้ได ้
ข้อสรุปเกี่ยวกับปริมาตรของพีระมิด พร้อมทั้งฝึกใช้ความรู้เกี่ยวกับปริมาตรของพีระมิดในการแก้ปัญหา

แนะนำ�ความหมายพื้นที่ผิวของพีระมิด และเชื่อมโยงการหาพื้นที่ผิวกับรูปคลี่ของพีระมิด
รวมทั้งเชื่อมโยงการหาพื้นที่ผิวข้างของพีระมิดฐานหลายเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่ากับรูปคลี่ของพีระมิด

พร้อมทั้งฝึกใช้ความรู้เกี่ยวกับพื้นที่ผิวของพีระมิดในการแก้ปัญหา

แนะนำ�ลักษณะและส่วนต่าง ๆ ของกรวย 

หาปริมาตรของกรวย โดยอาศัยความรู้เกี่ยวกับปริมาตรของพีระมิดและปริมาตรของทรงกระบอก 
เพื่อให้ได้ข้อสรุปเกี่ยวกับปริมาตรของกรวย พร้อมทั้งฝึกใช้ความรู้เกี่ยวกับปริมาตรของกรวยในการแก้ปัญหา

แนะนำ�ความหมายพื้นที่ผิวของกรวย และเชื่อมโยงการหาพื้นที่ผิวกับรูปคลี่ของกรวย และหาพื้นที่ผิว
ของกรวยโดยอาศัยความรู้เรื่องอัตราส่วน  พร้อมทั้งฝึกใช้ความรู้เกี่ยวกับพื้นที่ผิวของกรวยในการแก้ปัญหา

แนะนำ�ลักษณะและส่วนต่าง ๆ ของทรงกลม

ทำ�กิจกรรม และอภิปรายเกี่ยวกับความสัมพันธ์ระหว่างปริมาตรของทรงกลมกับปริมาตรของทรงกระบอก 
เพ่ือให้ได้ข้อสรุปเก่ียวกับปริมาตรของทรงกลม พร้อมท้ังฝึกใช้ความรู้เก่ียวกับปริมาตรของทรงกลมในการแก้ปัญหา

แนะนำ�ความหมายพื้นที่ผิวของทรงกลม และเชื่อมโยงการหาพื้นที่ผิวของทรงกลมจากปริมาตรของ
ทรงกลมและปริมาตรของพีระมิด  พร้อมทั้งฝึกใช้ความรู้เกี่ยวกับพื้นที่ผิวของทรงกลมในการแก้ปัญหา

สรุปบทเรียนเรื่องพีระมิด กรวย และทรงกลม
และฝึกแก้ปัญหาโดยทำ�กิจกรรมท้ายบทและแบบฝึกหัดท้ายบท
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3.1 ปริมาตรและพื้นที่ผิวของพีระมิด (5 ชั่วโมง)

		  จุดประสงค์

		  นักเรียนสามารถ
	 	 	 1.	 อธิบายลักษณะและส่วนต่าง ๆ ของพีระมิด
	 	 	 2.	 หาปริมาตรของพีระมิดและนำ�ความรู้ไปใช้ในการแก้ปัญหา
	 	 	 3.	 หาพื้นที่ผิวของพีระมิดและนำ�ความรู้ไปใช้ในการแก้ปัญหา

		  ความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน 

		  -

		  สื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

	 	 1.	 อุปกรณ์ของกิจกรรม : ปริมาตรของพีระมิด
	 	 2.	 อุปกรณ์ของกิจกรรมเสนอแนะ 3.1 : ประกอบร่างหาปริมาตร

		  ข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

	 	 ในหัวข้อนี้ เป็นเรื่องเกี่ยวกับปริมาตรและพื้นที่ผิวของพีระมิด ซึ่งต้องการให้นักเรียนรู้จักส่วนประกอบต่าง ๆ ของพีระมิด 
และความหมายของพีระมิดในทางคณิตศาสตร์ รวมถึงให้นักเรียนทำ�กิจกรรมเชิงสำ�รวจเพื่อสร้างข้อสรุปเกี่ยวกับสูตรการหา
ปริมาตรของพีระมิด และการหาพื้นที่ผิวของพีระมิดจากพื้นที่ของรูปคลี่ของพีระมิด   ทั้งนี้ ในการทำ�กิจกรรมดังกล่าว จะช่วย
พัฒนาความสามารถในการนึกภาพ และความรู้สึกเชิงปริภูมิ (spatial sense) ของนักเรียน  แนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู้
อาจทำ�ได้ดังนี้
	 	 	 1.	 ครูสนทนากับนักเรียนเกี่ยวกับสิ่งของในชีวิตประจำ�วันที่มีลักษณะคล้ายพีระมิด และให้นักเรียนร่วมกันอภิปราย

เพื่อให้ได้ข้อสรุปเกี่ยวกับลักษณะและส่วนต่าง ๆ ของพีระมิด รวมถึงความหมายของพีระมิดในทางคณิตศาสตร์
	 	 	 2.	 ครูให้นักเรียนทำ�  “กิจกรรม : ปริมาตรของพีระมิด” ในหนังสือเรียน หน้า 120–122   เพื่อให้นักเรียนได้สำ�รวจ 

สงัเกต สรา้งขอ้ความคาดการณ ์และหาขอ้สรปุเกีย่วกบัความสัมพันธ์ระหว่างปรมิาตรของพรีะมดิและปริมาตรของ
ปริซึมท่ีมีพื้นท่ีฐานเท่ากันและความสูงเท่ากัน ซึ่งจะได้ว่า ปริมาตรของพีระมิดเป็นหน่ึงในสามของปริมาตรของ
ปริซึม เพื่อนำ�ไปสู่สูตรการหาปริมาตรของพีระมิด  

	 	 	 	 	 	 นอกจากน้ี ครูควรให้นักเรียนสังเกตความสัมพันธ์ระหว่างปริมาตรของพีระมิดและปริมาตรของปริซึมท่ีมี
ความสูงเท่ากันและพ้ืนที่ฐานเท่ากัน แต่ฐานทั้งสองไม่เป็นรูปเรขาคณิตที่เท่ากันทุกประการ ซึ่งความสัมพันธ์ 
ดังกล่าวยังคงเหมือนเดิม
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	 	 	 	 	 	 ครูอาจใช้วีดิทัศน์ในกรอบสื่อเสริมเพิ่มความรู้ ในหนังสือเรียน หน้า 123  แทนการทำ�กิจกรรมในชั้นเรียน 
ซึ่งจะทำ�ให้นักเรียนสร้างข้อความคาดการณ์ และหาข้อสรุปเกี่ยวกับความสัมพันธ์ระหว่างปริมาตรของพีระมิด 
และปริมาตรของปริซึมที่มีพื้นที่ฐานเท่ากันและความสูงเท่ากัน เพื่อนำ�ไปสู่สูตรการหาปริมาตรของพีระมิดได้ 
เช่นเดียวกัน

	 	 	 3.	 ครูอาจใช้   “กิจกรรมเสนอแนะ 3.1 : ประกอบร่างหาปริมาตร”   ในคู่มือครู หน้า 182–185   ซ่ึงเป็นกรณีเฉพาะ 
ในการหาความสัมพันธ์ระหว่างปริมาตรของลูกบาศก์และปริมาตรของพีระมิดปรกติฐานสี่เหลี่ยม โดยครูสามารถ
ให้นักเรียนใช้การนึกภาพในการสร้างข้อความคาดการณ์และค้นหาข้อสรุปเกี่ยวกับการหาปริมาตรของพีระมิด 

	 	 	 4.	 ครอูาจใชช้วนคดิ 3.1 ในหนงัสอืเรยีน หน้า 124  ใหน้กัเรยีนไดฝ้กึใช้การนกึภาพและความรูส้กึเชงิปรภิมูปิระกอบ 
การคดิและใหเ้หตุผลในการหาคำ�ตอบ ซึง่หากนกัเรยีนยังหาคำ�ตอบไม่ได ้ครอูาจใชก้ารคำ�นวณเพือ่ชว่ยใหนั้กเรยีน
เปรียบเทียบความสูงของพีระมิด ก  กับ  ข  ได้ก่อน แล้วจึงให้สังเกตผลท่ีได้จากการคำ�นวณและการเปรียบเทียบน้ัน 
ก่อนที่จะเชื่อมโยงไปเปรียบเทียบความสูงของพีระมิดคู่อื่น ๆ โดยไม่ต้องมีการคำ�นวณ

	 	 	 5.	 ครูให้นักเรียนสังเกตรูปคลี่ของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมมุมฉาก เพื่อใช้เป็นตัวอย่างในการเชื่อมโยงไปสู่การหาพื้นที่ผิว
ของพีระมิด   จากน้ัน ครูให้นักเรียนพิจารณาลักษณะและรูปคลี่ของพีระมิดปรกติ เพื่อเชื่อมโยงไปสู่สูตรของ 
พื้นที่ผิวข้างของพีระมิดฐานหลายเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่า  ครูควรเน้นย้ำ�กับนักเรียนว่า สำ�หรับการหาพื้นที่ผิวของ
พีระมิดตรงที่ไม่ใช่พีระมิดปรกติต้องหาพื้นที่ผิวข้างจากพื้นที่ของรูปสามเหลี่ยมแต่ละด้าน 
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กิจกรรม : ปริมาตรของพีระมิด

	 	 กจิกรรมนี ้เปน็กจิกรรมทีเ่ปดิโอกาสใหน้กัเรยีนไดค้้นหาความสมัพนัธร์ะหวา่งปรมิาตรของพรีะมิดและปรมิาตรของปริซมึ
ที่มีพื้นที่ฐานเท่ากันและความสูงเท่ากันกับพีระมิดนั้น ซึ่งจะนำ�ไปสู่สูตรการหาปริมาตรของพีระมิด นอกจากนี้ ยังเป็นกิจกรรมที่
ช่วยให้นักเรียนได้พัฒนาความสามารถในการนึกภาพและสร้างข้อความคาดการณ์   โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ และขั้นตอนการดำ�เนิน
กิจกรรม ดังนี้

		  สื่อ/อุปกรณ์

	 	 1.	 กระดาษแข็ง
	 	 2.	 กรรไกร
	 	 3.	 เทปใส
	 	 4.	 ทราย

		  ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

	 	 1.	 ครูแบ่งนักเรียนออกเป็นกลุ่ม กลุ่มละ 4–5 คน
	 	 2.	 ครูให้นักเรียนแต่ละกลุ่มทำ�กิจกรรมตามขั้นตอนการทำ�กิจกรรม ข้อ 1–4  ในหนังสือเรียน หน้า 120–122   จากนั้น

ให้สรุปผลเกี่ยวกับความสัมพันธ์ระหว่างปริมาตรของพีระมิดและปริมาตรของปริซึมที่มีพื้นที่ฐานเท่ากันและความสูง
เท่ากัน

	 	 3.	 ครูให้นักเรียนหาความสัมพันธ์ระหว่างพื้นที่ฐานและความสูงของพีระมิดและปริซึมที่ประกอบขึ้น จากนั้นให้สรุปสูตร
การหาปริมาตร 

	 	 4.	 ครูให้นักเรียนแต่ละกลุ่มทำ�กิจกรรมตามขั้นตอนการทำ�กิจกรรม ข้อ 5 ในหนังสือเรียน หน้า 122 จากนั้นให้นักเรียน
แต่ละกลุ่มสรุปผลที่ได้

หมายเหต	ุ ในการทำ�กิจกรรม หากนักเรียนบรรจุทรายลงในพีระมิดแน่นเกินไปหรือไม่เต็มพีระมิดพอดี   อาจทำ�ให้เกิดความคลาดเคล่ือนได้   
	 ดังนั้น  ครูอาจให้นักเรียนทดลอง 2–3 ครั้ง เพื่อให้เห็นแนวโน้มที่จะนำ�ไปสู่การสร้างข้อความคาดการณ์ได้ง่ายขึ้น

เฉลยคำ�ถามท้ายกิจกรรม

	 1.	 3 ครั้ง 
	 2.	 คำ�ตอบมีได้หลากหลาย เช่น
		  ✤	 ปริมาตรของปริซึมเป็นสามเท่าของปริมาตรของพีระมิดที่มีพื้นที่ฐานเท่ากัน และความสูงเท่ากัน
		  ✤	 ปริมาตรของพีระมิดเป็นหนึ่งในสามของปริมาตรของปริซึมที่มีพื้นที่ฐานเท่ากัน และความสูงเท่ากัน
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กิจกรรมเสนอแนะ 3.1 : ประกอบร่างหาปริมาตร

	 	 กิจกรรมนี้ เป็นกิจกรรมที่เปิดโอกาสให้นักเรียนได้ค้นหาความสัมพันธ์ระหว่างปริมาตรของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสกับ
ปริมาตรของลูกบาศก์ที่มีพื้นที่ฐานและความสูงเท่ากัน เพื่อนำ�ไปสู่การหาปริมาตรของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสผ่านกิจกรรม 
ทีน่กัเรยีนไดล้งมอืปฏบิตัจิรงิ กจิกรรมนีช้ว่ยใหน้กัเรยีนไดฝ้กึการนึกภาพ เพือ่สรา้งขอ้ความคาดการณแ์ละคน้หาขอ้สรปุเก่ียวกับ
การหาปริมาตรของพีระมิด  โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ และขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

		  สื่อ/อุปกรณ์

	 	 1.	 ใบกิจกรรมเสนอแนะ 3.1 : ประกอบร่างหาปริมาตร
	 	 2.	 กระดาษรูปคลี่
	 	 3.	 กรรไกร
	 	 4.	 กาวหรือเทปใส

		  ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

	 	 1.	 ครูแบ่งนักเรียนเป็นกลุ่ม กลุ่มละ 4–5 คน
	 	 2.	 ครูให้นักเรียนทำ�กิจกรรมตามขั้นตอนข้อ 1–2 และตอบคำ�ถามข้อ 3 ในใบกิจกรรมเสนอแนะ 3.1 : ประกอบร่างหา

ปริมาตร  จากนั้นให้นักเรียนทั้งชั้นเรียนร่วมกันอภิปรายคำ�ตอบที่ได้จากคำ�ถามในข้อ 3  โดยครูอาจให้นักเรียนแสดง
วิธีการประกอบลูกบาศก์จากรูปเรขาคณิตสามมิติที่ประกอบขึ้นจากรูปคล่ี แล้วให้นักเรียนได้สำ�รวจความสัมพันธ์
ระหว่างลูกบาศก์และรูปเรขาคณิตสามมิติที่ประกอบขึ้นจากรูปคลี่

	 	 	 	 	 ครช้ีูใหน้กัเรยีนเหน็วา่เงือ่นไขทีท่ำ�ใหค้วามสมัพนัธร์ะหวา่งปริมาตรของพีระมดิฐานสีเ่หลีย่มจตัรุสักบัปริมาตร
ของลูกบาศก์เป็นจริง คือ ลูกบาศก์และรูปเรขาคณิตสามมิติที่ประกอบขึ้นจากรูปคลี่ (พีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส) ต้อง
มีพื้นที่ฐานและความสูงเท่ากัน 
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คำ�ชี้แจง		 ให้นักเรียนทำ�กิจกรรมตามขั้นตอนและตอบคำ�ถามต่อไปนี้
	 1.	 ตัดกระดาษรูปคลี่ จำ�นวน 4 แผ่น แล้วประกอบให้เป็นรูปเรขาคณิตสามมิติ โดยใช้กาวหรือเทปใสติด

บริเวณรอยต่อ
	 2. 	 ประกอบรูปเรขาคณิตสามมิติที่ได้จากกระดาษรูปคลี่ให้เป็นลูกบาศก์ 1 ลูก   โดยอาจใช้รูปเรขาคณิต 

สามมิติน้อยกว่า 4 ชิ้น ก็ได้
	 3. 	 ตอบคำ�ถามต่อไปนี้
	 	 1)	 เมื่อประกอบกระดาษรูปคลี่ให้เป็นรูปเรขาคณิตสามมิติแล้ว รูปเรขาคณิตสามมิติที่ได้แต่ละรูป 

เป็นรูปเรขาคณิตสามมิติชนิดใด

	 	 2) 	 ในการประกอบเป็นลูกบาศก์ 1 ลูก ต้องใช้รูปเรขาคณิตสามมิติที่ประกอบขึ้นจากรูปคลี่กี่รูป

	 	 3)	 ลูกบาศก์ที่ประกอบขึ้นมีความสัมพันธ์อย่างไรกับรูปเรขาคณิตสามมิติที่ประกอบขึ้นจากรูปคลี่

	 	 4)	 ลูกบาศก์มีปริมาตรเป็นกี่เท่าของรูปเรขาคณิตสามมิติที่ประกอบขึ้นจากรูปคลี่

	 	 5) 	 ถ้าลูกบาศก์มีพื้นที่ฐานเท่ากับ B ตารางหน่วย และสูง H หน่วย  นักเรียนสามารถเขียนสมการแสดง
ความสมัพนัธ์ระหวา่งปริมาตรของลกูบาศกแ์ละปรมิาตรของรปูเรขาคณติสามมิตทิีป่ระกอบขึน้จาก
รูปคลี่แต่ละรูปได้อย่างไร  พร้อมทั้งระบุเงื่อนไขจำ�เป็นที่ทำ�ให้สมการเป็นจริง
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กระดาษรูปคลี่
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เฉลยใบกิจกรรมเสนอแนะ 3.1 : ประกอบร่างหาปริมาตร

	 3.	 1) 	 พีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส
	 	 2)	 3 รูป
	 	 3) 	 คำ�ตอบมีได้หลากหลาย เช่น
			   ✤	 ฐานของลูกบาศก์เท่ากับฐานของรูปเรขาคณิตสามมิติที่ประกอบขึ้นจากรูปคลี่
			   ✤	 พื้นที่ฐานของลูกบาศก์เท่ากับพื้นที่ฐานของรูปเรขาคณิตสามมิติที่ประกอบขึ้นจากรูปคลี่	
			   ✤	 ความสูงของลูกบาศก์เท่ากับความสูงของรูปเรขาคณิตสามมิติที่ประกอบขึ้นจากรูปคลี่	
			   ✤	 ลูกบาศก์ประกอบขึ้นจากรูปเรขาคณิตสามมิติที่ประกอบขึ้นจากรูปคลี่ จำ�นวน 3 ชิ้น
	 	 4) 	 ลูกบาศก์มีปริมาตรเป็น 3 เท่าของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่ประกอบขึ้นจากรูปคลี่
	 	 5) 	 เนื่องจาก  ปริมาตรของลูกบาศก์  =  พื้นที่ฐาน × ความสูง
	 	 	 นั่นคือ      ปริมาตรของลูกบาศก์  =  B × H
	 	 	 เนื่องจาก  ลูกบาศก์มีปริมาตรเป็น 3 เท่าของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่ประกอบขึ้นจากรูปคลี่
	 	 	 จะได้ว่า   B × H   =   3 × ปริมาตรของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส

	 	 	 หรือ ปริมาตรของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส  =  –13 × B × H   

	 	 	 เง่ือนไขจำ�เป็นท่ีทำ�ให้สมการเป็นจริง คือ ลูกบาศก์และพีระมิดฐานส่ีเหล่ียมจัตุรัสต้องมีพ้ืนท่ีฐานและความสูงเท่ากัน
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เฉลยชวนคิด

					     ชวนคิด 3.1	

					     แนวคิด 1 
    

	 พีระมิด  ก	 พีระมิด  ข	 พีระมิด  ค

					     พิจารณาพีระมิด ก และ ข 
	 	 	 	 	 จะพบว่า	 เมื่อพีระมิด ข มีสันยาว 10 หน่วย จะทำ�ให้ความสูงของพีระมิด ข (h1) นั้น ยาวน้อยกว่า 10 หน่วย  

นั่นคือ พีระมิด ข จะมีความสูงน้อยกว่าพีระมิด ก
					     พิจารณาพีระมิด ก และ ค
	 	 	 	 	 จะพบว่า	 เมื่อพีระมิด ค มีส่วนสูงของรูปสามเหลี่ยมที่เป็นหน้าของพีระมิด ค ยาว 10 หน่วย จะทำ�ให้ความสูง

ของพีระมิด ค (h2) นั้น ยาวน้อยกว่า 10 หน่วย  
	 	 	 	 	 	 นั่นคือ พีระมิด ค จะมีความสูงน้อยกว่าพีระมิด ก
					     พิจารณาพีระมิด ข และ ค 
	 	 	 	 	 จะพบว่า	 เมื่อพีระมิด ข มีสันยาว 10 หน่วย จะทำ�ให้ส่วนสูงของรูปสามเหลี่ยมที่เป็นหน้าของพีระมิด ข นั้น 

ยาวน้อยกว่า 10 หน่วย  ซึ่งจะทำ�ให้พีระมิด ข จะมีความสูงน้อยกว่าพีระมิด ค

	 	 	 	 	 ดังนั้น ความสูงของพีระมิด ข  <  ความสูงของพีระมิด ค  <  ความสูงของพีระมิด ก
	 	 	 	 	 เนื่องจาก ฐานของพีระมิดทั้งสามมีฐานเป็นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่มีพื้นที่เท่ากัน

	 	 	 	 	 และ  ปริมาตรของพีระมิด   =   –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 	 จะได้ ปริมาตรของพีระมิด ข  <  ปริมาตรของพีระมิด ค  <  ปริมาตรของพีระมิด ก

					     แนวคิด 2	 พิจารณาปริมาตรของพีระมิดทั้งสาม 
	 	 	 	 	 	 เนื่องจากพีระมิดทั้งสามมีพื้นที่ฐานเท่ากัน 
	 	 	 	 	 	 นั่นคือ ปริมาตรของพีระมิดแต่ละอันจะมากหรือน้อยกว่ากันขึ้นอยู่กับความสูง 
	 	 	 	 	 	 กล่าวคือ พีระมิดที่มีความสูงมากกว่าจะมีปริมาตรมากกว่าด้วย 
	 	 	 	 	 	 ดังนั้น	 ในการเปรียบเทียบปริมาตรของพีระมิดทั้งสามจึงสามารถเปรียบเทียบโดยใช้ความสูง  
	 	 	 	 	 	 	 แทนการคำ�นวณหาปริมาตรได้
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	 	 	 	 	 	 	 	 พีระมิด ก มีพื้นที่ฐานเท่ากับ 10 ตารางหน่วย และสูง 10 หน่วย
	 	 	 	 	 	 	 	 พีระมิด ข มีพื้นที่ฐานเท่ากับ 10 ตารางหน่วย และสันยาว 10 หน่วย 
	 	 	 	 	 	 ดังนั้น	 จากรูป ต้องหาความสูง (h) ของพีระมิด ข 

	 	 	 	 	 	 หาค่า d2 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส

	 	 	 	 	 	 	 d2	 =	 (—√10)2 + (—√10)2	 	 	 	 	 	 	 	 	 2	 2
	 	 	 	 	 	 	 	 =	 5
	 	 	 	 	 	 หาค่า h จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส
	 	 	 	 	 	 	 h	 =	 √100 – 5 
	 	 	 	 	 	 	 	 = 	 √95
	 	 	 	 	 	 ดังนั้น  พีระมิด ข  สูง  √95  หน่วย

	 พีระมิด ข

	 	 	 	 	 พีระมิด ค  มีพื้นที่ฐานเท่ากับ 10 ตารางหน่วย  และส่วนสูงของรูปสามเหลี่ยมที่เป็นหน้ายาว 10 หน่วย
	 	 	 	 	 ดังนั้น  จากรูป ต้องหาความสูง (h) ของพีระมิด ค

	 	 	 	 	 	 หาค่า h จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส

	 	 	 	 	 	 	 h	 =	 102 – (—√10)2	 	 	 	 	 	 	 	 	 2
	 	 	 	 	 	 	 	 =	 √97.5
	 	 	 	 	 	 ดังนั้น  พีระมิด ค  สูง  √97.5  หน่วย

	 พีระมิด ค

	 	 	 	 	 เมื่อเรียงลำ�ดับของความสูงของพีระมิดทั้งสามจากน้อยไปมาก 
	 	 	 	 	 จะได้ว่า  ความสูงของพีระมิด ข  <  ความสูงของพีระมิด ค  <  ความสูงของพีระมิด ก
	 	 	 	 	 ดังนั้น  เมื่อเรียงลำ�ดับของปริมาตรของพีระมิดจากน้อยไปมาก 
	 	 	 	 	 จะได้  ปริมาตรของพีระมิด ข  <  ปริมาตรของพีระมิด ค  <  ปริมาตรของพีระมิด ก
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					     ชวนคิด 3.2	

					     แนวคิด	 ข้อคาดการณ์ของใบบัวน่าจะถูกต้อง พิจารณาความสอดคล้องของข้อมูลที่สถานการณ์กำ�หนดให้
ดังนี้

	 	 	 	 	 	 จากข้อมูลที่สถานการณ์กำ�หนดให้ 
	 	 	 	 จะได้ว่า	 พีระมดิกระจกสงู 21.65 เมตร  มคีวามยาวฐานโดยรอบ 140 เมตร  และมปีรมิาตรประมาณ 

8,840 ลูกบาศก์เมตร
	 	 	 	 	 	 พิจารณาข้อคาดการณ์ของใบบัวที่ว่าฐานของพีระมิดนี้เป็นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส
	 	 	 	 	 	 จะได้ ฐานของพีระมิดนี้มีความยาวด้านละ  140 ÷ 4  =  35  เมตร 
	 	 	 	 	 	 ดังนั้น  ฐานของพีระมิดนี้มีพื้นที่เท่ากับ  35 × 35  =  1,225  ตารางเมตร
	 	 	 	 	 	 พิจารณาปริมาตรของพีระมิดนี้

	 	 	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × 1,225 × 21.65  

  	 	 	 	 	 	 	 	 =	 8,840.416
.

								        ≈	 8,840 ลูกบาศก์เมตร
	 	 	 	 	 	 ซึ่งสอดคล้องกับข้อมูลที่สถานการณ์กำ�หนด
	 	 	 	 	 	 ดังนั้น  ความคิดของใบบัวน่าจะถูกต้อง

					     ชวนคิด 3.3 

	 	 	 	 	 ไม่เท่ากัน

เฉลยแบบฝึกหัด

	 แบบฝึกหัด  3.1 ก

	 1.	 หลังคาของสิ่งปลูกสร้างในข้อ 3) และ 6) มีลักษณะคล้ายพีระมิด เพราะมียอดแหลมที่ไม่อยู่บนระนาบเดียวกันกับฐาน 
และหน้าทุกหน้าเป็นรูปสามเหลี่ยมที่มีจุดยอดร่วมกันที่ยอดแหลมนั้น

	 2.	 1)	 พีระมิดฐานสามเหลี่ยม	 2)	 พีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส
	 	 3)	 พีระมิดฐานสี่เหลี่ยมผืนผ้า	 4)	 พีระมิดฐานห้าเหลี่ยม
	 	 5)	 พีระมิดฐานหกเหลี่ยม	 6)	 พีระมิดฐานแปดเหลี่ยม

ipst.me/11431

ipst.me/11432

https://ipst.me/11431
https://ipst.me/11432


189บทที่ 3 | พีระมิด กรวย และทรงกลมคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 แบบฝึกหัด 3.1 ข

	 1.	

ข้อที่ พีระมิด
ความยาวของด้าน

ของฐาน (ซม.)
พื้นที่ฐาน 
(ซม.2)

ความสูง 
(ซม.)

ปริมาตร 
(ซม.3)

1) ฐานสามเหลี่ยม 10 25√3 9 75√3

2) ฐานสี่เหลี่ยม 8.2 67.24 10.5 235.34

3) ฐานห้าเหลี่ยม 2.4 9.91 6 19.82

4) ฐานสี่เหลี่ยม 8 64 15 320

5) ฐานหกเหลี่ยม 6 54√3 7.5 135√3

		  แนวคิด	 1)	 จากสููตร	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × 25√3 × 9    

	 	 	 	 	 	 	 =	 75√3  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 2)	 เนื่องจาก  ฐานของพีระมิดเป็นรูปสี่เหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่า
	 	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่รูปสี่เหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่า	 =	 ความยาวของด้าน × ความยาวของด้าน
	 	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ฐาน	 =	 8.2 × 8.2
	 	 	 	 	 	 	 =	 67.24  ตารางเซนติเมตร

	 	 	 	 	 จากสูตร	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × 67.24 × 10.5

	 	 	 	 	 	 	 =	 235.34  ลูกบาศก์เซนติเมตร  

	 	 	 	 3)	 จากสููตร	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 	 จะได้  	 19.82	 =	 –13 × 9.91 × ความสูง

	 	 	 	 	 ดังนั้น  	 ความสูง	 =	 19.82 × 3
	 	 	 	 	 	 	 	 9.91 
	 	 	 	 	 	 	 =	 6  เซนติเมตร
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	 	 	 	 4)	 เนื่องจาก  ฐานของพีระมิดเป็นรูปสี่เหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่า
	 	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ฐาน	 =	 ความยาวของด้าน × ความยาวของด้าน
	 	 	 	 	 จะได้	 64	 =	 ความยาวของด้าน2

	 	 	 	 	 ดังนั้น	 ความยาวของด้าน	 =	 8  เซนติเมตร 

	 	 	 	 	 จากสูตร  	ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 	 จะได้  	 320	 =	 –13 × 64 × ความสูง

	 	 	 	 	 ดังนั้น  	 ความสูง	 =	 320 × 3
	 	 	 	 	 	 	 	 64 
	 	 	 	 	 	 	 =	 15  เซนติเมตร
	 	 	 	 5)	 เนื่องจากฐานของพีระมิดเป็นรูปหกเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่แต่ละด้านยาว 6 เซนติเมตร
	 	 	 	 	 จากรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก BCD
	 	 	 	 	 จะได้	 x2  =  62 – 32  =  36 – 9  =  27
	 	 	 	 	 	  x  =  √27  =  3√3

	 	 	 	 	 ดังนั้น	 พื้นที่ ∆ABC	 =	 –12 × 6 × 3√3  

	 	 	 	 	 	 	 =	 9√3  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ฐานของพีระมิด 	 =	 6 × 9√3  
	 	 	 	 	 	 	 =	 54√3  ตารางเซนติเมตร 

	 	 	 	 	 จากสูตร	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 	 จะได้  	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × 54√3 × 7.5	

	 	 	 	 	 	 	 =	 135√3  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 2.	 แนวคิด	 เนื่องจาก  ฐานของพีระมิดเป็นรูปหกเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่แต่ละด้านยาว 3 เซนติเมตร
	 	 	 	 จากรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก BCD

	 	 	 	 จะได้	 x2  =  32 – (–32)
2
  =  9 – –94  =  —

27
4 

	 	 	 	 	 x  =   27  =  3√3
	 	 	 	 	 	 4	 2 

	 	 	 	 ดังนั้น	 พื้นที่ ∆ABC 	 =	 –12 × 3 × 3√3
	 	 	 	 	 	 	 	 2 

	 	 	 	 	 	 =	 9√3   ตารางเซนติเมตร							       4

A BD
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3
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	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ฐานของพีระมิด 	 =	 6 × 9√3							       4 

	 	 	 	 	 	 =	 27√3   ตารางเซนติเมตร	 	 	 	 	 	 	 2

	 	 	 	 จากสูตร	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของพีระมิดนี้	 =	 –13 × 
27√3 × 10   =   45√3   ลูกบาศก์เซนติเมตร	 	 	 	 	 	 	 2

	 3.	 แนวคิด	 จากสูตร  พื้นที่ของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า  =  √3 a2  เมื่อ  a  แทนความยาวของด้านของรูปสามเหลี่ยม					        4   
	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ฐานของพีระมิด	 =	 √3 × 122   =   36√3    ตารางเซนติเมตร							          4   

	 	 	 	 จากสููตร	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 จะได้  	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × 36√3 × 20

	 	 	 	 	 	 =	 240√3  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น	 ในการหล่อปูนปลาสเตอร์ให้เป็นพีระมิดดังกล่าว จะต้องใช้ปูนปลาสเตอร์อย่างน้อย 240√3  
	 	 	 	 	 ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 4.	 แนวคิด	 จากสููตร	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของพีระมิดนี้ 	 =	 –13 × (4 × 4) × 6   

	 	 	 	 	 	 =	 32  ลูกบาศก์เมตร

	 5.	 แนวคิด  1

	 	 	 	 จากรูป	 พื้นที่ฐานของพีระมิด	 =	 –12 × ผลคูณของความยาวของเส้นทแยงมุม

	 	 	 	 	 	 =	 –12 × 10 × 10

	 	 	 	 	 	 =	 50  ตารางเซนติเมตร

10

10
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	 	 	 	 จากสููตร 	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 จะได้  	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × 50 × 5

	 	 	 	 	 	 =	 250   ลูกบาศก์เซนติเมตร							       3
	 	 	 	 เนื่องจาก  แก้วผลึกมีลักษณะเป็นพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสสองชิ้นประกบกัน

	 	 	 	 ดังนั้น  แก้วผลึกนี้มีปริมาตร  2 × 250  ≈  166.67  ลูกบาศก์เซนติเมตร					     3

		  แนวคิด 2	  

	 	 	 	 จากรูป  ฐานของพีระมิดมีความยาวของแต่ละด้านเท่ากับ  √52 + 52  =  √50  เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสููตร	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 จะได้  	ปริมาตรของพีระมิด 1 ชิ้น	 =	 –13 × (√50 × √50 ) × 5

	 	 	 	 	 	 =	 250   ลูกบาศก์เซนติเมตร							       3
	 	 	 	 เนื่องจาก  แก้วผลึกมีลักษณะเป็นพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสสองชิ้นประกบกัน

	 	 	 	 ดังนั้น  ปริมาตรของแก้วผลึกนี้   =  2 × 250  ≈  166.67  ลูกบาศก์เซนติเมตร					     3

	 6.	 แนวคิด	 จากสูตร  ปริมาตรของพีระมิด  =  –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของขนมเทียน 1 ห่อ	 =	 –13 × (4 × 4) × 3

	   	 	 	  	 	 =	 16  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 	 	 แต่ขนมเทียนแต่ละห่อใช้แป้งประมาณ  –23  ของเนื้อขนม

	 	 	 	 ดังนั้น  ขนมเทียนแต่ละห่อใช้แป้งประมาณ  –23 × 16  =  —
32
3   ลูกบาศก์เซนติเมตร
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	 	 	 	 เนื่องจากต้องการทำ�ขนมเทียน 100 ห่อ
	 	 	 	 ดังนั้น  ต้องใช้แป้งประมาณ  100 × —323    ลูกบาศก์เซนติเมตร  หรือ  —

32
30   ลิตร

	 	 	 	 จากโจทย์  กำ�หนดแป้ง 1 ลิตร หนัก 550 กรัม

	 	 	 	 ดังนั้น  จะต้องใช้แป้งในการทำ�ขนมเทียนประมาณ  —3230 × 550  ≈  586.67  กรัม

	 7.	 แนวคิด	 รูปจำ�ลองของศิลาจารึกพ่อขุนรามคำ�แหงมีลักษณะเป็นพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสและปริซึมสี่เหลี่ยม 
จัตุรัสประกบกัน

	 	 	 	 ดังนั้น	 ปริมาตรของรูปจำ�ลองนี	้ =	  ปริมาตรของพีระมิด  +  ปริมาตรของปริซึม

	 	 	 	 จากสููตร 	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 จะได้  	 ปริมาตรของพีระมิด 	 =	 –13 × (16 × 16) × 10 

	 	 	 	 	 	 =	 2,560    ลูกบาศก์เซนติเมตร							       3
	 	 	 	 จากสูตร	 ปริมาตรของปริซึม	 =	 พื้นที่ฐาน × ความสูง
	 	 	 	 จะได้  	 ปริมาตรของปริซึม 	 =	 (16 × 16) × 40
	 	 	 	 	 	 =	 10,240  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 	 	 ดังนั้น  ปริมาตรของปูนปลาสเตอร์ที่ใช้หล่อรูปจำ�ลองนี	้ =	 2,560 + 10,240							       3
						      ≈	 11,093.33  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 8. 	 แนวคิด	 เนื่องจากมหาพีระมิดแห่งกีซามีฐานเป็นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสครอบคลุมพื้นที่ประมาณ 33 ไร่
	 	 	 	 และพื้นที่ 1 ไร่ เท่ากับ 1,600 ตารางเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  มหาพีระมิดแห่งกีซามีพื้นที่ฐานประมาณ  33 × 1,600  =  52,800  ตารางเมตร

	 	 	 	 จากสูตร 	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 จะได้ 	ปริมาตรของมหาพีระมิดแห่งกีซา	 ≈	 –13 × 52,800 × 146.5

						      ≈	 2,578,400  ลูกบาศก์เมตร
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	 แบบฝึกหัด  3.1 ค

	 1. 	 แนวคิด	 จากสูตร  พื้นที่ผิวข้างของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส  =  –12 × ความยาวรอบรูปของฐาน × ส่วนสูงเอียง

	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวข้างของพีระมิด	 =	 –12 × (4 × 12) × 12  =  288  ตารางเซนติเมตร

	 	 	 	 และ	 พื้นที่ฐานของพีระมิด	 =	 12 × 12  =  144  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  พื้นที่ผิวของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส  =  288 + 144  =  432  ตารางเซนติเมตร

	 2.	 แนวคิด	 จากสูตร พ้ืนท่ีผิวข้างของพีระมิดฐานห้าเหล่ียมด้านเท่ามุมเท่า  =  –12 × ความยาวรอบรูปของฐาน × ส่วนสูงเอียง

	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวข้างของพีระมิด	 =	 –12 × (5 × 10) × 6

	 	 	 	 	 	 =	 150  ตารางเซนติเมตร

	 3.	 แนวคิด	 จากรูป ให้   ABCD เป็นฐานของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส  ซึ่งยาวด้านละ 30 เมตร  
	 	 	 	 จุด	 O	 เป็นยอดของพีระมิด
					     OX	 เป็นส่วนสูงของพีระมิด  
 	 	 	 	 และ	OY	 เป็นส่วนสูงเอียงของพีระมิด
	 	 	 	 เนื่องจาก  ΔOXY เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 
	 	 	 	 ที่มี   OX  =  20  เมตร 

	 	 	 	 และ  XY  =  —302   =  15  เมตร

	 	 	 	 โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัส
	 	 	 	 จะได้	 OY2	 =	 OX2 + XY2  
	 	 	 	 	 	 =	 202 + 152

	 	 	 	 	 	 =	 625
	 	 	 	 ดังนั้น	 OY	 =	 25  
	 	 	 	 เนื่องจาก พื้นที่ผิวข้างของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส  =  –12 × ความยาวรอบรูปของฐาน × ส่วนสูงเอียง

	 	 	 	 จะได้  พื้นที่ผิวข้างของอาคารนี้ 	 =	 –12 × (4 × 30) × 25

	 	 	 	 	 	 =	 1,500  ตารางเมตร
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	 4.	 แนวคิด	 จากรูป ให้ ABCD เป็นฐานของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส  ซึ่งยาวด้านละ 6 เซนติเมตร
 	 	 	 	 จุด	 O	 เป็นยอดของพีระมิด
					     OX	 เป็นส่วนสูงของพีระมิด  
	 	 	 	 และ	OY	 เป็นส่วนสูงเอียงของพีระมิด
   	 	 	 	 เนื่องจาก  ΔOXY เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 
	 	 	 	 ที่มี   OX  =  4  เซนติเมตร  

	 	 	 	 และ  XY  =  –62  =  3  เซนติเมตร 

	 	 	 	 โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัส
	 	 	 	 จะได้	 OY2	 =	 OX2 + XY2 	  
	 	 	 	 	 	 =	 42 + 32

	 	 	 	 	 	 =	 25
	 	 	 	 ดังนั้น	 OY	 =	 5    เซนติเมตร

	 	 	 	 เนื่องจาก พื้นที่ผิวข้างของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส  =  –12 × ความยาวรอบรูปของฐาน × ส่วนสูงเอียง

	 	 	 	 จะได้  พื้นที่ผิวข้างของพีระมิด 	 =	 –12 × (4 × 6) × 5

	 	 	 	 	 	 =	 60  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 และ  พื้นที่ฐานของพีระมิด  =  6 × 6  =  36  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  บริเวณที่ต้องการทาสีมีพื้นที่  60 + 36  =  96  ตารางเซนติเมตร

	 5.	 แนวคิด	 จากรูป ให้   ABCD เป็นฐานของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมผืนผ้า
 	 	 	 	 จุด	 O	 เป็นยอดของพีระมิด
					     OX	 เป็นส่วนสูงของพีระมิด
					     OE	 เป็นส่วนสูงของ ΔOAB  
	 	 	 	 และ	OF	 เป็นส่วนสูงของ ΔOBC  
   	 	 	 	 จากโจทย์	 OX	 =	 12  เซนติเมตร   
	 	 	 	 	 AB	 =	 32  เซนติเมตร 
	 	 	 	 และ 	 BC	 =	 10  เซนติเมตร

 	 	 	 	 จะได้	 XF	 =	 —322    =   16  เซนติเมตร

	 	 	 	 และ	 XE	 =	 —102    =   5    เซนติเมตร

A

X Y

C

O

D

B

O

C

F

BEA

D

X



196 บทที่ 3 | พีระมิด กรวย และทรงกลม คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

เนื่องจาก  DOXE เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก
โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัส
จะได้	 OE2	 =	 OX2 + XE2

	 	 =	 122 + 52

	 	 =	 169
ดังนั้น	 OE	 =	 13

เนื่องจาก  DOXF เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 
โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัส
จะได้	 OF2	 =	 OX2 + XF2

	 	 =	 122 + 162

	 	 =	 400
ดังนั้น  	  OF	 =	 20

	 	 	 	 เนื่องจาก	 พื้นที่ผิวข้างของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยม ABCD  เท่ากับผลบวกของพื้นที่ของ  DOAB ,  DOBC ,   
					     DOCD  และ  DODA

 	 	 	 	 จะได้ 	พื้นที่ผิวข้างของพีระมิด	 =	 2(–12 × 32 × 13) + 2(–12 × 10 × 20)
	 	 	 	 	 	 = 	 416 + 200 
	 	 	 	 	 	 =	 616  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 และ	 พื้นที่ฐานของพีระมิด	 =	 32 × 10	 =	 320  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  	 พื้นที่ผิวของพีระมิดนี้	 =	 616 + 320	 =	 936  ตารางเซนติเมตร

	 6.	 แนวคิด	 จากสูตร	 พ้ืนท่ีผิวข้างของพีระมิดฐานห้าเหล่ียมด้านเท่ามุมเท่า	 =	 –12 × ความยาวรอบรูปของฐาน × ส่วนสูงเอียง

	 	 	 	 จะได้  	 120	 =	 –12 × (5 × 8) × ส่วนสูงเอียง

	 	 	 	 	 ส่วนสูงเอียง	 =	 6
	 	 	 	 ดังนั้น  ส่วนสูงเอียงของพีระมิดยาว 6 เซนติเมตร

	 7.	 แนวคิด	 จากสูตร 	พ้ืนท่ีผิวข้างของพีระมิดฐานสิบเหล่ียมด้านเท่ามุมเท่า 	 =	 –12 × ความยาวรอบรูปของฐาน × ส่วนสูงเอียง

	 	 	 	 จะได้  	 224	 =	 –12 × 56 × ส่วนสูงเอียง
	 	 	 	 	 ส่วนสูงเอียง	 =	 8
	 	 	 	 ดังนั้น  ส่วนสูงเอียงของพีระมิดยาว  8  เมตร

	 8.	 แนวคิด  	

42 น้ิว

30 น้ิว

X Y

O
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	 	 	 1)	 จากรูป ให้จุด	O	 เป็นยอดของพีระมิด
					     OX	 เป็นส่วนสูงของพีระมิด
	 	 	 	 และ 	 OY	 เป็นส่วนสูงเอียงของพีระมิด
	 	 	 	 เนื่องจาก  รูปจำ�ลองของศิลาจารึกนี้มีปริมาตร 40,200 ลูกบาศก์นิ้ว
	 	 	 	 และ  	 ปริมาตรส่วนที่เป็นปริซึม	 =	 30 × 30 × 42	 =	 37,800  ลูกบาศก์นิ้ว
	 	 	 	 ดังนั้น	 ปริมาตรส่วนที่เป็นพีระมิด	 =	 40,200 – 37,800	 =	 2,400  ลูกบาศก์นิ้ว

	 	 	 	 จากสูตร	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 จะได้	 2,400	 =	 –13 × (30 × 30) × OX
	 	 	 	 ดังนั้น	 OX	 =	 8
	 	 	 	 เนื่องจาก  ∆OXY เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากที่มี  OX  =  8  นิ้ว  และ  XY  =  —302   =  15  นิ้ว 
	 	 	 	 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส
	 	 	 	 จะได้	 OY2	 =	 OX2 + XY2 	  
	 	 	 	 	 	 =	 82 + 152

	 	 	 	 	 	 =	 289
	 	 	 	 ดังนั้น	 OY	 =	 17
	 	 	 	 นั่นคือ  ส่วนสูงเอียงของส่วนที่เป็นพีระมิดยาว 17 นิ้ว 

	 	 	 2)	 จากสูตร  พื้นที่ผิวข้างของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส  =  –12 × ความยาวรอบรูปของฐาน × ส่วนสูงเอียง

	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวข้างของพีระมิด	 =	 –12 × (4 × 30) × 17  =  1,020  ตารางนิ้ว

	 	 	 	 	 พื้นที่ผิวข้างของปริซึม	 =	 4 × (30 × 42)  =  5,040  ตารางนิ้ว
	 	 	 	 และ	 พื้นที่ฐานของปริซึม	 =	 30 × 30  =  900  ตารางนิ้ว
	 	 	 	 ดังนั้น	พื้นที่ผิวของรูปจำ�ลองนี	้ =	 พืน้ทีผ่วิขา้งของพรีะมดิ + พืน้ทีผ่วิขา้งของปรซิมึ + พืน้ทีฐ่านของปริซมึ
	 	 	 	 	 	 =	 1,020 + 5,040 + 900 
                                	 	 =	 6,960  ตารางนิ้ว
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3.2 ปริมาตรและพื้นที่ผิวของกรวย (5 ชั่วโมง)

		  จุดประสงค์

		  นักเรียนสามารถ
	 	 	 1.	 อธิบายลักษณะและส่วนต่าง ๆ ของกรวย
	 	 	 2.	 หาปริมาตรของกรวยและนำ�ความรู้ไปใช้ในการแก้ปัญหา
	 	 	 3.	 หาพื้นที่ผิวของกรวยและนำ�ความรู้ไปใช้ในการแก้ปัญหา

		  ความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน

		  -

		  สื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

	 	 อุปกรณ์ของกิจกรรม : สำ�รวจกรวย

		  ข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

	 	 ในหัวข้อนี้ เป็นเรื่องเกี่ยวกับปริมาตรและพื้นที่ผิวของกรวย ซึ่งต้องการให้นักเรียนรู้จักส่วนประกอบต่าง ๆ  ของกรวยและ
ความหมายของกรวยในทางคณิตศาสตร์ รวมถึงให้นักเรียนทำ�กิจกรรมเชิงสำ�รวจเพื่อให้เห็นความสัมพันธ์ระหว่างส่วนประกอบ
ต่าง ๆ ของกรวยที่มีขนาดแตกต่างกัน และหาพื้นที่ผิวของกรวยจากการหาพื้นที่ของรูปคลี่ของกรวย  รวมทั้งการหาพื้นที่ผิวข้าง
โดยใช้ความรู้เรื่องอัตราส่วน แนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู้อาจทำ�ได้ดังนี้
	 	 	 1.	 ครูสนทนากับนักเรียนเกี่ยวกับสิ่งของในชีวิตประจำ�วันที่มีลักษณะคล้ายกรวย และร่วมกันอภิปรายเพ่ือให้ได้ 

ข้อสรุปเกี่ยวกับลักษณะและส่วนต่าง ๆ ของกรวย รวมถึงความหมายของกรวยในทางคณิตศาสตร์
	 	 	 2.	 ครูให้นักเรียนทำ�  “กิจกรรม : สำ�รวจกรวย” ในหนังสือเรียน หน้า 135–136   โดยให้นักเรียนฝึกใช้ความรู้สึก 

เชงิปรภิมูแิละการนกึภาพในการสงัเกตความสมัพนัธร์ะหวา่งขนาดของมุมทีจ่ดุศูนย์กลางทีเ่กดิจากการแบ่งวงกลม
ที่มีรัศมีเท่ากัน กับความยาวของส่วนสูงเอียง ความสูง และพื้นที่ฐานของกรวยแต่ละอันที่สร้างขึ้น เช่น

					     ✤	 กรวยสองอันที่มีสูงเอียงเท่ากัน ไม่จำ�เป็นต้องมีส่วนสูงเท่ากัน
					     ✤	 กรวยสองอันที่มีสูงเอียงเท่ากัน กรวยที่สร้างจากกระดาษท่ีมีขนาดของมุมที่จุดศูนย์กลางมากกว่า จะมี 

พื้นที่ฐานมากกว่า 
					     ✤	 กรวยสองอันที่มีสูงเอียงเท่ากัน กรวยที่สร้างจากกระดาษท่ีมีขนาดของมุมที่จุดศูนย์กลางมากกว่า จะมี 

ความสูงน้อยกว่า 
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	 	 	 3.	 ครูอาจใช้มุมเทคโนโลยี ในหนังสือเรียน หน้า 137  ในการแสดงให้เห็นความสัมพันธ์ระหว่างพีระมิดที่มีฐานเป็น
รูปหลายเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าท่ีมีจำ�นวนด้านมาก ๆ กับกรวย เพื่อเช่ือมโยงให้เห็นว่าความสัมพันธ์ระหว่าง 
ปรมิาตรของกรวยและปริมาตรของทรงกระบอกทีม่พีืน้ทีฐ่านเทา่กนัและความสูงเทา่กนั เปน็ไปในทำ�นองเดยีวกบั
ความสัมพันธ์ระหว่างปริมาตรของพีระมิดและปริมาตรของปริซึมที่มีพื้นที่ฐานเท่ากันและความสูงเท่ากัน  
เพื่อนำ�ไปสู่สูตรการหาปริมาตรของกรวย 

	 	 	 4.	 ครูให้นักเรียนสังเกตรูปคลี่ของกรวย และใช้ความรู้เรื่องอัตราส่วน จากมุมคณิต ในหนังสือเรียน หน้า 143 เพื่อ
เชื่อมโยงไปสู่สูตรการหาพื้นที่ผิวของกรวย
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กิจกรรม : สำ�รวจกรวย

	 	 กิจกรรมนี้ เป็นกิจกรรมท่ีให้นักเรียนสังเกต คาดการณ์ และหาข้อสรุปเกี่ยวกับความสัมพันธ์ระหว่างขนาดของ 
มุมที่จุดศูนย์กลางท่ีเกิดจากการแบ่งวงกลมท่ีมีรัศมีเท่ากัน   ความยาวของส่วนสูงเอียง   ความสูง   และพื้นที่ฐานของกรวย  
จากการลงมือปฏิบัติ  โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ และขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

		  สื่อ/อุปกรณ์

	 	 1.	 กระดาษ
	 	 2.	 วงเวียน
	 	 3.	 โพรแทรกเตอร์
	 	 4.	 กรรไกร
	 	 5.	 เทปใส

		  ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

	 	 1.	 ครูแบ่งนักเรียนออกเป็นกลุ่ม กลุ่มละ 2–3 คน จากนั้นให้แต่ละกลุ่มทำ�ตามขั้นตอนที่ 1 ของกิจกรรม : สำ�รวจกรวย 
ในหนังสือเรียน หน้า 135–136  แล้วร่วมกันอภิปรายเพื่อหาคำ�ตอบในขั้น     ตอนที่ 2 ของกิจกรรม

	 	 2.	 ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายเกี่ยวกับความสัมพันธ์ระหว่างขนาดของมุมที่จุดศูนย์กลางที่เกิดจากการแบ่งวงกลม 
ที่รัศมีเท่ากันกับความยาวของส่วนสูงเอียง  ความสูง  และพื้นที่ฐานของกรวย  แล้วสรุปว่ากรวยแต่ละอันสร้างมาจาก
กระดาษชิ้นใด 
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เฉลยกิจกรรม : สำ�รวจกรวย

คำ�ถามในขั้นตอนที่ 2
	 	 1)	 เท่ากัน เนื่องจากกรวยแต่ละอันสร้างมาจากรูปวงกลมที่มีรัศมีเท่ากับ 10 เซนติเมตร ซึ่งรัศมีของรูปวงกลมนี้ 

เมื่อประกอบขึ้นเป็นกรวยจะเป็นส่วนสูงเอียงของกรวยซึ่งยาว 10 เซนติเมตร เช่นเดียวกัน
	 	 2)	 ไม่เท่ากัน โดยกรวย C สูงที่สุด และกรวย D เตี้ยที่สุด
	 	 3)	 ถ้าขนาดของมุมที่จุดศูนย์กลางของรูปวงกลมเดิมมีขนาดมากกว่าแล้วพื้นที่ฐานของกรวยจะมากกว่า
	 	 4)	 กรวย D มีพื้นที่ฐานมากที่สุด
	 	 5)	 ขอบของฐานกรวย คือ ส่วนของเส้นรอบวงของรูปวงกลมเดิม
	 	 6)	 ถ้านำ�กรวยทั้งสี่ที่ได้มาร้อยเรียงกันเป็นโมบาย จะเรียงลำ�ดับกรวยที่ทำ�จากกระดาษ A, B, C และ D  ได้ดังรูป

C

A

B

D
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เฉลยชวนคิด

					     ชวนคิด 3.4

					     แนวคิด	 คำ�ตอบมีได้หลากหลาย  เช่น

	 	 	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของกรวย  =  –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง 

	 	 	 	 	 	 จะเห็นว่า ปริมาตรของกรวยขึ้นอยู่กับ 2 องค์ประกอบ นั่นคือ พื้นที่ฐานกับความสูง  
	 	 	 	 	 	 ดังนั้น	 เราอาจพจิารณาความสงูทีเ่ป็นไปได ้เพือ่ใหง้า่ยต่อการคำ�นวณหารศัมีของฐาน ไดด้งัตวัอยา่ง

คำ�ตอบต่อไปนี้
	 	 	 	 	 	 จากโจทย์	 ปริมาตรของกรวย	 =	 1,024π  ลูกบาศก์เซนติเมตร	

	 	 	 	 	 	 จากสูตร	 ปริมาตรของกรวย	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง 

	 	 	 	 	 	 จะได้	 	 1,024π	 =	 –13πr2h	 เมื่อ  r แทนรัศมีของฐานของกรวย  
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 และ h แทนความสูงของกรวย
	 	 	 	 	 	 	 	 3(2)10	 =	 r2h
						      กรวยแบบที่ 1	 กำ�หนดความสูงของกรวยเท่ากับ 3 เซนติเมตร 
	 	 	 	 	 	 	 นั่นคือ	 3(2)10	 =	 r2(3)
	 	 	 	 	 	 	 	 r	 =	 25   =   32
	 	 	 	 	 	 	 ดังนั้น  กรวยแบบที่ 1  จะสูง 3 เซนติเมตร และฐานมีรัศมี 32 เซนติเมตร
						      กรวยแบบที่ 2	 กำ�หนดความสูงของกรวยเท่ากับ 12 เซนติเมตร
	 	 	 	 	 	 	 นั่นคือ	 3(2)10	 =	 r2(12)
	 	 	 	 	 	 	 	 r	 =	 24   =   16
	 	 	 	 	 	 	 ดังนั้น  กรวยแบบที่ 2  จะสูง 12 เซนติเมตร และฐานมีรัศมี 16 เซนติเมตร

					     ชวนคิด 3.5

					     แนวคิด	 สมมุติให้ลูกบาศก์เดิมมีความยาวด้าน ด้านละ 2a หน่วย   ทำ�ให้ได้ว่าลูกบาศก์เดิมมีปริมาตร   
(2a)3  =  8a3  ลูกบาศก์หน่วย

	 	 	 	 	 	 เมื่อตัดมุมของลูกบาศก์ออกด้วยระนาบให้ผ่านจุดกึ่งกลางของขอบของลูกบาศก์แต่ละด้าน
	 	 	 	 	 	 จะได้พีระมิดเอียงที่มีความยาวของฐานและความสูง ดังรูป
	 	 	 	 	 	 	 พิจารณาปริมาตรของพีระมิดเอียงแต่ละชิ้น

	 	 	 	 	 	 	 ปริมาตรของพีระมิดเอียง	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 	 	 	 	 =	 –13 × (–12 × a × a) × a  =  —a
3

6

a
a

a

https://ipst.me/11433
https://ipst.me/11434
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	 	 	 	 	 	 ดังนั้น  ปริมาตรของพีระมิดเอียงทั้ง 8 ชิ้น เท่ากับ 8(–a3

6 ) ลูกบาศก์หน่วย
	 	 	 	 	 	 เน่ืองจาก	 ปริมาตรของคิวบอกตะฮีดรอน เท่ากับ ปริมาตรของลูกบาศก์เดิมลบด้วยปริมาตร 
	 	 	 	 	 	 	 ของพีระมิดเอียงทั้ง 8 ชิ้น

	 	 	 	 	 	 จะได้ 	 ปริมาตรของคิวบอกตะฮีดรอน	 =	 8a3 – —8a
3

6  

	 	 	 	 	 	 	 	 =	 —–40a3

6  

	 	 	 	 	 	 	 	 =	 –56(8a
3)

	 	 	 	 	 	 ดังนั้น  คิวบอกตะฮีดรอนมีปริมาตรเป็นห้าในหกเท่าของลูกบาศก์เดิม 

เฉลยแบบฝึกหัด

	 แบบฝึกหัด 3.2 ก

	 ในการทำ�แบบฝึกหัด นักเรียนอาจได้คำ�ตอบแตกต่างจากที่เฉลยไว้ เพราะใช้ค่าประมาณของ π  ที่แตกต่างกัน
	 1.	 แนวคิด	 เนื่องจาก  กระโจมมีลักษณะเป็นกรวยสูง 3.25 เมตร  ฐานของกระโจมมีรัศมียาว 1.75 เมตร

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของกรวย  =  –13πr2h   เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  และ h แทนความสูงของกรวย

	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของอากาศภายในกระโจม	 ≈	 –13 × 3.14 × (1.75)
2 × 3.25  

   						      ≈	 10.42  ลูกบาศก์เมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  ปริมาตรของอากาศภายในกระโจมมีอยู่ประมาณ  10.42  ลูกบาศก์เมตร

	 2.	 แนวคิด	 เนื่องจาก  เทียนไขแบบทรงกระบอกมีรัศมีของฐานยาว   –32  = 1.5 เซนติเมตร  และสูง 5 เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของทรงกระบอก  =  πr2h   เมื่อ r แทนรัศมีของฐาน และ h แทนความสูง
	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของเทียนไขทรงกระบอก	 ≈	 3.14 × (1.5)2 × 5
						      ≈	 35.325  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 เนื่องจาก  เทียนไขแบบกรวยมีรัศมีของฐานยาว 2 เซนติเมตร  และสูง 6 เซนติเมตร
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	 	 	 	 จากสูตร  	 ปริมาตรของกรวย	 =	 –13πr2h   เม่ือ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  และ h แทนความสูง

	 	 	 	 จะได้้ 	ปริมาตรของเทียนไขแบบกรวย	 ≈	 –13 × 3.14 × 2
2 × 6  

						      ≈	 25.12  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น	 เทียนไขแบบทรงกระบอกจะใช้เนื้อเทียนมากกว่าเทียนไขแบบกรวย  และมากกว่ากันอยู่ประมาณ   
	 	 	 	 	 35.325 – 25.12  =  10.205  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 3.	 แนวคิด	 เนื่องจาก  ธูปหอมทรงกรวยสูง 1 นิ้ว  และมีรัศมีของฐานยาว   –12 ÷ 2  =  –14   นิ้ว  

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของกรวย  =  –13πr2h   เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  และ h แทนความสูงของกรวย

	 	 	 	 จะได้้	 ปริมาตรของธูปหอม 1 ชิ้น 	 ≈	 –13 × 3.14 × (–14)
2
 × 1 

						      ≈	 0.06542  ลูกบาศก์นิ้ว
	 	 	 	 ดังนั้น  ธูปหอม 1 ชิ้น  จะใช้ขี้เลื่อยผสมผงไม้หอมประมาณ 0.06542 ลูกบาศก์นิ้ว
	 	 	 	 เนื่องจาก  ต้องการทำ�ธูปหอมจำ�นวน 50,000 ชิ้น  
	 	 	 	 ดังนั้น  ควรเตรียมขี้เลื่อยผสมผงไม้หอมเพื่อใช้ทำ�ธูปหอมไว้ประมาณ  50,000 × 0.06542  
								        ≈	 3,271  ลูกบาศก์นิ้ว

	 4.	 แนวคิด	 เนือ่งจาก  ยอดของสถปูวรีชนมลีกัษณะเปน็กรวยกลวงทีมี่ความสูงภายใน 9 เมตร  และมีรศัมีภายในของฐาน 
	 	 	 	 ยาว  –22  =  1 เมตร

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของกรวย  =  –13πr2h   เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  และ h แทนความสูงของกรวย

	 	 	 	 จะได้้	 ปริมาตรของอากาศในยอดของสถูปวีรชน	 ≈	 –13 × 3.14 × 1
2 × 9

						      ≈	 9.42  ลูกบาศก์เมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  อากาศในยอดของสถูปวีรชนมีปริมาตรประมาณ 9.42 ลูกบาศก์เมตร

	 5.	 แนวคิด	 เนื่องจาก  ครีมบรรจุอยู่ในกรวยที่มีรัศมียาว 5 เซนติเมตร  และสูง 10 เซนติเมตร  สามารถทำ�ดอกไม้ที่ม ี
	 	 	 	 	 ขนาดเท่ากันบนหน้าเค้กได้ 15 ดอก

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของกรวย  =  –13πr2h   เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  และ h แทนความสูงของกรวย

	 	 	 	 จะได้้	 ปริมาตรของครีมในกรวย 1 อัน	 ≈	 –13 × 3.14 × 5
2 × 10	

						      ≈	 261.67  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 เนื่องจาก  ครีมที่บรรจุในกรวย 1 อัน  สามารถทำ�ดอกไม้ที่มีขนาดเท่ากันบนหน้าเค้กได้ 15 ดอก
	 	 	 	 และ  ต้องการทำ�ดอกไม้ขนาดเดียวกันนี้ 180 ดอก
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	 	 	 	 ดังนั้น  ต้องใช้ครีมในกรวยขนาดนี้ จำ�นวน 180 ÷ 15  =  12  อัน
	 	 	 	 นั่นคือ  ต้องใช้ครีมที่มีปริมาตรอย่างน้อยประมาณ  12 × 261.67  =  3,140.04  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 6.	 แนวคิด	 เนื่องจาก  กรวยกระดาษสูง 10 เซนติเมตร  และมีรัศมีของปากกรวยยาว  –82  = 4  เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของกรวย  =  –13πr2h   เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  และ h แทนความสูงของกรวย

	 	 	 	 จะได้้	 ปริมาตรของน้ำ�ในกรวยกระดาษ 1 อัน	 ≈	 –13 × 3.14 × 4
2 × 10	

						      ≈	 167.4667  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 	 	 เนื่องจาก  นักเรียน 50 คน  ดื่มน้ำ�จากกรวยกระดาษคนละไม่เกิน 2 ครั้ง
	 	 	 	 ดังนั้น  จะใช้น้ำ�ไม่เกิน  50 × 2 × 167.4667  =  16,746.67  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 แต่มีน้ำ�ดื่ม 20 ลิตร  หรือ  20,000 ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 นั่นคือ  น้ำ�ดื่ม 20 ลิตร  จะเพียงพอสำ�หรับทุกคน  

	 7.	 แนวคิด	 เนื่องจาก  กรวยมีปริมาตร 48π ลูกบาศก์เซนติเมตร  และมีรัศมีของฐานยาว  –82  =  4  เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร	 ปริมาตรของกรวย	 =	 –13πr2h   เม่ือ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  และ h แทนความสูงของกรวย

	 	 	 	 จะได้้  	 48π	 =	 –13 × π × 42 × h

	 	 	 	 	 h	 =	 9  
	 	 	 	 ดังนั้น   กรวยสูง 9 เซนติเมตร

	 8.	 แนวคิด	 กรวยท่ีใหญ่ที่สุดที่สามารถบรรจุอยู่ภายในพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสโดยใช้ยอดร่วมกัน จะมีความสูง 
	 	 	 	 เท่ากับความสูงของพีระมิด  และมีรัศมีของฐานยาวเป็นครึ่งหนึ่งของความยาวด้านของฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส
	 	 	 	 เนื่องจาก  พีระมิดสูง 18 เซนติเมตร  และมีฐานยาวด้านละ 15 เซนติเมตร

	 	 	 	 จะได้ว่า  กรวยที่ใหญ่ที่สุด สูง 18 เซนติเมตร  และรัศมีของฐานยาว —152   เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร	 ปริมาตรของกรวย	 =	 –13πr2h   เม่ือ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  และ h แทนความสูงของกรวย

	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของกรวย	 ≈	 –13 × 3.14 × (—152 )2 × 18
	    					     ≈	 1,059.75  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 ดังน้ัน	 กรวยที่ใหญ่ที่สุดท่ีสามารถบรรจุอยู่ภายในพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสโดยใช้ยอดร่วมกันมีปริมาตร 
	 	 	 	 	 ประมาณ  1,059.75  ลูกบาศก์เซนติเมตร
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	 แบบฝึกหัด  3.2 ข

	 1.	 แนวคิด

	 	 	 เนื่องจาก  กรวยสังกะสีมีรัศมีของฐานยาว  —102   =  5  เซนติเมตร  และสูง 12 เซนติเมตร
	 	 	 ให้      แทนส่วนสูงเอียงของกรวย
	 	 	 จะได้	 2	 =	 52 + 122

	 	 	 	 	 =	 169
				    	 =	 13
	 	 	 จากสูตร  พื้นที่ผิวข้างของกรวย  =  πr    เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  
	 	 	 จะได้  กรวยสังกะสีมีพื้นที่ผิวข้างประมาณ  3.14 × 5 × 13  =  204.1  ตารางเซนติเมตร

	 2.	 แนวคิด

	 	 	 เนื่องจาก  กระโจมสูง 150 เซนติเมตร  และส่วนล่างเป็นทรงกระบอกสูง 120 เซนติเมตร
	 	 	 ดังนั้น  ส่วนหลังคาที่เป็นกรวยสูง 30 เซนติเมตร 
	 	 	 เนื่องจาก  รัศมีของหลังคาที่เป็นกรวยยาวเท่ากับรัศมีของฐานกระโจมที่เป็นทรงกระบอก  ซึ่งยาว 80 เซนติเมตร
	 	 	 จะได้  หลังคาส่วนที่เป็นกรวยสูง 30 เซนติเมตร  และมีรัศมีของฐานยาว 80 เซนติเมตร
	 	 	 ให้      แทนส่วนสูงเอียงของกรวย

12

5

30
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	 	 	 จะได้	 2	 =	 302 + 802

	 	 	 	 	 =	 7,300
				    	 ≈	 85.44
	 	 	 จากสูตร  พื้นที่ผิวข้างของกรวย  =  πr     เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  
	 	 	 จะได้  พื้นที่ที่สามารถเขียนลวดลายได้บนหลังคากระโจมมีประมาณ	 3.14 × 80 × 85.44 
							       ≈	 21,462.528  ตารางเซนติเมตร

	 3.	 แนวคิด

	 	 	 ลูกตุ้มเหล็กมีลักษณะเป็นกรวยสูง 4 เซนติเมตร  และมีรัศมียาว  –62  =  3  เซนติเมตร
	 	 	 ให้      แทนส่วนสูงเอียงของกรวย
	 	 	 จะได้	 2	 =	 42 + 32

	 	 	 	 	 =	 25
				    	 =	 5
	 	 	 จากสูตร  พื้นที่ผิวของกรวย  =  πr  + πr2     เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  
	 	 	 ดังนั้น  ลูกตุ้มเหล็กมีพื้นที่ผิวประมาณ  (3.14 × 3 × 5) + (3.14 × 32)  =  75.36  ตารางเซนติเมตร

	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของกรวย  =  –13πr2h   เมื่อ h แทนความสูงของกรวย  

	 	 	 จะได้  ลูกตุ้มเหล็กมีปริมาตรประมาณ  –13 × 3.14 × 3
2 × 4  =  37.68  ลูกบาศก์เซนติเมตร	

3
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	 4.	 แนวคิด

	 	 	 เนื่องจาก  หมวกมีความยาวรอบฐานหมวก 62.8 เซนติเมตร  
	 	 	 จากสูตร	ความยาวของเส้นรอบวงของวงกลม	 =	 2πr     เมื่อ r แทนรัศมีของวงกลม  
	 	 	 จะได้        	 62.8	 =	 2πr
	 	 	 	 r	 =	 —–31.4

π
 

	 	 	 เนื่องจาก  หมวกมีส่วนสูงเอียงยาว 30 เซนติเมตร
	 	 	 จากสูตร  พื้นที่ผิวข้างของกรวย  =  πr     เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  และ  แทนส่วนสูงเอียงของกรวย

	 	 	 จะได้  หมวกแต่ละใบต้องใช้กระดาษอย่างน้อย  π × —–31.4
π
    × 30  =  942  ตารางเซนติเมตร

	 5.	 แนวคิด	

	 	 	 เนื่องจาก  หมวกมีความยาวของเส้นรอบวงของฐานหมวก 128 เซนติเมตร
	 	 	 จากสูตร	ความยาวของเส้นรอบวงของวงกลม	 =	 2πr    เมื่อ r แทนรัศมีของวงกลม
	 	 	 จะได้	 128	 =	 2πr

	 	 	 	 r 	 =	 —64
π

	 	 	 เนื่องจาก  หมวกรูปกรวยมีส่วนสูงเอียงยาว 27 เซนติเมตร
	 	 	 จากสูตร  พื้นที่ผิวข้างของกรวย  =  πr     เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  และ  แทนส่วนสูงเอียงของกรวย

	 	 	 จะได้  พื้นที่ของใบลานซึ่งเป็นผิวข้างของกรวยเท่ากับ  π × —64
π
  × 27  =  1,728  ตารางเซนติเมตร

27
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	 6.	 แนวคิด

	 	 	 เนื่องจาก	 ฝาครอบข้าวเกรียบปากหม้อมีส่วนฐานใกล้เคียงกับทรงกระบอกที่มีรัศมียาว  —142    =  7   เซนติเมตร   
สงู 2 เซนตเิมตร  และสว่นบนใกลเ้คยีงกบักรวยทีมี่รศัมยีาว 7 เซนตเิมตร  สงู  12 – 2  =  10  เซนตเิมตร

	 	 	 ให้     แทนส่วนสูงเอียงของกรวย
	 	 	 จะได้	 2	 =	 102 + 72

	 	 	 	 	 =	 149
				    	 ≈	 12.21	
	 	 	 จากสูตร  พื้นที่ผิวข้างของกรวย  =  πr     เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย 

	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวภายนอกของฝาครอบข้าวเกรียบปากหม้อส่วนบน 	 ≈	 —227  × 7 × 12.21

					     ≈	 268.62  ตารางเซนติเมตร 
	 	 	 จากสูตร  พื้นที่ผิวข้างของทรงกระบอก  =  2πrh   เมื่อ r แทนรัศมีของฐาน  และ h แทนความสูง

	 	 	 จะได้  พื้นที่ผิวภายนอกของฝาครอบข้าวเกรียบปากหม้อส่วนฐาน 	 ≈	 2 × —227  × 7 × 2

					     ≈  	88  ตารางเซนติเมตร 
	 	 	 ดังนั้น	 พื้นที่ผิวภายนอกทั้งหมดของฝาครอบข้าวเกรียบปากหม้อ	 ≈	 268.62 + 88
					     ≈	 356.62  ตารางเซนติเมตร

10 12

7 2
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	 7.	 แนวคิด

	 	 	 เนื่องจาก  วงกลมมีรัศมียาว  7  เซนติเมตร
	 	 	 จากสูตร  ความยาวของเส้นรอบวงของวงกลม  =  2πr    เมื่อ r แทนรัศมีของวงกลม

	 	 	 จะได้  ความยาวของเส้นรอบวงของวงกลมประมาณ  2 × —227  × 7  =  44  เซนติเมตร

	 	 	 เนื่องจาก  สร้างกรวยจากกระดาษครึ่งวงกลม  
	 	 	 ดงันัน้  ความยาวรอบฐานของกรวยท่ีมีพ้ืนท่ีผิวข้างมากท่ีสุดจะเท่ากับคร่ึงหน่ึงของความยาวของเส้นรอบวงของวงกลม 

	 	 	 จะได้	ความยาวรอบฐานของกรวยประมาณ  —44
2	 =	 22  เซนติเมตร

	 	 	 จากสูตร	 ความยาวของเส้นรอบวงของวงกลม	 =	 2πr

	 	 	 จะได้	 22	 ≈	 2 × —227  × r

				    r	 ≈	 3.5
	 	 	 ดังนั้น  ฐานของกรวยมีรัศมียาวประมาณ  3.5  เซนติเมตร
	 	 	 เนื่องจาก	 เมื่อนำ�ครึ่งวงกลมที่มีรัศมียาว 7 เซนติเมตร มาทำ�เป็นกรวย จะได้รัศมีของครึ่งวงกลมเป็นส่วนสูงเอียง

ของกรวยซึ่งยาว 7 เซนติเมตร
	 	 	 ให้กรวยสูง h เซนติเมตร
	 	 	 จะได้	 h2	 =	 72 – r2

					     ≈	 72 – (3.5)2

					     ≈	 36.75
				    h	 ≈	 6.06
	 	 	 ดังนั้น  กรวยสูงประมาณ 6.06 เซนติเมตร
	 	 	 นั่นคือ  ฐานของกรวยมีรัศมียาวประมาณ 3.5 เซนติเมตร  และกรวยสูงประมาณ 6.06 เซนติเมตร

r = 7
h 7
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	 8.	 แนวคิด

	 	 	 เนื่องจาก  เพชรต้องการทำ�กรวยที่มีความจุ 297 ลูกบาศก์เซนติเมตร  และมีความสูง 14 เซนติเมตร

	 	 	 จากสูตร	 ปริมาตรของกรวย	 =	 –13πr2h   เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  และ h แทนความสูงของกรวย

	 	 	 จะได้	 297	 ≈	 –13 × —227  × r2 × 14

				    r2	 ≈	 20.25
				    r	 ≈	 4.5
	 	 	 ดังนั้น  กรวยมีรัศมีของฐานยาวประมาณ 4.5 เซนติเมตร
	 	 	 ให้     แทนส่วนสูงเอียงของกรวย
	 	 	 จะได้	 2	 =	 142 + r2

					     ≈	 142 + (4.5)2

					     ≈	 216.25
				    	 ≈	 14.71
	 	 	 ดังนั้น  กรวยมีส่วนสูงเอียงยาวประมาณ 14.71 เซนติเมตร  
	 	 	 จากสูตร  พื้นที่ผิวข้างของกรวย  =  πr     เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  
	 	 	 ดังนั้น  กรวยอันหนึ่งใช้สังกะสีประมาณ  —227  × 4.5 × 14.71  ≈  208  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 เนื่องจาก  ส่วนสูงเอียงของกรวยจะเท่ากับความยาวของรัศมีของวงกลมที่จะนำ�มาทำ�กรวย
	 	 	 นั่นคือ  เพชรจะต้องตัดสังกะสีจากแผ่นสังกะสีรูปวงกลมที่มีรัศมียาวประมาณ 14.71 เซนติเมตร
	 	 	 จากสูตร   พื้นที่ของวงกลม	 	 =	 πr2       เมื่อ r แทนรัศมีของวงกลม

	 	 	 จะได้	 พื้นที่ของแผ่นสังกะสีรูปวงกลม 	 ≈	 —227  × (14.71)
2

					     ≈	 680  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 ดังนั้น   แผ่นสังกะสีรูปวงกลมมีพื้นที่ประมาณ 680 ตารางเซนติเมตร

	 	 	 เนื่องจาก   —680208  ≈  3.27  

	 	 	 ดังนั้น  เพชรจะสามารถทำ�กรวยจากสังกะสีที่มีพื้นที่ประมาณ 680 ตารางเซนติเมตร ได้มากที่สุด 3 อัน

14
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3.3 ปริมาตรและพื้นที่ผิวของทรงกลม (5 ชั่วโมง)

		  จุดประสงค์

		  นักเรียนสามารถ
	 	 	 1.	 อธิบายลักษณะและส่วนต่าง ๆ ของทรงกลม
	 	 	 2.	 หาปริมาตรของทรงกลมและนำ�ความรู้ไปใช้ในการแก้ปัญหา
	 	 	 3.	 หาพื้นที่ผิวของทรงกลมและนำ�ความรู้ไปใช้ในการแก้ปัญหา

		  ความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน

		  -

		  สื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

	 	 1.	 อุปกรณ์ของกิจกรรม : ปริมาตรของทรงกลม
	 	 2.	 อุปกรณ์ของกิจกรรมเสนอแนะ 3.3 : พื้นที่ผิวของทรงกลม

		  ข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

	 	 ในหัวข้อน้ี เป็นเรื่องเกี่ยวกับปริมาตรและพื้นท่ีผิวของทรงกลม ซึ่งต้องการให้นักเรียนรู้จักส่วนประกอบต่าง ๆ ของ 
ทรงกลม และความหมายของทรงกลมในทางคณิตศาสตร์ รวมถึงให้นักเรียนทำ�กิจกรรมเชิงสำ�รวจเพื่อสร้างข้อสรุปเกี่ยวกับ 
สูตรการหาปริมาตรและพื้นที่ผิวของทรงกลม โดยอาศัยความรู้เรื่องปริมาตรของทรงกระบอกและพีระมิด เพื่อให้นักเรียนเห็น
ความสัมพันธ์และที่มาของสูตรการหาปริมาตรและพื้นที่ผิวของทรงกลม แนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู้อาจทำ�ได้ดังนี้
	 	 	 1.	 ครูสนทนากับนักเรียนเก่ียวกับสิ่งของในชีวิตประจำ�วันท่ีมีลักษณะคล้ายทรงกลม และร่วมกันอภิปรายเพื่อ 

ให้ได้ข้อสรุปเกี่ยวกับลักษณะและส่วนต่าง ๆ ของทรงกลม รวมถึงความหมายของทรงกลมในทางคณิตศาสตร์ 
	 	 	 2.	 ครูให้นักเรียนทำ� “กิจกรรม : ปริมาตรของทรงกลม” ในหนังสือเรียน หน้า 150–151  เพื่อให้นักเรียนได้สำ�รวจ 

สังเกต สร้างข้อความคาดการณ์ และหาข้อสรุปเกี่ยวกับความสัมพันธ์ระหว่างปริมาตรของทรงกลมและปริมาตร
ของทรงกระบอกทีม่คีวามยาวของเสน้ผ่านศูนย์กลางของฐานและความสงูเทา่กบัความยาวของเสน้ผ่านศูนยก์ลาง
ของทรงกลม ซึ่งจะได้ว่า สามเท่าของปริมาตรของครึ่งทรงกลมเท่ากับปริมาตรของทรงกระบอก เพื่อนำ�ไปสู่สูตร
การหาปริมาตรของทรงกลม 

	 	 	 	 	 	 ครูอาจใช้วีดิทัศน์ในกรอบสื่อเสริมเพิ่มความรู้ ในหนังสือเรียน หน้า 151 แทนการทำ�กิจกรรมในชั้นเรียน 
ซึ่งยังสามารถช่วยให้นักเรียนสร้างข้อความคาดการณ์ และหาข้อสรุปเกี่ยวกับความสัมพันธ์ระหว่างปริมาตรของ
ครึ่งทรงกลมกับปริมาตรของทรงกระบอก  เพื่อนำ�ไปสู่สูตรการหาปริมาตรของทรงกลมได้เช่นเดียวกัน
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	 	 	 3.	 ครูให้นักเรียนสังเกตว่าในการหาพื้นที่ผิวของทรงกลม เมื่อแบ่งพื้นที่ผิวโค้งของทรงกลมออกเป็นรูปหลายเหล่ียม
หลาย ๆ รูปและมีจำ�นวนมากพอแล้ว  จะสามารถใช้ความรู้ในเรื่องการหาปริมาตรของทรงกลมและพีระมิดมาใช้
ในการให้เหตุผลประกอบ เพื่อเชื่อมโยงไปสู่สูตรการหาพื้นที่ผิวของทรงกลม 

	 	 	 	 	 	 ครูอาจใช้   “กิจกรรมเสนอแนะ 3.3 :  พื้นที่ผิวของทรงกลม”   ในคู่มือครู หน้า 216–217   เพื่อยืนยัน 
สตูรการหาพืน้ท่ีผิวของทรงกลม  ซึง่จะทำ�ใหน้กัเรยีนไดมี้โอกาสสำ�รวจ สรา้งขอ้ความคาดการณ ์และยืนยนัขอ้สรปุ
เกี่ยวกับสูตรการหาพื้นที่ผิวของทรงกลม 

	 	 	 4.	 ครูอาจใช้ชวนคิด 3.8   ในหนังสือเรียน หน้า 154     ให้นักเรียนได้ฝึกใช้การนึกภาพและจินตนาการ   เพื่อให้ได ้
ขอ้สรุปวา่ ทรงกลมทีใ่หญท่ีส่ดุน้ี ควรเปน็ทรงกลมทีมี่เสน้ผา่นศูนย์กลางยาวเทา่กบัความยาวของดา้นของลกูบาศก์
ที่กำ�หนดให้
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กิจกรรม : ปริมาตรของทรงกลม

	 	 กิจกรรมน้ี เป็นกิจกรรมท่ีเปิดโอกาสให้นักเรียนได้ลงมือสำ�รวจ สร้างข้อความคาดการณ์ และหาข้อสรุปเก่ียวกับความสัมพันธ์
ระหว่างปริมาตรของครึ่งทรงกลมและปริมาตรของทรงกระบอกที่มีความยาวของเส้นผ่านศูนย์กลางของฐานและความสูงเท่ากับ
ความยาวของเส้นผ่านศูนย์กลางของครึ่งทรงกลม ซึ่งจะนำ�ไปสู่สูตรการหาปริมาตรของทรงกลม  โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ และขั้นตอน
การดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

		  สื่อ/อุปกรณ์

	 	 1.	 ลูกบอลพลาสติกผ่าครึ่ง
	 	 2.	 กระดาษแข็ง
	 	 3.	 กรรไกร
	 	 4.	 เทปใส
	 	 5.	 ทราย

		  ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

	 	 1.	 ครูแบ่งนักเรียนเป็นกลุ่ม กลุ่มละ 4–5 คน  จากนั้นทำ�กิจกรรมตามขั้นตอนการทำ�กิจกรรม ในหนังสือเรียน หน้า 150  
โดยระหว่างการทำ�กิจกรรม ครูอาจตั้งคำ�ถามให้นักเรียนสังเกตและสำ�รวจ เช่น

	 	 	 	 1)	 ในขั้นตอนที่ 1  นักเรียนจะมีวิธีการในการหารัศมีของลูกบอลพลาสติกผ่าครึ่งได้อย่างไร 
					     แนวคำ�ตอบ 
				    		  ✤	 วัดความยาวของเส้นรอบวงของวงกลมที่เป็นขอบของครึ่งทรงกลม  แล้วหารัศมีจากสูตร   
								        ความยาวของเส้นรอบวงของวงกลม  =  2πr
						      ✤	 วาดหน้าตัดของลูกบอลพลาสติกผ่าครึ่งลงบนกระดาษ จากนั้นตัดกระดาษที่เป็นรูปวงกลม ซึ่งเป็น 

หน้าตัดของลูกบอล แล้วพับครึ่งกระดาษรูปวงกลมนั้น จะได้เส้นผ่านศูนย์กลางของวงกลม แล้วพับ 
แบ่งครึ่งกระดาษอีกครั้ง จะได้รัศมีวงกลม

						      ✤	 วาดหน้าตัดของลูกบอลพลาสตกิผา่ครึง่ลงบนกระดาษ จากนัน้หาจดุศูนย์กลางของวงกลมทีเ่ปน็หนา้ตดั
นั้นโดยใช้ความรู้ที่ว่าเส้นที่แบ่งครึ่งและตั้งฉากกับคอร์ด จะตัดกันที่จุดศูนย์กลาง จากนั้นสร้างรัศมีจาก
จุดศูนย์กลางที่ได้  

	 	 	 	 2)	 ในขั้นตอนที่ 2  นักเรียนจะมีวิธีการสร้างทรงกระบอกให้มีขนาดตามที่กำ�หนดได้อย่างไรบ้าง
					     แนวคำ�ตอบ	 สร้างรูปคลี่ของทรงกระบอก โดยให้ r เท่ากับรัศมีของวงกลมที่ได้จากขั้นตอนที่ 1 ดังรูป
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	 	 	 	 3)	 ในขั้นตอนที่ 3	 นักเรียนคิดว่าจะต้องเททรายจากลูกบอลพลาสติกผ่าครึ่งกี่ครั้ง จึงจะเต็มทรงกระบอกพอดี
					     แนวคำ�ตอบ	 3 ครั้ง
	 	 2.	 ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายผลที่ได้จากการทำ�กิจกรรม และตอบคำ�ถามท้ายกิจกรรม ในหนังสือเรียน หน้า 151  

เพื่อนำ�ไปสู่การสรุปสูตรการหาปริมาตรของทรงกลม

หมายเหต	ุ ในการทำ�กิจกรรม หากนักเรียนบรรจุทรายลงในครึ่งทรงกลมแน่นเกินไปหรือไม่เต็มครึ่งทรงกลมพอดี   อาจทำ�ให้เกิดความคลาดเคลื่อนได้   
ดังนั้น  ครูอาจให้นักเรียนทดลอง 2–3 ครั้ง เพื่อให้เห็นแนวโน้มที่จะนำ�ไปสู่การสร้างข้อความคาดการณ์ได้ง่ายขึ้น

เฉลยคำ�ถามท้ายกิจกรรม

	 	 1.	 3 ครั้ง 
	 	 2.	 คำ�ตอบมีได้หลากหลาย เช่น
				    ✤	 ปริมาตรของทรงกระบอกเป็นสามเท่าของปริมาตรของครึ่งทรงกลม เมื่อรัศมีของฐานของทรงกระบอกเท่ากับ	

รัศมีของครึ่งทรงกลม  และความสูงของทรงกระบอกเป็นสองเท่าของรัศมีของครึ่งทรงกลม
				    ✤	 ปริมาตรของคร่ึงทรงกลมเป็นหนึ่งในสามของปริมาตรของทรงกระบอก เมื่อรัศมีของครึ่งทรงกลมเท่ากับรัศมี

ของฐานของทรงกระบอก และรัศมีของครึ่งทรงกลมเป็นครึ่งหนึ่งของความสูงของทรงกระบอก

2r

2πr

r
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กิจกรรมเสนอแนะ 3.3 : พื้นที่ผิวของทรงกลม

	 	 กิจกรรมนี้ เป็นกิจกรรมท่ีเปิดโอกาสให้นักเรียนได้ลงมือสำ�รวจ   สร้างข้อความคาดการณ์   และยืนยันข้อสรุปเกี่ยวกับ 
สูตรการหาพื้นที่ผิวของทรงกลม โดยอาศัยความสัมพันธ์ระหว่างพ้ืนที่ผิวของทรงกลมและวงกลมที่มีเส้นผ่านศูนย์กลางเท่ากัน  
โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ และขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

		  สื่อ/อุปกรณ์

	 	 1.	 ลูกเทนนิส
	 	 2.	 เชือกป่าน
	 	 3.	 อุปกรณ์สำ�หรับวัดเส้นผ่านศูนย์กลางของลูกเทนนิส เช่น เชือก ไม้บรรทัด เวอร์เนียร์คาลิเปอร์ บล็อกไม้ 2 อัน 
	 	 4.	 วงเวียน
	 	 5.	 เทปเยื่อกาวสองหน้าแบบบาง 
	 	 6.	 เข็มหมุด
	 	 7.	 กรรไกร

		  ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

	 	 1.	 ครูแบ่งนักเรียนออกเป็นกลุ่ม กลุ่มละ 4–5 คน แล้วแจกอุปกรณ์ให้นักเรียนแต่ละกลุ่ม จากนั้นให้นักเรียนวัดความยาว
ของเส้นผ่านศูนย์กลางของลูกเทนนิส โดยเลือกใช้อุปกรณ์ที่เตรียมให้ หรือวิธีการทางเรขาคณิตอื่น ๆ 

	 	 2.	 ครูให้นักเรียนใช้เชือกพันรอบลูกเทนนิสให้เต็มดังรูป  เพื่อให้ง่ายต่อการพันเชือกอาจใช้เทปเยื่อกาวสองหน้าแบบบาง
พันรอบลูกเทนนิสก่อน จากน้ัน ยึดปลายข้างหนึ่งของเชือกด้วยเข็มหมุดแล้วพันรอบลูกเทนนิส (ข้อเสนอแนะ :  
ในการพันเชือกไม่ควรดึงเชือกแน่นเกินไป หรือหลวมเกินไป เพราะจะทำ�ให้เกิดความคลาดเคลื่อนเพิ่มมากขึ้น)

	 	 	 	 	 ครอูภปิรายเพิม่เตมิกับนกัเรยีน เพือ่ใหน้กัเรยีนสงัเกตและเขา้ใจวา่ บริเวณทีเ่ชอืกสัมผัสและพนัรอบลกูเทนนิส
เป็นพื้นที่ผิวของลูกเทนนิส  
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	 	 3.	 ครูให้นักเรียนตัดกระดาษเป็นรูปวงกลมที่มีรัศมีเท่ากับรัศมีของลูกเทนนิส แล้วใช้เชือกที่ได้จากการพันรอบ 
ลูกเทนนิสมาขดบนกระดาษรูปวงกลม เม่ือขดเต็มวงให้ตัดเชือกออก ท้ังน้ี ครูควรอภิปรายเพ่ิมเติมเพ่ือให้นักเรียนสังเกตว่า 
พื้นที่ของวงกลมนี้จะเท่ากับพื้นที่ผิวบางส่วนของลูกเทนนิส แล้วให้นักเรียนลองคาดการณ์ว่า จะสามารถขดเชือกเป็น
วงกลมได้กี่วง จึงจะเท่ากับพื้นท่ีผิวท้ังหมดของลูกเทนนิส จากนั้น ให้นักเรียนลงมือปฏิบัติเพื่อตรวจสอบข้อความ 
คาดการณ์ โดยนำ�เชือกที่เหลือไปขดบนกระดาษรูปวงกลมชิ้นต่อ ๆ ไปจนเชือกหมด

	 	 4.	 ครูให้นักเรียนอภิปรายเกี่ยวกับความสัมพันธ์ระหว่างผลรวมพื้นที่ของวงกลมที่ขดได้ กับพื้นที่ผิวของลูกเทนนิส  
ซึ่งเป็นพื้นที่ผิวของทรงกลม จนได้ข้อสรุปว่า

	 	 	 	 	 พื้นที่ผิวของลูกเทนนิสที่มีรัศมี r หน่วย เท่ากับ πr2 + πr2 + πr2 + πr2 ตารางหน่วย  
	 	 	 	 	 หรือเท่ากับ 4πr2  ตารางหน่วย
			   ดังนั้น  พื้นที่ผิวของทรงกลม  =  4πr2   เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม
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เฉลยชวนคิด

					     ชวนคิด 3.6

					     แนวคิด	 ถา้นำ�ระนาบมาตดัทรงกลม หนา้ตัดทีไ่ดจ้ะเปน็วงกลม โดยหนา้ตัดทีไ่ดจ้ากการตัดทรงกลมในตำ�แหนง่
ทีห่า่งจากจุดศนูยก์ลางของทรงกลมเทา่กนั จะไดว้งกลมทีมี่ขนาดเทา่กนัและหนา้ตดัทีไ่ดจ้ากการตดั
ทรงกลมในตำ�แหน่งที่ห่างจากจุดศนย์กลางไม่เท่ากัน จะเป็นวงกลมที่มีขนาดไม่เท่ากัน 

					     ชวนคิด 3.7

					     แนวคิด	 วงกลมใหญ่ของทรงกลมมีได้นับไม่ถ้วน
	 	 	 	 	 	 ถ้ากำ�หนดจุดจุดหนึ่งบนทรงกลม จะมีวงกลมใหญ่ผ่านจุดนี้ได้นับไม่ถ้วนเช่นกัน

					     ชวนคิด 3.8

					     แนวคิด	 ทรงกลมที่ใหญ่ที่สุดที่สร้างจากลูกบาศก์ขนาด 1 × 1 × 1 ลูกบาศก์เมตร คือทรงกลมที่มีเส้นผ่าน
ศูนย์กลาง 1 เมตร ที่แนบในลูกบาศก์นั้น แสดงได้ดังรูป

	 	 	 	 	 	 ปริมาตรของหินอ่อนท่ีแกะสลักออกไป เท่ากับ ปริมาตรของลูกบาศก์ลบด้วยปริมาตรของทรงกลมแนบใน

	 	 	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของหินอ่อนที่แกะสลักออกไป 	 = 	 13 – –43πr3

								        ≈	 1 – [–43 × —227  × (–12)
3] 

								        ≈	 1 – —1121 

								        ≈	 —1021 

	 	 	 	 	 	 ดังนั้น  ช่างดนัยสกัดหินอ่อนออกไปคิดเป็นปริมาตรประมาณ  —1021  ลูกบาศก์เมตร

1

1

1

1

https://ipst.me/11435
https://ipst.me/11436
https://ipst.me/11437
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เฉลยแบบฝึกหัด

	 แบบฝึกหัด  3.3 ก

	 ในการทำ�แบบฝึกหัด นักเรียนอาจได้คำ�ตอบแตกต่างจากที่เฉลยไว้ เพราะใช้ค่าประมาณของ π  ที่แตกต่างกัน

	 1.	 แนวคิด 	 เนื่องจาก  ลูกทุ่มน้ำ�หนักเหล็กทรงกลมมีรัศมียาว  —182   = 9  เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของทรงกลม  =  –43πr3     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของลูกทุ่มน้ำ�หนักเหล็ก	 ≈	 –43 × 3.14 × 9
3

						      ≈	 3,052.08  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 2.	 แนวคิด 	 เนื่องจาก	 กรวยแรกมีไอศกรีมที่มีลักษณะเป็นทรงกลม 2 ลูก  แต่ละลูกมีรัศมี 2.5 เซนติเมตร
	 	 	 	 	 และกรวยที่สองมีไอศกรีมที่มีลักษณะเป็นทรงกลม 3 ลูก  แต่ละลูกมีรัศมี 1.5 เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของทรงกลม  =   –43πr3     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของไอศกรีมในกรวยแรก	 ≈	 2 × [–43 × 3.14 × (2.5)3]
						      ≈	 130.83  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 	 	 และ	 ปริมาตรของไอศกรีมในกรวยที่สอง	 ≈	 3 × [–43 × 3.14 × (1.5)3]
						      ≈	 42.39  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  กรวยแรกมีไอศกรีมมากกว่ากรวยที่สอง

	 3.	 แนวคิด 	 เนื่องจาก  ลูกฟุตบอลวัดความยาวรอบวงกลมใหญ่ได้ 69 เซนติเมตร
	 	 	 	 จากสูตร	ความยาวของเส้นรอบวงของวงกลม	 =	 2πr    เมื่อ r แทนรัศมีของวงกลม
	 	 	 	 จะได้	 69	 ≈	 2 × —227  × r
					     r	 ≈	 11
	 	 	 	 นั่นคือ  ลูกฟุตบอลมีรัศมีภายนอกยาวประมาณ 11 เซนติเมตร
	 	 	 	 เนื่องจาก  ลูกฟุตบอลทำ�ด้วยหนังที่มีความหนา 0.5 เซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  ลูกฟุตบอลมีรัศมีภายในยาวประมาณ  11 – 0.5  =  10.5  เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของทรงกลม  =  –43πr3     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 จะได้  ลูกฟุตบอลจะจุลมได้ประมาณ  –43  × —227  × (10.5)
3  ≈  4,851  ลูกบาศก์เซนติเมตร
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	 4.	 แนวคิด	 เนื่องจาก  แตงโมมีความยาวรอบวงกลมใหญ่ 55 เซนติเมตร
	 	 	 	 จากสูตร	ความยาวของเส้นรอบวงของวงกลม	 =	 2πr    เมื่อ r แทนรัศมีของวงกลม

	 	 	 	 จะได้	 55	 ≈	 2 × —227  × r

					     r 	 ≈	 8.75
	 	 	 	 นั่นคือ  แตงโมมีรัศมีภายนอกยาวประมาณ 8.75 เซนติเมตร
	 	 	 	 เนื่องจาก  เปลือกแตงโมหนา 1 เซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  แตงโมส่วนที่เป็นเนื้อแดงมีรัศมียาวประมาณ  8.75 – 1  =  7.75  เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของทรงกลม  =  –43πr3     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 จะได้  เนื้อแดงของแตงโมจะมีปริมาตรประมาณ   –43 × 3.14 × (7.75)
3  =  1,948.83  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 5.	 แนวคิด 	 เนื่องจาก	 อิกลูทำ�ด้วยก้อนน้ำ�แข็งซึ่งมีความหนาประมาณ 20 เซนติเมตร  หรือ 0.2 เมตร และมีลักษณะ 
เป็นครึ่งทรงกลมสูงประมาณ 2 เมตร

	 	 	 	 ดังนั้น  อิกลูครึ่งทรงกลมมีรัศมีภายในประมาณ  2 – 0.2  =  1.8  เมตร

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของทรงกลม  =  –43πr3     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของอากาศภายในอิกลู 	 ≈	 –12 × [–43 × 3.14 × (1.8)3]
						      ≈	 12.21  ลูกบาศก์เมตร

	 6. 	 แนวคิด 	 เนื่องจาก  กะปิทอดมีลักษณะเป็นก้อนทรงกลมมีรัศมีประมาณ  –12  เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของทรงกลม  =  –43πr3     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 ดังนั้น  กะปิทอด 1 ลูก  จะมีปริมาตรประมาณ  –43 × —227  × (–12)
3
  =  —1121   ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 	 	 เนื่องจาก  กะปิทอดแต่ละลูกมีกะปิเป็นส่วนประกอบประมาณ  5%

	 	 	 	 ดังนั้น  กะปิทอดแต่ละลูกจะใช้กะปิประมาณ  —5100 × —1121  =  —
11
420   ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 	 	 เนื่องจาก  กะปิ 1 ถ้วยตวง  มีปริมาตร 240 ลูกบาศก์เซนติเมตร  

	 	 	 	 ดังนั้น  จะทำ�กะปิทอดได้ประมาณ  240 ÷ —11420  ≈  9,163.64  ลูก

	 	 	 	 นั่นคือ  กะปิ 1 ถ้วยตวง  จะทำ�กะปิทอดได้ประมาณ 9,163 ลูก
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	 7.	 แนวคิด 	 เนื่องจาก  ห้องฉายดาวมียอดโดมเป็นครึ่งทรงกลมมีรัศมีภายในยาว  —20.62    =  10.3  เมตร
	 	 	 	 และ  ฐานโดมเป็นทรงกระบอกที่มีรัศมีภายในยาว 10.3 เมตร  สูง 3 เมตร

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของทรงกลม  =  –43πr3      เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของอากาศภายในยอดโดม	 ≈	 –12 × [–43 × 3.14 × (10.3)3]
						      ≈	 2,287.44  ลูกบาศก์เมตร
	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของทรงกระบอก  =  πr2h    เมื่อ r แทนรัศมีของฐาน  และ h แทนความสูง
	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของอากาศภายในฐานโดม	 ≈	 3.14 × (10.3)2 × 3
						      ≈	 999.37  ลูกบาศก์เมตร
	 	 	 	 ดังนั้น	 ปริมาตรของอากาศภายในห้องฉายดาว	 ≈	 2,287.44 + 999.37  
						      ≈	 3,286.81  ลูกบาศก์เมตร

	 8.	 แนวคิด 	 เนื่องจาก  ก้อนขี้ผึ้งทรงกลมสามลูกแต่ละลูกมีรัศมียาว 2 เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร	 ปริมาตรของทรงกลม	 =	 –43πr3      เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของก้อนขี้ผึ้งสามลูก	 =	 3 × (–43 × π × 23)
	 	 	 	 	 	 =	 32π  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 เมือ่ใหค้วามร้อนจนกอ้นขีผ้ึ้งหลอมเหลวเปน็เนือ้เดียวกนัอยูใ่นแกว้ทรงกระบอกท่ีมรีศัมภีายใน 2 เซนตเิมตร
         	 	 	 จะได้  ขี้ผึ้งในแก้วทรงกระบอกมีปริมาตร 32π ลูกบาศก์เซนติเมตร 
	 	 	 	 จากสูตร  	 ปริมาตรทรงกระบอก	 =	 πr2h    เมื่อ r แทนรัศมีของฐาน  และ h แทนความสูง
	 	 	 	 จะได้	 32π	 =	 π × 22 × h
	 	 	 	 	 32π	 =	 4π × h
	 	 	 	 	 h	 =	 8  เซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  ขี้ผึ้งจะสูงจากก้นแก้วทรงกระบอก 8 เซนติเมตร
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	 แบบฝึกหัด  3.3 ข

	 ในการทำ�แบบฝึกหัด นักเรียนอาจได้คำ�ตอบแตกต่างจากที่เฉลยไว้ เพราะใช้ค่าประมาณของ π ที่แตกต่างกัน
	 1.	 1)	 แนวคิด	 เนื่องจาก  พื้นที่ผิวของครึ่งทรงกลม 2 ส่วน  =  พื้นที่ผิวของทรงกลม
	 	 	 	 จากรูป  จะได้  พืน้ทีผิ่วของรูปเรขาคณติสามมติ ิ =  พืน้ทีผิ่วของทรงกลม + พืน้ทีผ่วิขา้งของทรงกระบอก
	 	 	 	 เนื่องจาก  ทรงกลมและฐานของทรงกระบอกมีรัศมียาว  6  เซนติเมตร
	 	 	 	 จากสูตร	พื้นที่ผิวของทรงกลม	 =	 4πr2     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม
	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวของทรงกลม	 ≈	 4 × 3.14 × 62

						      ≈	 452.16  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวข้างของทรงกระบอก 	 =	 2πrh   	 เมื่อ r แทนรัศมีของฐาน  
	 	 	 	 	 	 	 	 และ h แทนความสูง
	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวข้างของทรงกระบอก	 ≈	 2 × 3.14 × 6 × 12
						      ≈	 452.16  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  รูปเรขาคณิตสามมิติมีพื้นที่ผิวประมาณ  452.16 + 452.16  =  904.32  ตารางเซนติเมตร

	 	 2)	 แนวคิด	 จากรูป  พื้นที่ผิวของรูปเรขาคณิตสามมิติ  =  พื้นที่ผิวข้างของกรวย + พื้นที่ผิวของครึ่งทรงกลม
	 	 	 	 กรวยสูง 12 เซนติเมตร  และมีส่วนสูงเอียงยาว 13 เซนติเมตร
	 	 	 	 ให้  r  แทนความยาวของรัศมีของฐานของกรวยซึ่งเท่ากับความยาวของรัศมีของครึ่งทรงกลม
	 	 	 	 จะได้	 r2	 =	 132 – 122

	 	 	 	 	 	 =	 25
	 	 	 	 	 r	 =	 5
	 	 	 	 ดังนั้น  กรวยและครึ่งทรงกลมมีรัศมียาว 5 เซนติเมตร
	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวข้างของกรวย	 = 	 πr      เมื่อ  แทนส่วนสูงเอียงของกรวย
	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวข้างของกรวย	 ≈	 3.14 × 5 × 13
						      ≈	 204.1  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวของทรงกลม	 =	 4πr2

	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวของครึ่งทรงกลม	 ≈	 –12 × (4 × 3.14 × 5
2)

						      ≈	 157  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  รูปเรขาคณิตสามมิติมีพื้นที่ผิวประมาณ	 204.1 + 157  
								        ≈	 361.1  ตารางเซนติเมตร
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	 	 3)	 แนวคิด	 จากรูป  พื้นที่ผิวของรูปเรขาคณิตสามมิติ  =  พื้นที่ผิวของครึ่งทรงกลม + พื้นที่ผิวข้างของกรวย
	 	 	 	 ครึ่งทรงกลมมีรัศมียาว  4.5  เซนติเมตร  
	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวของทรงกลม	 =	 4πr2     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวของครึ่งทรงกลม	 ≈	 –12 × [4 × 3.14 × (4.5)2]
						      ≈	 127.17  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 กรวยสูง  6  เซนติเมตร และมีรัศมีของฐานของกรวยยาว  4.5  เซนติเมตร
	 	 	 	 ให้     แทนส่วนสูงเอียงของกรวย
	 	 	 	 จะได้	 2	 =	 62 + (4.5)2

	 	 	 	 	 	 =	 56.25	
					     	 =	 7.5
	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวข้างของกรวย	 =	 πr       เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย
	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวข้างของกรวย	 ≈	 3.14 × 4.5 × 7.5
						      ≈	 105.975  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  รูปเรขาคณิตสามมิติมีพื้นที่ผิวประมาณ		 127.17 + 105.975  
						      ≈	 233.145  ตารางเซนติเมตร

	 	 4)	 แนวคิด	 จากรูป	 พื้นที่ผิวของรูปเรขาคณิตสามมิติ
	 	 	 	 	 =  พื้นที่ฐานของทรงกระบอก + พื้นที่ผิวข้างของทรงกระบอก + พื้นที่ผิวของครึ่งทรงกลม 
	 	 	 	 ฐานของทรงกระบอกและครึ่งทรงกลมมีรัศมียาว 5 เซนติเมตร  และทรงกระบอกสูง 10 เซนติเมตร
	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ของวงกลม 	 =	 πr2      เมื่อ r แทนรัศมีของวงกลม
	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ฐานของทรงกระบอก 	 ≈	 3.14 × 52

						      ≈	 78.5  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวข้างของทรงกระบอก	 =	 2πrh    เมื่อ h แทนความสูง
	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวข้างของทรงกระบอก	 ≈	 2 × 3.14 × 5 × 10
						      ≈	 314  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวของทรงกลม	 =	 4πr2     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวของครึ่งทรงกลม	 ≈	 –12 × (4 × 3.14 × 5
2)

						      ≈	 157  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  รูปเรขาคณิตสามมิติมีพื้นที่ผิวประมาณ  78.5 + 314 + 157  =  549.5  ตารางเซนติเมตร
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	 2.	 แนวคิด	 จากรปู จะเหน็วา่เสน้ทแยงมมุของรปูสีเ่หลีย่มจตัรุสั ABCD ยาวเทา่กบัความยาวของเสน้ผา่นศนูยก์ลางของ
ทรงกลม

	 	 	 	 ให้   x   แทนความยาวของเส้นผ่านศูนย์กลางของทรงกลม
	 	 	 	 จะได้	 x2	 =	 62 + 62

	 	 	 	 	 	 =	 72
	 	 	 	 	 x	 =	 6√2

	 	 	 	 ดังนั้น	 ทรงกลมมีรัศมียาว  6√2	 =	 3√2  เซนติเมตร					          2     
	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวของทรงกลม	 =	 4πr2  เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม
	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวของทรงกลม	 ≈	 4 × 3.14 × (3√2)2 
						      ≈	 226.08  ตารางเซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร	 ปริมาตรของทรงกลม	 =	 –43πr3  เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของทรงกลม	 ≈	 –43 × 3.14 × (3√2)
3
 

						      ≈	 319.68  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น	 ทรงกลมมีพื้นที่ผิวประมาณ  226.08  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 	 และมีปริมาตรประมาณ  319.68  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 3.	

	 	 1)	 แนวคิด	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวของทรงกลม	 =	 4πr2	 เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม
 	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวของทรงกลม	 =	 4πa2	 ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวของกรวย	 =	 πr  + πr2	 เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  
	 	 	 	 	 	 	 	 และ  แทนส่วนสูงเอียงของกรวย

	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวของกรวย	 =	 [π × 2√3a × 2√3a] + [π × (2√3a)2]								             2     	     2   
	 	 	 	 	 	 =	 6πa2 + 3πa2

	 	 	 	 	 	 =	 9πa2	 ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  อัตราส่วนของพื้นที่ผิวของทรงกลมต่อพื้นที่ผิวของกรวยเท่ากับ  4πa2 : 9πa2  =  4 : 9
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	 	 2)	 แนวคิด	 จากสูตร	ปริมาตรของทรงกลม	 =	 –43πr3  

	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของทรงกลม	 =	 –43πa3  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร	 ปริมาตรของกรวย	 =	 –13πr2h     เมื่อ h แทนความสูงของกรวย

	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของกรวย	 =	 –13π × (2√3a)2 × 3a								            2   
	 	 	 	 	 	 =	 3πa3  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 	 	 ดังนั้น  อัตราส่วนของปริมาตรของทรงกลมต่อปริมาตรของกรวยเท่ากับ  –43πa3 : 3πa3  =  4 : 9

	 4.	 1)	 แนวคิด	 เนื่องจาก  โลกมีรัศมียาวประมาณ   12,640  =  6,320  กิโลเมตร	 	 	 	 2
	 	 	 	 จากสูตร  ความยาวของเส้นรอบวงของวงกลม   =   2πr      เมื่อ r แทนรัศมีของวงกลม
	 	 	 	 จะได้  ความยาวของเส้นศูนย์สูตรประมาณ  2 × 3.14 × 6,320  =  39,689.6  กิโลเมตร
	 	 2)	 แนวคิด	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวของทรงกลม	 =	 4πr2     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม
	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวของโลก	 ≈	 4 × 3.14 × (6,320)2  
						      ≈	 501,676,544  ตารางกิโลเมตร

	 	 	 	 เนื่องจาก  ผิวโลกส่วนที่ปกคลุมด้วยน้ำ�มีพื้นที่ประมาณ  –34  ของพื้นที่ผิวของโลกทั้งหมด

	 	 	 	 ดังนั้น  พื้นที่ผิวของโลกส่วนที่ไม่ได้ปกคลุมด้วยน้ำ�มีประมาณ		 –14   ของพื้นที่ผิวของโลกทั้งหมด

					     ≈	 –14 × 501,676,544  

					     ≈	 125,419,136  ตารางกิโลเมตร

	 	 3)	 เนื่องจาก  ประเทศไทยมีพื้นที่ประมาณ 513,115 ตารางกิโลเมตร  หรือประมาณ 500,000 ตารางกิโลเมตร   
และ   พื้นที่ผิวของโลกส่วนที่ไม่ปกคลุมด้วยน้ำ�มีประมาณ 125,419,136 ตารางกิโลเมตร   หรือประมาณ  
125,000,000 ตารางกิโลเมตร

	 	 	 ดังนั้น  ประเทศไทยมีพื้นที่ประมาณ      500,000      =    1     ของพื้นที่ผิวของโลกส่วนที่ไม่ได้ปกคลุมด้วยน้ำ�	 	 	 	 125,000,000	 250

			   หมายเหต ุ  คำ�ตอบของนักเรียนอาจแตกต่างจากที่ให้ไว้
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	 5.	 แนวคิด	 เนื่องจาก  ลูกบอลมีรัศมียาว 26 เซนติเมตร
	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวของทรงกลม	 =	 4πr2     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม
	 	 	 	 จะได้  	 พื้นที่ผิวของลูกบอล	 ≈	 4 × 3.14 × 262

						      ≈	 8,490.56  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 เนื่องจาก  ส่วนผิวโค้งที่เป็นพลาสติกมี 3 สีสลับกัน  รวมทั้งหมด 9 แถบ  และแต่ละแถบมีพื้นที่ผิวเท่ากัน

	 	 	 	 ดังนั้น	 พื้นที่ผิวของแต่ละแถบ 	 ≈	 8,490.56
							       9   
						      ≈	 943.4  ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 นั่นคือ  พื้นที่ผิวของพลาสติกแต่ละแถบประมาณ 943.4 ตารางเซนติเมตร

	 6.	 แนวคิด	 เนื่องจาก  ขันเงินรูปครึ่งทรงกลมมีพื้นที่ผิว 1,413 ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 จากสูตร  	พื้นที่ผิวของทรงกลม	 =	 4πr2      เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม
	 	 	 	 จะได้  	พื้นที่ผิวของครึ่งทรงกลม	 =	 2πr2

	 	 	 	 ดังนั้น	 1,413	 ≈	 2 × 3.14 × r2

	   			       	 r2	 ≈	 225
			    		   r	 ≈	 15
	 	 	 	 นั่นคือ  เส้นผ่านศูนย์กลางของขันเงินใบนี้ยาวประมาณ 30 เซนติเมตร
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เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบท

	 ในการทำ�แบบฝึกหัด นักเรียนอาจได้คำ�ตอบแตกต่างจากที่เฉลยไว้ เพราะใช้ค่าประมาณของ π  ที่แตกต่างกัน
	 1.	 แนวคิด	 หลงัคาบา้นมลีกัษณะเปน็พรีะมดิฐานสีเ่หลีย่มจตัรุสั  มฐีานยาวดา้นละ 6 เมตร  และสว่นสงูเอยีงยาว 4 เมตร

	 	 	 	 จากสูตร  พื้นที่ผิวข้างของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส   =   –12 × ความยาวรอบรูปของฐาน × ส่วนสูงเอียง

	 	 	 	 จะได้  พื้นที่ผิวข้างของหลังคาบ้าน  =   –12 × (4 × 6) × 4  =  48  ตารางเมตร

	 	 	 	 เนื่องจาก  แผ่นยางมะตอย 1 ห่อ สามารถใช้ปูทับหลังคาได้ 0.25 ตารางเมตร 

	 	 	 	 ดังนั้น  จะต้องซื้อแผ่นยางมะตอยอย่างน้อย  —–48
0.25  =  192  ห่อ

	 	 	 	 และเนื่องจาก  แผ่นยางมะตอย 1 ห่อ ราคา 300 บาท
	 	 	 	 ดังนั้น  จะต้องซื้อแผ่นยางมะตอยคิดเป็นเงิน  192 × 300  =  57,600  บาท
	 	 	 	 นั่นคือ  ต้องซื้อแผ่นยางมะตอยอย่างน้อย 192 ห่อ และคิดเป็นเงิน 57,600 บาท

	 2.	 แนวคิด	 ต้องการสร้างอาคารกระจกรับแสงสว่างให้มีกระจกด้านข้างเป็นรูปสามเหลี่ยมจำ�นวน 12 ชิ้น แต่ละช้ิน 
	 	 	 	 มีฐานยาว 1 เมตร และมีส่วนสูงเอียงยาว 3 เมตร
	 	 	 	 จากสูตร  พ้ืนท่ีผิวข้างของพีระมิดฐาน 12 เหล่ียมด้านเท่ามุมเท่า  =  –12 × ความยาวรอบรูปของฐาน × ส่วนสูงเอียง

	 	 	 	 จะได้  พื้นที่ของกระจกที่ต้องใช้  =  –12 × (12 × 1) × 3  =  18  ตารางเมตร

	 	 	 	 ดังน้ัน	 จะสามารถตัดกระจกรูปสามเหล่ียมท้ังสิบสองช้ินจากแผ่นกระจกท่ีกว้าง 4 เมตร และยาว 8 เมตร  
ได้ดังรูป

					     หมายเหต ุ  คำ�ตอบของนักเรียนอาจแตกต่างจากที่ให้ไว้
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	 3.	 แนวคิด	 การคำ�นวณหาปริมาตรของพีระมิดยอดตัด ทำ�ได้โดยพิจารณาให้เป็นส่วนหน่ึงของพีระมิดก่อนตัดยอด  ดังรูป

	 	 	 	 ถ้าใช้ระนาบตัดพีระมิดในแนวตั้งฉากกับฐานผ่านยอดของพีระมิด  ดังรูป

	 	 	 	 จะได้ว่า	ΔABC เป็นหน้าตัดบนระนาบ และเป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว
					     DBFC และ DEGC เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก  โดยที่  DBFC  ~  DEGC
	 	 	 	 จากโจทย์  กำ�หนดให้  DE  =  20  น้ิว   AB  =  30  นิ้ว  และ  FG  =  12  นิ้ว  
	 	 	 	 จะได้  GE  =  —202   =  10  นิ้ว  และ  FB  =  —

30
2   =  15  นิ้ว 

	 	 	 	 ให้  x  แทนความสูงของพีระมิดส่วนที่ถูกตัดออก  นั่นคือ GC  =  x
	 	 	 	 เนื่องจาก  DBFC  ~  DEGC

	 	 	 	 จะได้	 FB	 =	 FC
	 	 	 	 	 GE	 	 GC 

		     			   15	 =	 x + 12
	 	 	 	 	 10	 	 x
	 	 	 	 	 15x	 =	 10(x + 12)
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	 	 	 	 	 5x	 =	 120
	 	 	 	 	 x	 =	 24
	 	 	 	 นั่นคืือ  ความสูงของพีระมิดส่วนที่ถูกตัดออก 24 นิ้ว
	 	 	 	 ดังนั้น  ความสูงของพีระมิดก่อนตัดยอด  =  12 + 24  =  36  น้ิว

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของพีระมิด  =  –13  × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 จะได้	ปริมาตรของพีระมิดก่อนตัดยอดออก	 = 	 –13 × 30
2 × 36

	 	 	 	 	 	 =	 10,800  ลูกบาศก์นิ้ว

	 	 	 	 และ	 ปริมาตรของพีระมิดส่วนที่ยอดถูกตัด	 =	 –13 × 20
2 × 24   

	 	 	 	 	 	 = 	 3,200  ลูกบาศก์นิ้ว
	 	 	 	 ดังนั้น  ปริมาตรของดินที่ใส่กระถางใบนี้ได้เต็มพอดีเท่ากับ  10,800 – 3,200  =  7,600  ลูกบาศก์นิ้ว

	 4.	 แนวคิด	 จากโจทย์  พีระมิดหักงอมีลักษณะดังรูป ก

รูป ก

	 	 	 	 ถ้าไม่ได้เปลี่ยนแบบการก่อสร้าง  พีระมิดหักงอควรจะมีลักษณะดังรูป ข

รูป ข

190

190

124
124

47

105

190

190

124
124

47
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	 	 	 	 ถ้าใช้ระนาบตัดพีระมิดรูป ข  ในแนวตั้งฉากกับฐานผ่านยอดของพีระมิด  ดังรูป ค

รูป ค

	 	 	 	 จะได้ว่า	DABC เป็นหน้าตัดบนระนาบ และเป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว  
					     DAFC และ DAGE เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก  โดยที่  DAFC  ~  DAGE
	 	 	 	 จากโจทย์  จะได้  BC  =  190  เมตร  DE  =  124  เมตร  และ GF  =  47  เมตร 

	 	 	 	 ดังนั้น  FC  =  190  =  95  เมตร  และ  GE  =  124  =  62  เมตร	 	 	 	 	 2	 2
	 	 	 	 ให้  x  แทนความสูงของพีระมิดส่วนบนของพีระมิดรูป ค   นั่นคือ  AG  =  x
	 	 	 	 เนื่องจาก  DAFC  ~  DAGE

	 	 	 	 จะได้	 FC	 =	 AF
	 	 	 	 	 GE	 	 AG 

					     95	 =	 x + 47
	 	 	 	 	 62 	 	 x 
	 	 	 	 	 95x	 =	 62(x + 47)
	 	 	 	 	 33x	 =	 2,914
	 	 	 	 	 x	 ≈	 88.3
	 	 	 	 นั่นคืือ  ความสูงของพีระมิดส่วนบนของพีระมิดรูป ค  ประมาณ 88.3 เมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  ถ้าไม่ได้เปลี่ยนแบบการก่อสร้าง  พีระมิดหักงอควรจะมีความสูงประมาณ 	 47 + 88.3
					     ≈	 135.3  เมตร
	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของพีระมิด  =  –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 จะได้  ปริมาตรของพีระมิดส่วนบนของพีระมิดรูป ค	≈	 –13 × 124
2 × 88.3

					     ≈	 452,566.93  ลูกบาศก์เมตร
	 	 	 	 เนื่องจาก  ความสูงของพีระมิดหักงอส่วนบน  =  105 – 47  =  58  เมตร 

	 	 	 	 จะได้  ปริมาตรของพีระมิดหักงอส่วนบน	 =	 –13 × 124
2 × 58

					     ≈	 297,269.33  ลูกบาศก์เมตร
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	 	 	 	 ดังนั้น	 ถ้าไม่ได้เปลี่ยนแบบการก่อสร้าง  พีระมิดหักงอควรจะมีปริมาตรมากกว่าปัจจุบันประมาณ 
	 	 	 	 	 452,566.93 –  297,269.33  =  155,297.6  ลูกบาศก์เมตร

	 5.	 แนวคิด 	 จากโจทย์  กรวยก่อนตัดยอดมีลักษณะดังรูป

	 	 	 	 ให้   x  แทนความสูงของกรวยส่วนที่ถูกตัดออก   นั่นคือ  AD = x
	 	 	 	 จากรูป  พบว่า  DADE  ~  DABC

	 	 	 	 จะได้	 AD	 =	 DE
	 	 	 	 	 AB 	 	 BC 

					     x	 =	 10
					     30 + x		  18 
	 	 	 	 	 18x	 =	 10(30 + x)
	 	 	 	 	 8x	 =	 300

	 	 	 	 	 x	 =	 —752 

	 	 	 	 ดังนั้น  ความสูงของกรวยก่อนตัดยอด  =  30 + 75  =  135  เซนติเมตร	 	 	 	 	 2	 2
	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของกรวย  =  –13πr2h     เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  และ h แทนความสูงของกรวย

	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของกรวยก่อนตัดยอด	 =	 –13π × 182 × 135	 	 	 	 	 	 	 	 2 
	 	 	 	 	 	 =	 7,290π  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 	 	 และ	 ปริมาตรของกรวยส่วนที่ถูกตัดออก	 =	 –13π × 102 × —752 

	 	 	 	 	 	 =	 1,250π  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 	 	 เน่ืองจาก	 รูทรงกระบอกท่ีเจาะมีรัศมีียาว  —4.22    =  2.1   เซนติเมตร   และมีความสูงเท่ากับความสูงของ 
	 	 	 	 	 กรวยยอดตัด

A

x

D 10

B C CB

D

x

30

10

18

EE

18

A
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของทรงกระบอก	 =	 πr2h     เม่ือ r แทนรัศมีของฐาน  และ h แทนความสูงของทรงกระบอก
	 	 	 	 จะได้  ปริมาตรของรูทรงกระบอก	 =	 π × (2.1)2 × 30
	 	 	 	 	 =	 132.3π  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  ปริมาตรของคอนกรีตที่นำ�มาหล่อกรวยยอดตัด	 =	 7,290π – (1,250π  + 132.3π)
	 	 	 	 	 =	 5,907.7π

					     ≈	 5,907.7 × 3.14
					     ≈	 18,550.178  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 6.	 แนวคิด	 เนื่องจาก  ลูกตุ้มเหล็กทรงกลมมีรัศมียาว 3 เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร	 ปริมาตรของทรงกลม	 =	 –43πr3     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของลูกตุ้มเหล็ก 1 ลูก	 =	 –43π × 33

	 	 	 	 	 	 =	 36π  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น	 ปริมาตรของลูกตุ้มเหล็ก 5 ลูก 	 =	 5 × 36π  =  180π  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 เนื่องจาก  ต้องการนำ�ลูกตุ้มมาหลอมเป็นกรวยตันที่มีเส้นผ่านศูนย์กลางของฐานกรวยยาว 6 เซนติเมตร  
	 	 	 	 	 และสูง 6 เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของกรวย  =  –13πr2h     เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  และ h แทนความสูงของกรวย

	 	 	 	 จะได้  ปริมาตรของกรวยขนาดที่ต้องการ 1 กรวย	 =	 –13π × 32 × 6

	 	 	 	 	 =	 18π  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 	 	 เนื่องจาก  ปริมาตรของลูกตุ้มเหล็ก 5 ลูก  =  180π  =  10
	 	 	 	 	 ปริมาตรของกรวย 1 กรวย	 18π

	 	 	 	 ดังนั้น  ลูกตุ้มเหล็ก 5 ลูก นำ�มาหลอมเป็นกรวยได้ 10 อัน

	 7.	 แนวคิด

	 	 	 	 ให้รัศมีของตะกั่วทรงกลมลูกเล็กยาว r หน่วย
	 	 	 	 ดังนั้น  รัศมีของตะกั่วทรงกลมลูกใหญ่จะยาว 2r หน่วย

2r r
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 	 	 	 1)	 จากสูตร  ปริมาตรของทรงกลม  =  –43πr3     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 	 จะได้   ปริมาตรของตะกั่วทรงกลมลูกเล็ก   =   –43πr3 ลูกบาศก์หน่วย

	 	 	 	 	 และ   ปริมาตรของตะกั่วทรงกลมลูกใหญ่   =   –43π(2r)3   =   8(–43πr3)  ลูกบาศก์หน่วย
	 	 	 	 	 	 	 	 8(–43πr3)
	 	 	 	 	 เนื่องจาก	 ปริมาตรของตะกั่วทรงกลมลูกใหญ่	 =	 	 =	 8
						      ปริมาตรของตะกั่วทรงกลมลูกเล็ก	 	 –43πr3

	 	 	 	 	 ดังนั้น  ปริมาตรของตะกั่วทรงกลมลูกใหญ่เป็น 8 เท่าของปริมาตรของตะกั่วทรงกลมลูกเล็ก
	 	 	 	 2)	 จากสูตร  พื้นที่ผิวของทรงกลม  =  4πr2   เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม
	 	 	 	 	 จะได้  พื้นที่ผิวของตะกั่วทรงกลมลูกเล็ก   =  4πr2  ลูกบาศก์หน่วย
	 	 	 	 	 และ  พื้นที่ผิวของตะกั่วทรงกลมลูกใหญ่   =   4π(2r)2   =   4(4πr2)  ลูกบาศก์หน่วย

	 	 	 	 	 เนื่องจาก	 พื้นที่ผิวของตะกั่วทรงกลมลูกใหญ่	 =	 4(4πr2)   =   4
	 	 	 	 	 	 พื้นที่ผิวของตะกั่วทรงกลมลูกเล็ก	 	 4πr2

	 	 	 	 	 ดังนั้น  พื้นที่ผิวของตะกั่วทรงกลมลูกใหญ่เป็น 4 เท่าของพื้นที่ผิวของตะกั่วทรงกลมลูกเล็ก

	 8.	 แนวคิด	 เนื่องจาก	 ท่อนเหล็กทรงกระบอกกลวงมีเส้นผ่านศูนย์กลางภายในยาว 7 เซนติเมตร  มีเส้นผ่านศูนย์กลาง 
	 	 	 	 	 ภายนอก  ยาว 9 เซนติเมตร  และท่อนเหล็กยาว 121.5 เซนติเมตร
	 	 	 	 นั่นคือ  รัศมีภายในยาว  –72  เซนติเมตร  และรัศมีภายนอกยาว  –

9
2  เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของทรงกระบอก  =  πr2h     เมื่อ r แทนรัศมีของฐาน  และ h แทนความสูง

	 	 	 	 จะได้  ปริมาตรของท่อนเหล็กทรงกระบอกกลวง	 =	 [π(–92)2 × 121.5] – [π(–72)2 × 121.5]
	 	 	 	 	 =	 121.5π[(–92)2 – (–72)

2]
	 	 	 	 	 =	 121.5π(8)
	 	 	 	 	 =	 972π  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 เนื่องจาก  	ปริมาตรของทรงกลมตัน	 =	 ปริมาตรของท่อนเหล็กทรงกระบอกกลวง

	 	 	 	 จะได้	 –43πr3	 =	 972π

					     r3	 =	 729
	 	 	 	 	 r	 =	 9
	 	 	 	 ดังนั้น  ทรงกลมตันมีรัศมี  9  เซนติเมตร
	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวของทรงกลม	 =	 4πr2   เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม
	 	 	 	 จะได้	 ทรงกลมตันมีพื้นที่ผิว	 ≈	 4 × 3.14 × 92

						      ≈	 1,017.36  ตารางเซนติเมตร
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 9.	 แนวคิด	 เนื่องจาก  ลูกเหล็กทรงกลมตันที่มีเส้นผ่านศูนย์กลางยาว 14 เซนติเมตร  จะมีรัศมียาว 7 เซนติเมตร

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของทรงกลม	 =	 –43πr3     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 จะได้  ปริมาตรของลูกเหล็กทรงกลมตัน   =   –43π(73)  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 เน่ืองจาก	 ต้องการนำ�ลูกเหล็กนี้มาหลอมเป็นทรงกลมกลวงลูกเล็กที่มีเส้นผ่านศูนย์กลางภายนอกยาว  
	 	 	 	 	 4 เซนติเมตร
	 	 	 	 นั่นคือ  ทรงกลมกลวงลูกเล็กจะมีรัศมีภายนอกยาว 2 เซนติเมตร
	 	 	 	 ให้ทรงกลมกลวงมีรัศมีภายในยาว x เซนติเมตร

	 	 	 	 จะได้  ปริมาตรของทรงกลมกลวงแต่ละลูก	 =	 –43π(23) – –43π(x3)

	 	 	 	 	 =	 –43π(8 – x3)  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 เนื่องจาก 	ปริมาตรของทรงกลมกลวง 49 ลูก	 =	 ปริมาตรของลูกเหล็กทรงกลมตัน

	 	 	 	 จะได้	 49 × –43π(8 – x3)	 =	 –43π(73)
					      49(8 – x3)	 =	 73

	 	 	 	 	  x3	 =	 1
	 	 	 	 	  x	 =	 1
	 	 	 	 ดังนั้น  ทรงกลมกลวงลูกเล็กมีรัศมีภายในยาว 1 เซนติเมตร
	 	 	 	 นั่นคือ  ทรงกลมกลวงลูกเล็กมีความหนา  2 – 1  =  1  เซนติเมตร

	 10.	 แนวคิด	

	 	 	 	 ถ้านำ�แท่งไม้ทรงกระบอกที่มีเส้นผ่านศูนย์กลางยาว 2 นิ้ว  และสูง 2 นิ้ว  มากลึงเป็นกรวยให้ได้ฐานกรวย 
	 	 	 	 ใหญ่ที่สุดและมีความสูงมากที่สุด
	 	 	 	 ดังนั้น  ฐานของกรวยจะมีเส้นผ่านศูนย์กลางยาว 2 นิ้ว  และกรวยสูง 2 นิ้ว
	 	 	 	 นั่นคือ  ฐานของกรวยนี้มีรัศมียาว 1 นิ้ว

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของกรวย   =   –13πr2h   เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  และ h แทนความสูงของกรวย

	 	 	 	 ดังนั้น  ปริมาตรของกรวยนี้   =   –13π × 12 × 2  =  –23π  ลูกบาศก์นิ้ว
	

2

2
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 11.	 แนวคิด

	 	 	 	 ถ้านำ�แท่งไม้ทรงกระบอกท่ีมีเส้นผ่านศูนย์กลางยาว 2 น้ิว  และสูง 2 น้ิว  มากลึงเป็นทรงกลมท่ีมีขนาดใหญ่ท่ีสุด
	 	 	 	 ดังนั้น  ทรงกลมจะมีเส้นผ่านศูนย์กลางยาว 2 นิ้ว
	 	 	 	 นั่นคือ  ทรงกลมนี้มีรัศมียาว 1 นิ้ว

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของทรงกลม	 =	 –43πr3     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 ดังนั้น  ปริมาตรของทรงกลมนี้ 	 =	 –43π × 13

	 	 	 	 	 =	 –43π  ลูกบาศก์นิ้ว

	 12.	 แนวคิด

	 	 	 	 เนื่องจาก	 ขันน้ำ�ครึ่งทรงกลมและกรวยกรอกน้ำ�มีเส้นผ่านศูนย์กลางของปากขันและปากกรวยเท่ากัน และ
ความสูงของกรวยกรอกน้ำ� (ไม่นับส่วนที่ยื่นออกมาเป็นทรงกระบอก) เท่ากับรัศมีของขันน้ำ�

	 	 	 	 ให้รัศมีของขันน้ำ�ครึ่งทรงกลมยาว r หน่วย
	 	 	 	 จะได้  รัศมีของกรวยกรอกน้ำ�ยาว r หน่วย และกรวยกรอกน้ำ�สูง r หน่วย

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของทรงกลม  =  –43πr3     เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 	 จะได้  ความจุของขันน้ำ�ครึ่งทรงกลม	 =	 –12 × –43πr3

	 	 	 	 	 =	 –23πr3  ลูกบาศก์หน่วย

2

2

r

r
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของกรวย  =  –13πr2h     เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย  และ h แทนความสูงของกรวย

	 	 	 	 จะได้  ความจุของกรวยกรอกน้ำ�	 =	 –13πr2 × r

	 	 	 	 	 =	 –13πr3  ลูกบาศก์หน่วย

						      –23πr3

	 	 	 	 เนื่องจาก   ความจุของขันน้ำ�ครึ่งทรงกลม   =	 	 =	 2
	 	 	 	 	  ความจุของกรวยกรอกน้ำ�		  –13πr3  

	 	 	 	 ดังนั้น  ขันน้ำ�จุน้ำ�ได้ 2 เท่าของกรวยกรอกน้ำ�
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

กิจกรรมท้ายบท : โรงงานช็อกโกแลตมหัศจรรย์

	 	 กจิกรรมนี ้เป็นกจิกรรมทีเ่ปิดโอกาสใหนั้กเรียนไดป้ระยุกต์ใชค้วามรูเ้กีย่วกบัการหาปรมิาตรและพืน้ทีผ่วิของรปูเรขาคณติ
สามมิติ ซึ่งได้แก่ กรวย ทรงกลม และพีระมิดปรกติ   กิจกรรมนี้จะช่วยให้นักเรียนพัฒนาทักษะการแก้ปัญหาและการเชื่อมโยง 
ทางคณิตศาสตร์  โดยมีขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

		  สื่อ/อุปกรณ์

		  -

		  ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

	 	 1.	 ครแูบง่นกัเรียนเป็นกลุม่ กลุ่มละ 4–5 คน  ใหน้กัเรียนแต่ละกลุม่ทำ� “กจิกรรมท้ายบท : โรงงานชอ็กโกแลตมหัศจรรย”์ 
ในหนังสือเรียน หน้า 160

	 	 2.	 ครูให้นักเรียนแต่ละกลุ่มนำ�เสนอวิธีคิดและคำ�ตอบที่ได้จากการทำ�กิจกรรม ซึ่งจะมีวิธีคิดและคำ�ตอบที่หลากหลาย
	 	 3.	 ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายผลที่ได้จากการทำ�กิจกรรมของนักเรียนในประเด็นต่อไปนี้
	 	 	 	 1)	 คำ�ตอบของคำ�ถามแต่ละข้อมีหลากหลาย และแตกต่างกันตามเงื่อนไขที่แต่ละกลุ่มกำ�หนด เช่น ปริมาตรของ

ช็อกโกแลตเหลวที่ใช้ในแต่ละแบบ  ขนาดของช็อกโกแลตแต่ละแบบ หรือจำ�นวนชิ้นที่กำ�หนด
	 	 	 	 2)	 ปริมาตรของช็อกโกแลตที่เหลือน้อยที่สุดของแต่ละกลุ่ม อาจไม่ใช่ปริมาตรของช็อกโกแลตที่เหลือน้อยที่สุดใน

ทางคณติศาสตร์  แตเ่ปน็ปรมิาตรทีเ่หลอืน้อยทีส่ดุภายใต้เง่ือนไขทีแ่ต่ละกลุม่กำ�หนด และสอดคลอ้งกับเงือ่นไข
ที่โจทย์กำ�หนดที่ว่า ปริมาตรและจำ�นวนชิ้นของแต่ละแบบต้องใกล้เคียงกัน 

	 	 4.	 ครูอาจต้ังประเด็นคำ�ถามเพิ่มเติมเพื่อให้นักเรียนร่วมกันคิดว่า จะมีวิธีอื่นใดนอกเหนือจากวิธีที่ใช้ในชั้นเรียนนี้  
ที่จะทำ�ให้ปริมาตรของช็อกโกแลตที่เหลือน้อยกว่าปริมาตรของช็อกโกแลตของกลุ่มที่เหลือน้อยที่สุด  และให้นักเรียน
นำ�เสนอแนวคิดนั้น



238 บทที่ 3 | พีระมิด กรวย และทรงกลม คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

เฉลยกิจกรรมท้ายบท : โรงงานช็อกโกแลตมหัศจรรย์

		  คำ�ตอบนี้เป็นเพียงตัวอย่างหนึ่งของคำ�ตอบเท่านั้น นักเรียนสามารถแสดงคำ�ตอบได้อย่างหลากหลาย ครูควรเน้นที่
กระบวนการที่ได้มาของคำ�ตอบและการให้เหตุผลของนักเรียน
	 	 ตัวอย่างแนวคิดและคำ�ตอบ  (กำ�หนด π  ≈  3.14) 
	 1.	 แนวคิด  

	 	 เงื่อนไขของกิจกรรม คือ ต้องการเทช็อกโกแลตเหลว 1 ลิตร ใส่พิมพ์เป็นรูปเรขาคณิตสามมิติ ได้แก่ กรวย ทรงกลม  
และพีระมิดฐานปรกติ   โดยแต่ละแบบจะต้องมีปริมาตรและจำ�นวนชิ้นใกล้เคียงกัน และให้มีช็อกโกแลตเหลวเหลือ 
น้อยที่สุด

	 	 เนื่องจาก	 1 ลิตร เท่ากับ 1,000 ลูกบาศก์เซนติเมตร 
	 	 ดังนั้น  ช็อกโกแลตแต่ละแบบจะมีปริมาตรประมาณ 333 ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 พิจารณาความสัมพันธ์ระหว่างทรงกลมและกรวย เมื่อกำ�หนดทรงกลมรัศมี r หน่วย และกำ�หนดรัศมีของฐานกรวย 

เท่ากับรัศมีของทรงกลม เพื่อหาความสูงของกรวย (h)

	 	 จากสูตร ปริมาตรของทรงกลมรัศมี r หน่วย  เท่ากับ  –43πr3  ลูกบาศก์หน่วย 

	 	 และปริมาตรของกรวยที่ฐานมีรัศมี r หน่วย  และสูง h หน่วย  เท่ากับ  –13πr2h  ลูกบาศก์หน่วย 

	 	 จะได้สมการเป็น	 –43πr3	 =	 –13πr2h 

	 	 นั่นคือ	 h	 =	 4r
	 	 ดังนั้น  กรวยที่ฐานมีรัศมียาว r หน่วย จะมีปริมาตรเท่ากับทรงกลมที่มีรัศมี r หน่วย เมื่อกรวยสูงเป็น 4 เท่าของรัศม ี

ถ้าออกแบบให้แม่พิมพ์ทรงกลมมีรัศมี 1   เซนติเมตร จะได้ว่า ควรออกแบบให้แม่พิมพ์ท่ีเป็นกรวยมีรัศมีของฐาน  
1 เซนติเมตร และสูง 4 เซนติเมตร ดังรูป 

h

r

r

1 4

1
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	 	 จะได้ว่า ปริมาตรของช็อกโกแลตแบบทรงกลมและช็อกโกแลตแบบกรวยแต่ละชิ้นจะเท่ากับ  –43π  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 เนื่องจาก  ปริมาตรของช็อกโกแลตแบบพีระมิดปรกติจะต้องเท่ากับปริมาตรของช็อกโกแลตแบบทรงกลม

	 	 ดังนั้น  ปริมาตรของช็อกโกแลตแบบพีระมิดปรกติมีปริมาตรเท่ากับ  –43π  ลูกบาศก์เซนติเมตร 

	 	 จากสูตร	 ปริมาตรของพีระมิด	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง 

	 	 จะได้		 –43π	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง 

				    –13 × 4 × π	 =	 –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 ดังนั้น	 ควรออกแบบแม่พิมพ์เป็นพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่มีพื้นที่ฐานเท่ากับ 4 ตารางเซนติเมตร และ 
	 	 	 	 สูง π  เซนติเมตร ดังรูป

	 	 พิจารณาหาจำ�นวนชิ้นของช็อกโกแลตแต่ละแบบ 
	 	 ให้  n แทนจำ�นวนชิ้นของช็อกโกแลต 

	 	 จะได้สมการเป็น	 –43 × 3.14 × n	 =	 333

	 	 	 	 n	 ≈	 79.54
	 	 เนื่องจาก  n แทนจำ�นวนชิ้นของช็อกโกแลต  ดังนั้น  n  จึงต้องเป็นจำ�นวนเต็มบวก
	 	 ทำ�ให้ได้ว่า จำ�นวนชิ้นของช็อกโกแลตแต่ละแบบเท่ากับ 79 ชิ้น

	 	 ดังนั้น  ปริมาตรของช็อกโกแลตโดยรวมประมาณ  3 × 79 × –43 × 3.14  =  992.24  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 นั่นคือ  จะเหลือช็อกโกแลตประมาณ  1,000 – 992.24  =  7.76  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 จากช็อกโกแลตแต่ละแบบมีปริมาตรประมาณ   –43 × 3.14  ≈  4.19 ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 ดังนั้น  จะสามารถผลิตช็อกโกแลตแบบใดก็ได้อีก 1 ชิ้น

2
2

π
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	 	 นั่นคือ	 โรงงานจะผลิตช็อกโกแลตแต่ละแบบให้มีขนาด ดังนี้ 
	 	 	 แบบทรงกลม 	 มีรัศมี 1 เซนติเมตร
	 	 	 แบบกรวย	 มีรัศมีของฐาน 1 เซนติเมตร และสูง 4 เซนติเมตร
	 	 	 แบบพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส 	 มีฐานยาวด้านละ 2 เซนติเมตร และสูง π เซนติเมตร
	 	 	 โดยผลิตช็อกโกแลตแบบใดก็ได้ 80 ชิ้น  และอีกสองแบบที่เหลือแบบละ 79 ชิ้น

	 2.	 พิจารณาพื้นที่ผิวของรูปเรขาคณิตสามมิติแต่ละแบบ 
	 	 1)	 แนวคิด	 พื้นที่ผิวของทรงกลมที่มีรัศมี 1 เซนติเมตร 

	 	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวของทรงกลม	 =	 4πr2   เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม
	 	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวของช็อกโกแลตทรงกลม	 ≈	 4 × 3.14 × 12

							       ≈	 12.56    ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 	 ดังนั้น ช็อกโกแลตทรงกลม 1 อัน มีพื้นที่ผิวประมาณ 12.56 ตารางเซนติเมตร
	 	 2)	 แนวคิด	 พื้นที่ผิวของกรวยที่มีรัศมีของฐานยาว  1 เซนติเมตร และมีความสูง 4 เซนติเมตร 

	 	 	 	 	 ให ้  แทนส่วนสูงเอียง
	 	 	 	 	 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได้
						      2	 = 	 42 + 12

	 	 	 	 	 	 	 =	 17  
						      	 ≈	 4.12      เซนติเมตร

1

4

1
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	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวของกรวย  =  πr  + πr2   เมื่อ r แทนรัศมีของฐานกรวย  และ  แทนส่วนสูงเอียง
ของกรวย

	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวของช็อกโกแลตกรวย  ≈  (3.14 × 1 × 4.12) + (3.14 × 12)  = 16.08  ตาราง
เซนติเมตร

	 	 	 	 ดังนั้น  ช็อกโกแลตกรวย 1 อัน มีพื้นที่ผิวประมาณ 16.08 ตารางเซนติเมตร
	 	 3)	 แนวคิด	 พื้นที่ผิวของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่มีฐานยาวด้านละ 2 เซนติเมตร และมีความสูง π เซนติเมตร 

	 	 	 	 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส  จะได้
	 	 	 	 	 m2	 ≈ 	 3.142 + 12		        
						      ≈ 	 10.8596  
	 	 	 	 	 m	 ≈ 	 3.30       เซนติเมตร
	 	 	 	 จากสูตร	 พื้นที่ผิวของพีระมิด	 =	 พื้นที่ผิวข้าง + พื้นที่ฐาน

	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวของพีระมิด	 ≈	 4 × (–12 × 2 × 3.30) + (2 × 2)
						      ≈	 17.20      ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  ช็อกโกแลตพีระมิด 1 อัน  มีพื้นที่ผิวประมาณ 17.20 ตารางเซนติเมตร 
	 	 	 	 เนื่องจาก  ช็อกโกแลตแบบทรงกลมมีพื้นที่ผิวน้อยที่สุด
	 	 	 	 ดังนั้น	 ถ้านำ�ช็อกโกแลตแต่ละชิ้นไปเคลือบด้วยคาราเมลที่มีความหนาเท่ากัน ช็อกโกแลตแบบพีระมิด

ฐานส่ีเหลีย่มจตัรุสัจะใช้คาราเมลมากทีส่ดุ  และช็อกโกแลตแบบทรงกลมจะใช้คาราเมลนอ้ยทีสุ่ด

1 2
2

m

π
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ตัวอย่างแบบทดสอบท้ายบท

	 1.	 กล่องกระดาษทรงลูกบาศก์ที่มีขนาดภายในแต่ละด้านกว้าง 21 เซนติเมตร บรรจุลูกบอลทรงกลมลูกหนึ่งได้พอดี   
อยากทราบว่าปริมาตรของอากาศภายในกล่องที่อยู่ล้อมรอบลูกบอลนั้นมีประมาณกี่ลูกบาศก์เซนติเมตร	 (1 คะแนน)

		  ตอบ 		 	 ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 2.	 ถ้าขยายทรงกลมให้มีเส้นผ่านศูนย์กลางเพิ่มขึ้นเป็น 2 เท่า   ปริมาตรของทรงกลมใหม่จะเป็นกี่เท่าของปริมาตร 
ของทรงกลมเดิม	 (1 คะแนน)

	 	 	 ก.  2  	 ข.  4  	 ค.   8 	 ง.  16 

	 3.	 กำ�หนดภาชนะ 3 แบบ ดังนี้
	 	 	 ภาชนะ A  เป็นทรงกลมที่มีรัศมียาว r หน่วย
	 	 	 ภาชนะ B  เป็นกรวยที่ฐานมีความยาวของเส้นผ่านศูนย์กลางเท่ากับ 2r หน่วย และสูง 2r หน่วย
	 	 	 ภาชนะ C  เป็นทรงกระบอกที่มีรัศมีของฐานยาว r หน่วย และสูง 2r หน่วย
	 	 พิจารณาข้อความในแต่ละข้อต่อไปนี้ ถ้าเป็นจริงให้ทำ�เครื่องหมาย   ในช่องเป็นจริง และถ้าเป็นเท็จให้ทำ� 

เครื่องหมาย  ในช่องเป็นเท็จ 	 (5 คะแนน)

ข้อที่ ข้อความ เป็นจริง เป็นเท็จ

1) ภาชนะ C  มีปริมาตรเป็นสามเท่าของภาชนะ B

2) อัตราส่วนของปริมาตรของภาชนะ A ต่อ ปริมาตรของภาชนะ B 
ต่อ  ปริมาตรของภาชนะ C เป็น 2 : 1 : 3

3) ภาชนะ A  มีพื้นที่ผิวมากกว่าภาชนะ C

4) พื้นที่ผิวของภาชนะ B  เท่ากับ  (√5 + 1)πr2  ตารางหน่วย

5) ถา้เพิม่ความสงูของภาชนะ B  อกีสองเทา่ จะทำ�ใหภ้าชนะ B  มีปรมิาตร
เท่ากับภาชนะ A

	 4.	 พีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสสูง h เมตร  ถ้าวัดความสูงจากฐานขึ้นไป  –h2   เมตร  แล้วตัดยอดออกในแนวขนานกับฐาน 

สว่นยอดทีตั่ดออกเป็นพรีะมดิฐานส่ีเหล่ียมจัตุรสัทีม่คีวามสงูเทา่กบั  –h2  เมตร  พรีะมิดใหมท่ี่ไดม้ปีรมิาตรเปน็กีเ่ปอร์เซ็นต์

ของปริมาตรของพีระมิดเดิม	 (1 คะแนน)
	 	 	 ก.  12.5%	 ข.  15%	 ค.  16.5%	 ง.  20%
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	 5.	 พีระมิดฐานสี่เหลี่ยมมุมฉากรูปหนึ่งสูง 12 เซนติเมตร มีพื้นที่ผิว 788 ตารางเซนติเมตร โดยหน้าหนึ่งของพีระมิดเป็น
รูปสามเหลี่ยมที่มีฐานยาว  18  เซนติเมตร และมีพื้นที่ 130 ตารางเซนติเมตร ดังรูป

	 	 	 1)	 ฐานของพีระมิดนี้เป็นรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากชนิดใด	 (3 คะแนน)

	 	 	 2)	 พื้นที่ผิวข้างของพีระมิดเท่ากับเท่าไร 	 (2 คะแนน)
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	 6. 	 ตั้มใช้ขันน้ำ�ครึ่งทรงกลมที่มีรัศมียาว 3 นิ้ว ตักน้ำ�ใส่ลงในภาชนะ 2 แบบ ดังนี้
			   ✤	 แบบที่ 1	 ภาชนะรูปกรวยที่มีรัศมีของฐานเท่ากับรัศมีของขันน้ำ� แต่สูงเป็นสองเท่าของรัศมีของขันน้ำ�นี้
			   ✤	 แบบท่ี 2	 ภาชนะรูปพีระมิดฐานส่ีเหล่ียมจัตุรัสท่ีมีฐานยาวด้านละ 6 น้ิว และสูงเป็นส่ีเท่าของรัศมีของขันน้ำ�น้ี 
	 	 จงหาจำ�นวนครั้งที่น้อยที่สุดที่ใช้ขันนี้ตักน้ำ�ใส่ภาชนะแต่ละแบบจนเต็มภาชนะ พร้อมทั้งแสดงวิธีคิด	 (6 คะแนน)
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 7. 	 พีระมิดปรกติฐานสี่เหลี่ยม มีผิวข้างเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า และฐานยาวด้านละ 12 เซนติเมตร พีระมิดนี้มีพื้นที่ผิว
เท่าใด	 (3 คะแนน)
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 8. 	 กล่องใส่การบูรเหลวมีลักษณะเป็นพีระมิดปรกติฐานสี่เหล่ียมที่มีความยาวรอบฐานเท่ากับ 16 เซนติเมตร และผิวข้าง
เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า  ต้องเทการบูรเหลวลงในกล่องกี่ลูกบาศก์เซนติเมตรจึงจะเต็มกล่องนี้พอดี 	 (3 คะแนน)



247บทที่ 3 | พีระมิด กรวย และทรงกลมคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 9. 	 แผ่นเหล็กตันแผ่นหน่ึงกว้าง 20 เซนติเมตร ยาว 55 เซนติเมตร หนา 3 เซนติเมตร   สามารถนำ�มาหลอม 
ให้เป็นท่ีทับกระดาษรูปกรวยที่มีรัศมีของฐานยาว 3 เซนติเมตร ได้ 25 อัน   โดยแต่ละอันมีความสูงเท่ากัน  
ถ้าต้องการออกแบบกล่องทรงสี่เหลี่ยมมุมฉากสำ�หรับบรรจุท่ีทับกระดาษรูปกรวยตันแต่ละอันเพื่อส่งไปจำ�หน่าย   
กลอ่งทรงสีเ่หลีย่มมมุฉากนีค้วรมขีนาดเทา่ไร  โดยความยาวฐานของกลอ่งมากกวา่ความยาวของเสน้ผ่านศูนยก์ลางของ 

ฐานกรวยและมีความสูงของกล่องมากกว่าความสูงของกรวย 1 เซนติเมตร (กำ�หนด  π  ≈  —227 )	 (3 คะแนน)
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 10. 	ครอบครัวของน้ำ�ต้องการฉลองวันเกิดให้กับน้องเหนือ   โดยพี่น้ำ�อาสา 
ทำ�หมวกให้ทุกคนในครอบครัว   พี่น้ำ�จึงวัดความยาวรอบศีรษะของทุกคน 
ซึ่งได้ข้อมูลมาดังตาราง

ชื่อ น้องเหนือ พี่น้ำ� แม่นุ่น พ่อนนท์

ความยาวรอบศีรษะ  (ซม.) 35 42 49 56

	 	 พี่น้ำ�ทำ�หมวกจากกระดาษเหลือใช้ที่มีขนาดดังรูป

	 	 พี่น้ำ�ทำ�หมวกให้ทุกคน โดยตัดกระดาษตามแนวรัศมี แล้วนำ�มาประกอบเป็นกรวย   จงตอบคำ�ถามต่อไปนี้พร้อมแสดง

	 	 แนวคิด  (กำ�หนด  π  ≈  —227 )	
	 	 	 1)	 กระดาษที่นำ�มาใช้ทำ�หมวกสำ�หรับทุกคน เพียงพอหรือไม่  ถ้าเพียงพอ จะเหลือกระดาษที่มีพื้นที่ประมาณ

เท่าไร  แต่ถ้าไม่เพียงพอจะขาดกระดาษที่มีพื้นที่ประมาณเท่าไร	 (3 คะแนน)

20 ซม. 20 ซม.
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 	 	 2)	 ใครบ้างที่ได้หมวกสีเดียวกัน	 (1 คะแนน)

	 11. 	แบมต้องการหล่อเทียนลงในแบบหล่อเทียนที่มีลักษณะเป็นพีระมิด ฐานภายในเป็นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสยาวด้านละ  
12 เซนติเมตร  สูงภายใน 8 เซนติเมตร  ในการหล่อเทียนครั้งนี้ จะใช้เทียนมาผสม 2 สี  และเทียนแต่ละเล่มจะต้องใช้
เทียนแต่ละสีปริมาตรเท่ากัน  ถ้าแบมเทเทียนสีแรกลงไปในแบบหล่อเทียนให้สูงจากยอด 5 เซนติเมตร  อยากทราบว่า  
แบมจะไดเ้ทยีนตามท่ีตอ้งการหรอืไม ่ ถา้ไมไ่ด ้จงหาว่าแบมจะตอ้งเทเทียนสแีรกสงูประมาณเทา่ใด จงึจะทำ�ใหป้ริมาตร
ของเทียนแต่ละสีเท่ากัน (กำ�หนด  3√4  ≈  1.6  และ  3√2  ≈  1.25)	 (7 คะแนน)
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

เฉลยตัวอย่างแบบทดสอบท้ายบท
												         
	 1.	 กล่องกระดาษทรงลูกบาศก์ที่มีขนาดภายในแต่ละด้านกว้าง 21 เซนติเมตร บรรจุลูกบอลทรงกลมลูกหนึ่งได้พอดี   

อยากทราบว่าปริมาตรของอากาศภายในกล่องที่อยู่ล้อมรอบลูกบอลนั้นมีประมาณกี่ลูกบาศก์เซนติเมตร	 (1 คะแนน)
		  ตอบ 	   4,410	 	 ลูกบาศก์เซนติเมตร
		  แนวคิด	 จากสูตร  ปริมาตรของปริซึม  =  พื้นที่ฐาน × ความสูง  
	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของกล่องลูกบาศก์	 =	 (21 × 21) × 21  =  9,261  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 	 จากสูตร	 ปริมาตรของทรงกลม	 =	 –43πr3   เมื่อ r แทนรัศมีของทรงกลม

	 	 	 จะได้  	 ปริมาตรของลูกบอล	 ≈	 –43(—227 ) (—212 )3  =  4,851  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	ดังนั้น  ปริมาตรของอากาศภายในกล่องที่อยู่ล้อมรอบลูกบอลประมาณ		 9,261 – 4,851 
						      ≈	 4,410  ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 2.	 ถ้าขยายทรงกลมให้มีเส้นผ่านศูนย์กลางเพิ่มขึ้นเป็น 2 เท่า   ปริมาตรของทรงกลมใหม่จะเป็นกี่เท่าของปริมาตร 
ของทรงกลมเดิม	 (1 คะแนน)

	 	 	 ก.  2  	 ข.  4  	 ค.   8 	 ง.  16
		  แนวคิด	 ให้ r แทนรัศมีของทรงกลมเดิม
	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของทรงกลมเดิม	 =	 –43πr3    

	 	 	 และ	 ปริมาตรของทรงกลมใหม่	 =	 –43π(2r)3    

						      –43π(2r)3
	 	 	 เนื่องจาก	 ปริมาตรของทรงกลมใหม	่ =	
				    ปริมาตรของทรงกลมเดิม 		  –43πr3

	 	 	 	 	 =	 8
	 	 	 ดังนั้น  ปริมาตรของทรงกลมใหม่จะเป็น 8 เท่าของปริมาตรของทรงกลมเดิม

สำ�หรับข้อ 1–2
ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
	 	 ข้อ 1	 นักเรียนสามารถหาปริมาตรและพื้นที่ผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลม
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็มข้อละ 1 คะแนน 
	 	 	 	 ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
	 	 	 	 ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 3.	 กำ�หนดภาชนะ 3 แบบ ดังนี้
	 	 	 ภาชนะ A  เป็นทรงกลมที่มีรัศมียาว r หน่วย
	 	 	 ภาชนะ B  เป็นกรวยที่ฐานมีความยาวของเส้นผ่านศูนย์กลางเท่ากับ 2r หน่วย และสูง 2r หน่วย
	 	 	 ภาชนะ C  เป็นทรงกระบอกที่มีรัศมีของฐานยาว r หน่วย และสูง 2r หน่วย
	 	 พิจารณาข้อความในแต่ละข้อต่อไปนี้ ถ้าเป็นจริงให้ทำ�เครื่องหมาย   ในช่องเป็นจริง และถ้าเป็นเท็จให้ทำ� 

เครื่องหมาย  ในช่องเป็นเท็จ 	 (5 คะแนน)

ข้อที่ ข้อความ เป็นจริง เป็นเท็จ

1) ภาชนะ C  มีปริมาตรเป็นสามเท่าของภาชนะ B 

2) อัตราส่วนของปริมาตรของภาชนะ A ต่อ ปริมาตรของภาชนะ B 
ต่อ  ปริมาตรของภาชนะ C เป็น 2 : 1 : 3



3) ภาชนะ A  มีพื้นที่ผิวมากกว่าภาชนะ C 

4) พื้นที่ผิวของภาชนะ B  เท่ากับ  (√5 + 1)πr2  ตารางหน่วย 

5) ถา้เพิม่ความสงูของภาชนะ B  อีกสองเทา่ จะทำ�ใหภ้าชนะ B  มีปรมิาตร
เท่ากับภาชนะ A



		  แนวคิด	 1)	 จากภาชนะ B  เป็นกรวยที่ฐานมีความยาวของเส้นผ่านศูนย์กลางเท่ากับ 2r หน่วย  และสูง 2r หน่วย 
	 	 	 	 ดังนั้น  ภาชนะ B เป็นกรวยที่มีรัศมีของฐานยาว r หน่วย

	 	 	 	 จะได้  ปริมาตรของภาชนะ B  =  –13πr2(2r)  =  –23πr3   ลูกบาศก์หน่วย

	 	 	 	 จากภาชนะ C  เป็นทรงกระบอกที่มีรัศมีของฐานยาว r หน่วย และสูง 2r หน่วย 
	 	 	 	 จะได้  ปริมาตรของภาชนะ C  =  πr2(2r)  =  2πr3   ลูกบาศก์หน่วย

	 	 	 	 นั่นคือ	 ปริมาตรของภาชนะ C	 =	 2πr3

					     ปริมาตรของภาชนะ B 		  –23πr3

	 	 	 	 	 	 =	 3
	 	 	 	 ดังนั้น ภาชนะ C มีปริมาตรเป็นสามเท่าของภาชนะ B 
	 	 	 2)	 จากภาชนะ A  เป็นทรงกลมที่มีรัศมียาว r หน่วย 
	 	 	 	 จะได้  	 ปริมาตรของภาชนะ A	 =	 –43πr3   ลูกบาศก์หน่วย

	 	 	 	 จากปริมาตรของภาชนะ B  และปริมาตรของภาชนะ C  เท่ากับ  –23πr3  และ 2πr3  ลูกบาศก์หน่วย    
	 	 	 	 ตามลำ�ดับ
	 	 	 	 ดังน้ัน	 อัตราส่วนของปริมาตรของภาชนะ A ต่อ ปริมาตรของภาชนะ B ต่อ ปริมาตรของภาชนะ C  เป็น  
					     –43πr3  :  –23πr3  :  2πr3   หรือ  2 : 1 : 3
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 	 	 	 นั่นคือ	อัตราส่วนของปริมาตรของภาชนะ A ต่อ ปริมาตรของภาชนะ B ต่อ ปริมาตรของภาชนะ C  
	 	 	 	 	 เป็น 2 : 1 : 3
	 	 	 	 3)	 พื้นที่ผิวของภาชนะ A  	 =  	 4πr2   ตารางหน่วย
	 	 	 	 	 พื้นที่ผิวของภาชนะ C  	 =  	 พื้นที่ผิวข้าง + พื้นที่ฐานทั้งสอง
	 	 	 	 	 	 = 	 (2πr × 2r) + 2πr2 
	 	 	 	 	 	 = 	 6πr2  ตารางหน่วย
	 	 	 	 	 ดังนั้น  ภาชนะ A  มีพื้นที่ผิวน้อยกว่าภาชนะ C
	 	 	 	 4)	 วาดภาพแทนภาชนะ B ดังรูป
 

					     จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส
	 	 	 	 	 จะได้	 2	 =	 r2 + (2r)2    		
	 	 	 	 	 	 	 =	 5r2 
	 	 	 	 	 นั่นคือ	 	 =	 √5r 
			   		  จะได้  พื้นที่ผิวของภาชนะ B	 =	 πr  + πr2 
	 	 	 	 	 	 =	 πr(√5r) + πr2 
	 	 	 	 	 	 =	 √5πr2 + πr2 
	 	 	 	 	 	 =	 (√5 + 1)πr2  
	 	 	 	 	 ดังนั้น  พื้นที่ผิวของภาชนะ B เท่ากับ  (√5 + 1)πr2   ตารางหน่วย
			   	 5) 	 ถ้าเพิ่มความสูงของภาชนะ B อีกสองเท่า แล้วภาชนะ B จะสูง  2 × 2r  = 4r  หน่วย

	 	 	 	 	 จะได้	 ปริมาตรของภาชนะ B	 =	 –13πr2(4r)   =   –43πr3   ลูกบาศก์หน่วย

	 	 	 	 	 เนื่องจาก	 ปริมาตรของภาชนะ A	 =	 –43πr3   ลูกบาศก์หน่วย

	 	 	 	 	 ดังนั้น  เมื่อเพิ่มความสูงของภาชนะ B อีกสองเท่า จะทำ�ให้ภาชนะ B มีปริมาตรเท่ากับภาชนะ A

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
	 	 ข้อ 1	 นักเรียนสามารถหาปริมาตรและพื้นที่ผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลม
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 5 คะแนน  ข้อละ 1 คะแนน 
	 	 	 	 ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
	 	 	 	 ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน

2r

r
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

	 4.	 พีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสสูง h เมตร  ถ้าวัดความสูงจากฐานขึ้นไป  –h2   เมตร  แล้วตัดยอดออกในแนวขนานกับฐาน 

สว่นยอดทีตั่ดออกเป็นพรีะมดิฐานส่ีเหล่ียมจตัรุสัทีม่คีวามสงูเทา่กบั  –h2  เมตร  พรีะมิดใหมท่ี่ไดม้ปีรมิาตรเปน็กีเ่ปอร์เซ็นต์

ของปริมาตรของพีระมิดเดิม	 (1 คะแนน)
	 	 	 ก.  12.5%	 ข.  15%	 ค.  16.5%	 ง.  20%

		  แนวคิด	 ให้แต่ละด้านของฐานของพีระมิดเดิมยาว a เมตร
	 	 	 	 จะได้  แต่ละด้านของฐานของพีระมิดใหม่ที่เกิดจากการตัดยอดพีระมิดเดิมยาว  –a2  เมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  พื้นที่ฐานของพีระมิดเดิมเท่ากับ  a2   ตารางเมตร

	 	 	 	 และพื้นที่ฐานของพีระมิดใหม่ที่เกิดจากการตัดยอดพีระมิดเดิมเท่ากับ  (–a2)
2
   ตารางเมตร

	 	 	 	 จากสูตร  ปริมาตรของพีระมิด  =  –13 × พื้นที่ฐาน × ความสูง

	 	 	 	 จะได้  ปริมาตรของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสเดิม  =  –13 × a
2 × h

	 	 	 	 และ  ปริมาตรของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสใหม่ที่เกิดจากการตัดยอดพีระมิดเดิม	 =	 –13 × (–a2)
2
 × –h2  

	 	 	 	 	 =	 —124a
2h

	 	 	 	 ดังนั้น	 ปริมาตรของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสใหม่ที่เกิดจากการตัดยอดพีระมิดเดิม  คิดเป็น 

					     —124a
2h

	 	 	 	 	 	 × 100  =  12.5  เปอร์เซ็นต์ของปริมาตรของพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสเดิม
					     –13a

2h

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
	 	 ข้อ 2	 นักเรียนสามารถประยุกต์ใช้ความรู้เกี่ยวกับปริมาตรและพื้นที่ผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลม 

ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 1 คะแนน 
	 	 	 	 ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
	 	 	 	 ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน
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	 5.	 พีระมิดฐานสี่เหลี่ยมมุมฉากรูปหนึ่งสูง 12 เซนติเมตร มีพื้นที่ผิว 788 ตารางเซนติเมตร โดยหน้าหนึ่งของพีระมิดเป็น
รูปสามเหลี่ยมที่มีฐานยาว  18  เซนติเมตร และมีพื้นที่ 130 ตารางเซนติเมตร ดังรูป	

	 	 	 1)	 ฐานของพีระมิดนี้เป็นรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากชนิดใด	 (3 คะแนน)
				    แนวคิด
					     จากโจทย์  EF = 12  เซนติเมตร  และ  BC = 18  เซนติเมตร   
	 	 	 	 	 จะได้  GF = 9  เซนติเมตร 
	 	 	 	 	 พิจารณา  ∆EFG  
	 	 	 	 	 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได้ 
	 	 	 	 	 	 EG2	 =	 122  +  92    
	 	 	 	 	 	 	 =	 225 
	 	 	 	 	 	 EG	 =	 15   
	 	 	 	 	 จาก	 พื้นที่ผิวของพีระมิด	 =	 พื้นที่ฐาน + พื้นที่ผิวข้าง 

	 	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวของพีระมิด	 =	 18(AB) + [2(130) + 2(–12 × AB × 15)]	
	 	 	 	 	 	 788	 =	 18(AB) + 260 + 15(AB)
	 	 	 	 	 	 528	 =	 33(AB)
	 	 	 	 	 	 AB 	 =	 16
	 	 	 	 	 ดังนั้น  ฐานของพีระมิดเป็นรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า

	 	 	 2)	 พื้นที่ผิวข้างของพีระมิดเท่ากับเท่าไร 	 (2 คะแนน)
				    แนวคิด	 จาก	 พื้นที่ผิวข้างของพีระมิด	 = 	 2[–12(15)(16) + 130]	
	 	 	 	 	 	 	 = 	 500     ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 	 ดังนั้น  พื้นที่ผิวข้างของพีระมิด เท่ากับ 500 ตารางเซนติเมตร

					     หมายเหต	ุ ในการหาพื้นที่ผิวข้าง นักเรียนอาจหาได้จาก
	 	 	 	 	 	 พื้นที่ผิวข้างของพีระมิด  =  พื้นที่ผิว – พื้นที่ฐาน
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ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
	 	 ข้อ 2	 นักเรียนสามารถประยุกต์ใช้ความรู้เกี่ยวกับปริมาตรและพื้นที่ผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลม 

ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 5 คะแนน   โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
ข้อ 1)	 คะแนนเต็ม 3 คะแนน   โดยมีเกณฑ์การให้คะแนน  ดังนี้
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน และหาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  3  คะแนน
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 หรือเขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
		  ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิดและหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
ข้อ 2)	 คะแนนเต็ม 2 คะแนน   โดยมีเกณฑ์การให้คะแนน  ดังนี้
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิด และหาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดถูกต้อง แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
		  ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิดและหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน

	 6. 	 ตั้มใช้ขันน้ำ�ครึ่งทรงกลมที่มีรัศมียาว 3 นิ้ว ตักน้ำ�ใส่ลงในภาชนะ 2 แบบ ดังนี้
			   ✤	 แบบที่ 1	 ภาชนะรูปกรวยที่มีรัศมีของฐานเท่ากับรัศมีของขันน้ำ� แต่สูงเป็นสองเท่าของรัศมีของขันน้ำ�นี้
			   ✤	 แบบท่ี 2	 ภาชนะรูปพีระมิดฐานส่ีเหล่ียมจัตุรัสท่ีมีฐานยาวด้านละ 6 น้ิว และสูงเป็นส่ีเท่าของรัศมีของขันน้ำ�น้ี 
	 	 จงหาจำ�นวนครั้งที่น้อยที่สุดที่ใช้ขันนี้ตักน้ำ�ใส่ภาชนะแต่ละแบบจนเต็มภาชนะ พร้อมทั้งแสดงวิธีคิด	 (6 คะแนน)

		  แนวคิด	 เนื่องจาก ความจุของขันครึ่งทรงกลม	 =	 –12 × –43πr3    

	 	 	 	 	 =	 –23πr3    ลูกบาศก์นิ้ว	

				    พิจารณาภาชนะแบบที่ 1  ภาชนะรูปกรวยที่มีรัศมีของฐานเท่ากับรัศมีของขันน้ำ� แต่สูงเป็นสองเท่า
	 	 	 	 ของรัศมีของขันน้ำ�นี้
				    แนวคิด 1	 จำ�นวนครั้งในการตักน้ำ�	 =	    ความจุของภาชนะรูปกรวย   
	 	 	 	 	 	 	 ความจุของขันน้ำ�ครึ่งทรงกลม  

							       –13πr2(2r)
	 	 	 	 	 	 =	
							       –23πr3  

	 	 	 	 	 	 = 	 1    ครั้ง



256 บทที่ 3 | พีระมิด กรวย และทรงกลม คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

				    แนวคิด 2	 เนื่องจาก  ภาชนะรูปกรวยมีรัศมีของฐานเท่ากับรัศมีของขันครึ่งทรงกลม และมีความสูง
	 	 	 	 	 	   เป็นสองเท่าของรัศมีของขันครึ่งทรงกลม
	 	 	 	 	 ดังน้ัน	 ความจุของขนัน้ำ�และความจขุองภาชนะรปูกรวย ต่างกเ็ปน็หนึง่ในสามของความจขุอง
	 	 	 	 	 	 ทรงกระบอกที่มีพื้นที่ฐานและความสูงเท่ากับภาชนะรูปกรวย 
	 	 	 	 	 จะได้ว่า  ความจุของขันน้ำ�เท่ากับความจุของภาชนะรูปกรวย
	 	 	 	 	 นั่นคือ  ตั้มใช้ขันน้ำ�ตักน้ำ�เทใส่ภาชนะแบบที่ 1 เพียง 1 ครั้ง จะเต็มพอดี 

				    พิจารณาภาชนะแบบที่ 2 ภาชนะรูปพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสที่มีฐานยาวด้านละ 6 นิ้ว และสูงเป็น
	 	 	 	 สี่เท่าของรัศมีของขันน้ำ�นี้
	 	 	 	 จะได้  พีระมิดฐานนี้สูง  4(3)  =  12 นิ้ว 

	 	 	 	 จำ�นวนครั้งในการตักน้ำ�	 =	
ความจุของภาชนะรูปพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส

	 	 	 	 	 	 ความจุของขันน้ำ�ครึ่งทรงกลม  

						      –13(6)
2(12)

					     ≈	
						      –23(3.14)(3)

3

					     ≈	 2.55
	 	 	 	 ดังนั้น  ตั้มใช้ขันน้ำ�ตักน้ำ�เทใส่ภาชนะแบบที่ 2 จำ�นวน 3 ครั้ง จึงจะเต็มพอดี

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
	 	 ข้อ 2	 นักเรียนสามารถประยุกต์ใช้ความรู้เกี่ยวกับปริมาตรและพื้นที่ผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลม 

ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 6 คะแนน  ภาชนะแบบละ 3 คะแนน  โดยมีเกณฑ์การให้คะแนน ดังนี้
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน และหาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  3  คะแนน
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 หรือเขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
		  ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิดและหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
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	 7. 	 พีระมิดปรกติฐานสี่เหลี่ยม มีผิวข้างเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า และฐานยาวด้านละ 12 เซนติเมตร พีระมิดนี้มีพื้นที่ผิว
เท่าใด	 (3 คะแนน)

		  แนวคิด	 จากโจทย์ พีระมิดนี้มีผิวข้างเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า  และฐานยาวด้านละ 12 เซนติเมตร ดังรูป

	 	 	 	 พิจารณารูปสามเหลี่ยมมุมฉาก CEF ที่มีมุม F เป็นมุมฉาก
	 	 	 	 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได้
	 	 	 	 	 EF2	 =	 EC2 – FC2

	 	 	 	 	 	 =	 122 – 62 
	 	 	 	 	 	 =	 108
	 	 	 	 ดังนั้น	 EF	 =	 6√3
	 	 	 	 นั่นคือ รูปสามเหลี่ยมด้านเท่ามีความสูง  6√3  เซนติเมตร
	 	 	 	 จาก   พื้นที่ผิวของพีระมิด	 =	 พื้นที่ฐาน + พื้นที่ผิวข้าง

	 	 	 	 จะได้  พื้นที่ผิวของพีระมิด	 =	 (12 × 12) + 4(–12 × 12 × 6√3)
	 	 	 	 	 =	 144 + 144√3
	 	 	 	 	 =	 144(1 + √3)     ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  พีระมิดนี้มีพื้นที่ผิวเท่ากับ  144(1 + √3)  ตารางเซนติเมตร	
	 หมายเหต	ุ ในการหาพื้นที่ผิวข้าง นักเรียนอาจใช้ความรู้เรื่องพื้นที่ของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า  

	 	 จากสูตร   พื้นที่ของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า  =  √3 × ความยาวของด้าน2

						         4   

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
	 	 ข้อ 1	 นักเรียนสามารถหาปริมาตรและพื้นที่ผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลม
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 3 คะแนน   โดยมีเกณฑ์การให้คะแนน ดังนี้
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน และหาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  3  คะแนน
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 หรือเขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
		  ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิดและหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
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	 8. 	 กล่องใส่การบูรเหลวมีลักษณะเป็นพีระมิดปรกติฐานสี่เหล่ียมที่มีความยาวรอบฐานเท่ากับ 16 เซนติเมตร และผิวข้าง
เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า  ต้องเทการบูรเหลวลงในกล่องกี่ลูกบาศก์เซนติเมตรจึงจะเต็มกล่องนี้พอดี 	 (3 คะแนน)

		  แนวคิด  	 จากโจทย์ พีระมิดปรกติฐานสี่เหลี่ยม คือ พีระมิดตรงฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัส และมีความยาวรอบฐานเท่ากับ 
	 	 	 	 16 เซนติเมตร 
	 	 	 	 นั่นคือ  แต่ละด้านยาว 4 เซนติเมตร และผิวข้างเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า 
	 	 	 	 ดังนั้น  สันของพีระมิดยาว 4 เซนติเมตร แสดงได้ดังรูป

	 	 	 พิจารณารูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ACB  ที่มีมุม C เป็นมุมฉาก  จะได้  BC เท่ากับ 2 เซนติเมตร 
	 	 	 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได้
	 	 	 	 	 AC2	 =	 AB2 – BC2

	 	 	 	 	 	 =	 42 – 22

	 	 	 	 	 	 =	 12
	 	 	 ดังนั้น	  AC	 =	 2√3
	 	 	 พิจารณารูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ADC  ที่มีมุม D เป็นมุมฉาก จะได้ CD เท่ากับ 2 เซนติเมตร
	 	 	 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได้
	 	 	 	 	 AD2	 =	 AC2  –  CD2

	 	 	 	 	 	 =	 12 – 4
	 	 	 	 	 	 =	 8
	 	 	 ดังนั้น	 AD	 =	 2√2
	 	 	 นั่นคือ  กล่องพีระมิดมีความสูงเท่ากับ 2√2 เซนติเมตร
	 	 	 เนื่องจาก  การบูรเหลวที่จะเทลงในกล่อง จะเท่ากับปริมาตรของกล่องพีระมิด

	 	 	 จะได้  การบูรเหลวที่จะเทลงในกล่อง	 =	 –13 × พื้นที่ฐานของพีระมิด × ความสูงของพีระมิด

	 	 	 	 	 =	 –13 × 42 × 2√2

	 	 	 	 	 =	 32√2      ลูกบาศก์เซนติเมตร						           3    

	 	 	 ดังนั้น  ต้องเทการบูรเหลวลงในกล่อง  32√2   ลูกบาศก์เซนติเมตร จึงจะเต็มกล่องนี้พอดี							            3    

C

A

B
4D

4

4 4
4
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ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
	 	 ข้อ 2	 นักเรียนสามารถประยุกต์ใช้ความรู้เกี่ยวกับปริมาตรและพื้นที่ผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลม 

ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 3 คะแนน   โดยมีเกณฑ์การให้คะแนน ดังนี้
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน และหาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  3  คะแนน
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 หรือเขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
		  ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิดและหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน

	 9. 	 แผ่นเหล็กตันแผ่นหน่ึงกว้าง 20 เซนติเมตร ยาว 55 เซนติเมตร หนา 3 เซนติเมตร   สามารถนำ�มาหลอม 
ให้เป็นที่ทับกระดาษรูปกรวยที่มีรัศมีของฐานยาว 3 เซนติเมตร ได้ 25 อัน   โดยแต่ละอันมีความสูงเท่ากัน  
ถ้าต้องการออกแบบกล่องทรงสี่เหลี่ยมมุมฉากสำ�หรับบรรจุท่ีทับกระดาษรูปกรวยตันแต่ละอันเพื่อส่งไปจำ�หน่าย   
กลอ่งทรงสีเ่หลีย่มมมุฉากนีค้วรมขีนาดเทา่ไร  โดยความยาวฐานของกลอ่งมากกวา่ความยาวของเสน้ผ่านศูนยก์ลางของ 

ฐานกรวยและมีความสูงของกล่องมากกว่าความสูงของกรวย 1 เซนติเมตร (กำ�หนด  π  ≈  —227 )	 (3 คะแนน)

		  แนวคิด	 พิจารณาปริมาตรของแผ่นเหล็กตันกว้าง 20 เซนติเมตร  ยาว 55 เซนติเมตร  หนา 3 เซนติเมตร
	 	 	 	 จะได้  ปริมาตรของแผ่นเหล็กตันเท่ากับ  20 × 55 × 3  =  3,300  ลูกบาศก์เซนติเมตร
	 	 	 	 เนื่องจาก  นำ�แผ่นเหล็กตันมาทำ�เป็นที่ทับกระดาษรูปกรวยที่มีรัศมีของฐานยาว 3 เซนติเมตร  ได้ 25 อัน 

	 	 	 	 จะได้  ปริมาตรของที่ทับกระดาษรูปกรวยแต่ละอัน  =  3,300  =  132  ลูกบาศก์เซนติเมตร	 	 	 	 	 25
	 	 	 	 เนื่องจาก	 ปริมาตรของกรวย 1 อัน	 =	 –13πr2h	 เมื่อ r แทนรัศมีของฐานของกรวย 
	 	 	 	 	 	 	 	 และ h แทนความสูงของกรวย

	 	 	 	 จะได้	 132	 ≈	 –13 × —227  × 32 × h

				     	 h	 ≈	 14
	 	 	 	 ดังนั้น  ที่ทับกระดาษรูปกรวยแต่ละอันจะมีรัศมีของฐานยาว 3 เซนติเมตร  และสูง 14 เซนติเมตร ดังรูป
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	 	 	 	 เนื่องจาก	 ต้องการทำ�กล่องทรงสี่เหลี่ยมมุมฉากสำ�หรับบรรจุที่ทับกระดาษรูปกรวยตันนี้ ให้มีความยาว
	 	 	 	 	 ฐานของกล่องมากกว่าความยาวของเส้นผ่านศูนย์กลางของฐานของกรวย  และมีความสูง
                          		 ของกล่องมากกว่าความสูงของกรวย 1 เซนติเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น	 กล่องทรงสี่เหลี่ยมมุมฉากนี้ต้องมีฐานเป็นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสยาวด้านละ  6 + 1  =  7  เซนติเมตร     
                      	 	 และสูง  14 + 1  =  15 เซนติเมตร  ดังรูป  

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
	 	 ข้อ 2	 นักเรียนสามารถประยุกต์ใช้ความรู้เกี่ยวกับปริมาตรและพื้นที่ผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลม 

ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 3 คะแนน  โดยมีเกณฑ์การให้คะแนน ดังนี้
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน และหาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  3  คะแนน
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 หรือเขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
		  ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิดและหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน

14 ซม.

6 ซม.

15 ซม.

7 ซม.
7 ซม.
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	 10. 	ครอบครัวของน้ำ�ต้องการฉลองวันเกิดให้กับน้องเหนือ   โดยพี่น้ำ�อาสา 
ทำ�หมวกให้ทุกคนในครอบครัว   พี่น้ำ�จึงวัดความยาวรอบศีรษะของทุกคน 
ซึ่งได้ข้อมูลมาดังตาราง

ชื่อ น้องเหนือ พี่น้ำ� แม่นุ่น พ่อนนท์

ความยาวรอบศีรษะ  (ซม.) 35 42 49 56

	 	 พี่น้ำ�ทำ�หมวกจากกระดาษเหลือใช้ที่มีขนาดดังรูป

	 	 พี่น้ำ�ทำ�หมวกให้ทุกคน โดยตัดกระดาษตามแนวรัศมี แล้วนำ�มาประกอบเป็นกรวย   จงตอบคำ�ถามต่อไปนี้พร้อมแสดง

	 	 แนวคิด  (กำ�หนด  π  ≈  —227 )
	 	 	 1)	 กระดาษที่นำ�มาใช้ทำ�หมวกสำ�หรับทุกคน เพียงพอหรือไม่  ถ้าเพียงพอ จะเหลือกระดาษที่มีพื้นที่ประมาณ

เท่าไร  แต่ถ้าไม่เพียงพอจะขาดกระดาษที่มีพื้นที่ประมาณเท่าไร	 (3 คะแนน)
			   แนวคิด 1	 พิจารณาจากพื้นที่ผิวข้าง
	 	 	 	 กระดาษที่ใช้ทำ�หมวกของน้องเหนือ มีความยาวของส่วนโค้งของวงกลม 35 เซนติเมตร
	 	 	 	 ให้ r แทนรัศมีของฐานของกรวย ซึ่งเป็นหมวกน้องเหนือ 
	 	 	 	 จะได้	 2πr	 =	 35

	 	 	 	 	 r	 =	 —352π
 

	 	 	 	 ดังนั้น  รัศมีของฐานหมวกของน้องเหนือยาว  —352π
  เซนติเมตร

	 	 	 	 ในทำ�นองเดียวกัน จะได้ รัศมีของฐานของหมวกของแต่ละคนในบ้าน เป็นดังนี้

20 ซม. 20 ซม.

20 ซม.

r
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ชื่อ น้องเหนือ พี่น้ำ� แม่นุ่น พ่อนนท์

ความยาวรอบศีรษะ (ซม.) 35 42 49 56

รัศมีของฐานของหมวก
โดยประมาณ (ซม.)

—352π
—21
π

—49
2π

—28
π

	 	 	 	 จากสูตร  พื้นที่ผิวข้างของกรวย  =  πr    เมื่อ  แทนส่วนสูงเอียงของกรวย

	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ผิวข้างของหมวกของน้องเหนือ	 =	 π × —352π
 × 20    

	 	 	 	 	 	 =	 350      ตารางเซนติเมตร
	 	 	 	 ในทำ�นองเดียวกัน  จะได้ พื้นที่ผิวข้างของหมวกของแต่ละคนในบ้าน เป็นดังนี้

ชื่อ น้องเหนือ พี่น้ำ� แม่นุ่น พ่อนนท์

ความยาวรอบศีรษะ (ซม.) 35 42 49 56

รัศมีของฐานของหมวก
โดยประมาณ (ซม.)

—352π
—21
π

—49
2π

—28
π

พื้นที่ผิวข้างของหมวก
โดยประมาณ (ตร.ซม.)

350 420 490 560

				    เนื่องจาก	กระดาษแต่ละแผ่นมีพื้นที่	 =	 –34πr2

	 	 	 	 	 	 =	 –34 × —227  × 20
2

						      ≈	 942.86  ตารางเซนติเมตร      
	 	 	 	 ดังนั้น  หมวกของพ่อนนท์จะต้องใช้กระดาษแผ่นเดียวกับน้องเหนือ 
	 	 	 	 คิดเป็นพื้นที่  560 + 350  =  910  ตารางเซนติเมตร  
	   	 	 	 (หมวกของพ่อนนท์ ไม่สามารถใช้กระดาษแผ่นเดียวกับพี่น้ำ�หรือแม่นุ่นได้ เพราะผลบวกของ
	  	 	 	 พื้นที่ผิวข้างของหมวกของทั้งสองคนเกินกระดาษที่มี)
	 	 	 	 และกระดาษอีกแผ่นหนึ่งใช้ทำ�หมวกให้แม่นุ่นและพี่น้ำ�คิดเป็นพื้นที่  490 + 420  
	 	 	 	 	 	 	 	 	 =  910  ตารางเซนติเมตร  
	 	 	 	 ดังนั้น  กระดาษที่เหลือมีพื้นที่ประมาณ  2(942.86 – 910)  =  65.72   ตารางเซนติเมตร      
 	 	 	 	 นั่นคือ	 กระดาษที่นำ�มาใช้ทำ�หมวกเพียงพอสำ�หรับทุกคน และเหลือกระดาษที่มีพื้นที่
	 	 	 	 	 65.72 ตารางเซนติเมตร   
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			   แนวคิด 2	 เปรียบเทียบความยาวรอบศีรษะกับความยาวของเส้นรอบวงของกระดาษ
	 	 	 ความยาวของเส้นรอบวงของกระดาษแต่ละแผ่น  	 = 	 –34(2πr)      เมื่อ r แทนรัศมีของวงกลม

                                                         	 ≈	 –34 × 2 × —
22
7  × 20

				    ≈	 94.29   เซนติเมตร    
	 	 	 ถ้าหมวกของพ่อนนท์กับน้องเหนือใช้กระดาษแผ่นเดียวกัน จะสามารถใช้กระดาษสีใดสีหน่ึงหมดพอดี
	 	 	 เพราะความยาวรอบศีรษะของทั้งสองคน รวมกันได้  56 + 35  =  91  เซนติเมตร
	 	 	 (หมวกของพ่อนนท์ ไม่สามารถใช้กระดาษแผ่นเดียวกับพี่น้ำ�หรือแม่นุ่นได้ เพราะผลบวกของ
	 	 	 ความยาวรอบศีรษะของทั้งสองคนเกินกระดาษที่มี)
	 	 	 และกระดาษอีกสีหนึ่งทำ�หมวกให้แม่นุ่นกับพี่น้ำ�ได้
	 	 	 เนีื่องจาก  ความยาวรอบศีรษะของทั้งสองคน รวมกันได้  49 + 42  = 91  เซนติเมตร
	 	 	 และเหลือความยาวของส่วนโค้งของวงกลมอีกประมาณ  2(94.29 – 91)  =  6.58  เซนติเมตร
	 	 	 เนื่องจาก ความยาวเส้นรอบวงของวงกลม 	 =	 2πr    เมื่อ r แทนรัศมีของวงกลม
	 	 	 	 	 = 	 2 × π × 20
	 	 	 	 	 =	 40π  เซนติเมตร   

	 	 	 ดังนั้น	 กระดาษส่วนที่เหลือมีพื้นที่	 =	 6.58 πr2	 	 	 	 	 	 40π

	 	 	 	 	 =	 6.58 π(20)2	 	 	 	 	 	 40π

	 	 	 	 	 =	 65.8  ตารางเซนติเมตร      
	 	 	 น่ันคือ	 กระดาษที่นำ�มาใช้ทำ�หมวกเพียงพอสำ�หรับทุกคน และเหลือกระดาษที่มีพื้นที่
	 	 	 	 65.8 ตารางเซนติเมตร   
	 	 	 2)	 ใครบ้างที่ได้หมวกสีเดียวกัน	 (1 คะแนน)
	 	 	 พ่อนนท์ได้หมวกสีเดียวกันกับน้องเหนือ  และแม่นุ่นได้หมวกสีเดียวกันกับพี่น้ำ�
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ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
	 	 ข้อ 2	 นักเรียนสามารถประยุกต์ใช้ความรู้เกี่ยวกับปริมาตรและพื้นที่ผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลม 

ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 4 คะแนน โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
ข้อ 1)	 คะแนนเต็ม 3 คะแนน  โดยมีเกณฑ์การให้คะแนน  ดังนี้
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน และหาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  3  คะแนน
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 หรือเขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
		  ✤	 เขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
		  ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิดและหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง  หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
ข้อ 2)	 คะแนนเต็ม 1 คะแนน  โดยมีเกณฑ์การให้คะแนน  ดังนี้
		  ✤	 สรุปคำ�ตอบได้ถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
		  ✤	 สรุปคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่สรุป	 ได้  0  คะแนน

	 11. 	แบมต้องการหล่อเทียนลงในแบบหล่อเทียนที่มีลักษณะเป็นพีระมิด ฐานภายในเป็นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสยาวด้านละ  
12 เซนติเมตร  สูงภายใน 8 เซนติเมตร  ในการหล่อเทียนครั้งนี้ จะใช้เทียนมาผสม 2 สี  และเทียนแต่ละเล่มจะต้องใช้
เทียนแต่ละสีปริมาตรเท่ากัน  ถ้าแบมเทเทียนสีแรกลงไปในแบบหล่อเทียนให้สูงจากยอด 5 เซนติเมตร  อยากทราบว่า  
แบมจะไดเ้ทียนตามท่ีตอ้งการหรอืไม ่ ถา้ไมไ่ด ้จงหาวา่แบมจะตอ้งเทเทียนสแีรกสงูประมาณเทา่ใด จงึจะทำ�ใหป้ริมาตร
ของเทียนแต่ละสีเท่ากัน (กำ�หนด  3√4  ≈  1.6  และ  3√2  ≈  1.25)	 (7 คะแนน)

		  แนวคิด 
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	 	 	 	 เนื่องจาก	 แบบหลอ่เทยีนมลีกัษณะเปน็พรีะมิด ทีมี่ฐานภายในเปน็รูปสีเ่หลีย่มจตุัรสัยาวดา้นละ 12 เซนตเิมตร  
	 	 	 	 	 สูงภายใน 8 เซนติเมตร

	 	 	 	 จะได้	ความจุของแบบหล่อเทียน	 =	 –13 × พื้นที่ฐานของพีระมิด × ความสูงของพีระมิด

	 	 	 	 	 	 =	 –13 × 12
2 × 8

	 	 	 	 	 	 =	 384        ลูกบาศก์เซนติเมตร

	 	 	 	 ดังนั้น  ปริมาตรของเทียนแต่ละสีที่ต้องใช้  =  384  =  192 ลูกบาศก์เซนติเมตร 	 	 	 	 2 
	 	 	 	 พิจารณา  ∆ABC  และ  ∆DEC
	 	 	 	 ให้  h แทนความสูงของเทียนสีแรกที่เทลงในแบบหล่อเทียน
	 	 	 	 และ  x แทนครึ่งหนึ่งของความยาวของฐานของพีระมิดที่ได้จากการเทเทียนสีแรก 
	 	 	 	 เนื่องจาก  ∆ABC ~ ∆DEC

	 	 	 	 จะได้	 –x6	 =	 –h8 

	 	 	 	 	 x	 =	 –34h	 	 	 1 

	 	 	 	 เนื่องจาก	ปริมาตรของเทียนสีแรก	 =	 –13 × พื้นที่ฐานของพีระมิด × ความสูงของพีระมิด

	 	 	 	 จะได้	 192	 =	 –13 × (2x)
2 × h	 	 	 2 

	 	 	 	 แทน x  ด้วย  –34h  ในสมการ  2    จะได้	

	 	 	 	 192	 =	 –13 × (2 × –34h)2 × h 

	 	 	 	 192	 =	 –34h3         

				    h3	 =	 256     
	 	 	 	 h	 =	 4 × 3√4  
					     ≈	 4 × 1.6
					     ≈	 6.4       
	 	 	 	 ดังนั้น  เทียนสีแรกสูงประมาณ 6.4 เซนติเมตร
	 	 	 	 ถา้แบมเทเทยีนสแีรกลงไปในแบบหลอ่เทยีนให้สงูจากยอด 5 เซนตเิมตร  จะไมส่ามารถไดเ้ทยีนตามท่ีตอ้งการ
	 	 	 	 นั่นคือ  แบมจะต้องเทเทียนสีแรกสูงประมาณ 6.4 เซนติเมตร  จึงจะทำ�ให้ปริมาตรของเทียนแต่ละสีเท่ากัน
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สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
	 	 ข้อ 2	 นักเรียนสามารถประยุกต์ใช้ความรู้เกี่ยวกับปริมาตรและพื้นที่ผิวของพีระมิด กรวย และทรงกลม 

ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 7 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
	 	 ส่วนที่ 1	 การหาปริมาตรของเทียนแต่ละสี
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิด และหาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดถูกต้อง แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 	 	 หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิดและหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
	 	 ส่วนที่ 2	 การหาความสูงของเทียนสีแรก
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน และหาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  3  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 	 	 หรือเขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
	 	 	 	 	 หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิดและหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
	 	 ส่วนที่ 3	 การสรุปคำ�ตอบ
				    ✤	 สรุปคำ�ตอบถูกต้องครบถ้วน	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 สรุปคำ�ตอบถูกต้องบางส่วน	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 สรุปคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่สรุป	 ได้  0  คะแนน
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4 ความน่าจะเป็น

ในบทความน่าจะเป็นนี้ ประกอบด้วยหัวข้อย่อย ดังต่อไปนี้

4.1	 โอกาสของเหตุการณ์	 2	 ชั่วโมง
4.2	 ความน่าจะเป็น	 6	 ชั่วโมง

บทที่

	 	 สาระและมาตรฐานการเรียนรู้

		  สาระที่ 3 			 สถิติและความน่าจะเป็น
		  มาตรฐาน ค 3.2	 เข้าใจหลักการนับเบื้องต้น ความน่าจะเป็น และนำ�ไปใช้

	 	 ตัวชี้วัด

		  เข้าใจเกี่ยวกับการทดลองสุ่มและนำ�ผลที่ได้ไปหาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์

	 	 จุดประสงค์ของบทเรียน

		  นักเรียนสามารถ
			   1.	 บอกได้ว่าเหตุการณ์ที่กำ�หนดให้มีโอกาสเกิดขึ้นมากหรือน้อย
			   2.	 หาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ที่กำ�หนดให้
			   3.	 นำ�ความรู้เกี่ยวกับความน่าจะเป็นไปใช้ในการแก้ปัญหา

	 	 ความเชื่อมโยงระหว่างตัวชี้วัดกับจุดประสงค์ของบทเรียน

		  เน่ืองจากตัวช้ีวัดน้ี กล่าวถึงการเข้าใจเกี่ยวกับการทดลองสุ่มและนำ�ผลท่ีได้ไปหาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์     
ดังนั้น เพื่อให้การเรียนรู้ของนักเรียนในเรื่องความน่าจะเป็นสอดคล้องกับตัวชี้วัด  ครูควรจัดประสบการณ์ให้นักเรียนสามารถ
			   1.	 เข้าใจเก่ียวกับการทดลองสุ่ม  สะท้อนได้จากการที่นักเรียนสามารถบอก อธิบาย หรือเปรียบเทียบโอกาส 

การเกิดข้ึนของเหตุการณ์ท่ีกำ�หนดให้  รวมท้ังสามารถอธิบายเก่ียวกับการทดลองสุ่ม และระบุผลลัพธ์ท่ีได้จาก 
การทดลองสุ่ม

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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			   2.	 นำ�ผลที่ได้จากการทดลองสุ่มไปใช้ในการหาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  สะท้อนได้จากการที่นักเรียนสามารถ
นำ�ความรู้ความเข้าใจเก่ียวกับการทดลองสุ่มไปใช้ในการหาผลลัพธ์ท้ังหมดท่ีเกิดจากการทดลองสุ่ม  การหาผลลัพธ์ของ
เหตุการณ์ท่ีสนใจ  และการหาค่าความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  รวมถึงนำ�ความรู้เก่ียวกับการหาความน่าจะเป็นไปใช้
ในการแก้ปัญหา 

	 	 ความคิดรวบยอดของบทเรียน

		  ความน่าจะเป็น  เปน็จำ�นวนทีใ่ชเ้พือ่บอกโอกาสทีเ่หตุการณห์นึง่ ๆ  จะเกิดขึน้  ซึง่มี 3 ลกัษณะ  คือ ไม่เกดิขึน้อย่างแนน่อน 
จะมีค่าความน่าจะเป็นเท่ากับ 0  อาจจะเกิดขึ้นหรือไม่ก็ได้ จะมีค่าความน่าจะเป็นอยู่ระหว่าง 0 กับ 1   และเกิดขึ้นอย่างแน่นอน 
จะมีค่าความน่าจะเป็นเท่ากับ 1   ท้ังน้ี ในการบอกค่าความน่าจะเป็นอาจเขียนให้อยู่ในรูปเศษส่วน ทศนิยม หรือร้อยละ   
เราสามารถใช้ความน่าจะเป็นช่วยในการคาดการณ์  สร้างข้อสรุป  และตัดสินใจแก้ปัญหา

	 	 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

ทักษะและกระบวนการ
ทางคณิตศาสตร์

4.1
โอกาสของเหตุการณ์

4.2
ความน่าจะเป็น

กิจกรรมท้ายบท/
แบบฝึกหัดท้ายบท

การแก้ปัญหา ✤ ✤ ✤

การสื่อสารและการสื่อความหมาย
ทางคณิตศาสตร์

✤

การเชื่อมโยง ✤

การให้เหตุผล ✤ ✤

การคิดสร้างสรรค์

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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	 	 ความเชื่อมโยงของความรู้

ความรูพื้นฐาน

ความรู
ในบทเรียน

ความรูในอนาคต

✤	 การใช้เศษส่วนในการสื่อความหมายและเปรียบเทียบเศษส่วน  เพื่อเป็น 
พ้ืนฐานในการเรยีนรูค้วามหมายของความนา่จะเปน็ และเปรยีบเทยีบคา่
ของความน่าจะเป็น

✤	 การเขยีนเศษสว่นใหอ้ยู่ในรปูเปอรเ์ซ็นต ์ เพ่ือใช้ในการส่ือความหมายของ
ค่าความน่าจะเป็นในหลากหลายรูปแบบ

✤	 โอกาสที่เหตุการณ์หนึ่ง ๆ  จะเกิดขึ้นนั้น เป็นไปได้ 3 ลักษณะ คือ  เกิดขึ้น
อย่างแน่นอน  หรือ  อาจจะเกิดขึ้นหรือไม่ก็ได้  หรือ  ไม่เกิดขึ้นอย่าง
แน่นอน  อย่างใดอย่างหนึ่งเพียงอย่างเดียว

✤	 การกระทำ�ที่ไม่สามารถบอกล่วงหน้าได้แน่นอนว่า  ผลลัพธ์ที่เกิดขึ้นจาก
การกระทำ�จะเป็นอะไร  แต่สามารถบอกได้ว่ามีผลลัพธ์อะไรบ้างท่ีเกิดข้ึนได้ 
เรียกว่า การทดลองสุ่ม

✤	 เหตุการณ์ คือ สิ่งท่ีสนใจจะพิจารณาจากการทดลองสุ่ม และผลลัพธ์
ทั้งหมดของสิ่งท่ีสนใจที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม เรียกว่า ผลลัพธ์ของ
เหตุการณ์

✤	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  หาได้จาก

	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  =   
              จำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์            

					   
จำ�นวนผลลพัธท์ัง้หมดทีเ่กดิขึน้จากการทดลองสุม่

	 เมื่อผลลัพธ์แต่ละแบบที่เกิดข้ึนจากการทดลองสุ่ม มีโอกาสเกิดข้ึน 
ได้เท่า ๆ กัน

✤	 ความน่าจะเปน็ของเหตกุารณห์นึง่ ๆ  จะเปน็จำ�นวนทีม่ากกวา่หรอืเทา่กบั 
0  แต่ไม่เกิน 1

		  การหาผลลัพธ์ของเหตุการณ์จากการทดลองสุ่มหนึ่ง ๆ เป็นความรู้
พื้นฐานในการเรียนเรื่องหลักการนับ ซึ่งเป็นการหาผลลัพธ์ของเหตุการณ์ท่ี
มีเงื่อนไขมากขึ้น

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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	 	 ลำ�ดับการจัดกิจกรรมการเรียนรู้ของบทเรียน

อภิปรายเกี่ยวกับเหตุการณ์ในชีวิตจริงที่มีโอกาสเกิดขึ้นได้แตกต่างกัน
เพื่อให้เข้าใจเกี่ยวกับโอกาสของเหตุการณ์

แนะนำ�ความหมายเกี่ยวกับการทดลองสุ่ม 
โดยใช้สถานการณ์ที่แสดงถึงการกระทำ�ต่าง ๆ ที่หลากหลาย

อภิปรายเกี่ยวกับผลลัพธ์ของการทดลองสุ่ม 
รวมถึงการหาผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม โดยใช้วิธีการต่าง ๆ 

เช่น   แผนภาพต้นไม้  ตาราง  แผนภาพเชิงรูปภาพ  กราฟของจุด

แนะนำ�ความหมายของเหตุการณ์และผลลัพธ์ของเหตุการณ์  
พร้อมทั้งฝึกการหาผลลัพธ์ของเหตุการณ์

แนะนำ�ความหมายของความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  โดยเชื่อมโยงกับความหมายของ
เศษส่วนที่เคยทราบมาแล้ว เพื่อนำ�ไปสู่การสรุปสูตร

สรุปบทเรียน และทำ�กิจกรรมท้ายบท รวมถึงการทำ�แบบฝึกหัดท้ายบท
เพื่อฝึกการนำ�ความรู้ไปใช้ในการแก้ปัญหา

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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4.1 โอกาสของเหตุการณ์ (2 ชั่วโมง)

	 	 จุดประสงค์	

		  นักเรียนสามารถบอก อธิบาย หรือเปรียบเทียบโอกาสการเกิดข้ึนของเหตุการณ์ท่ีกำ�หนดให้

	 	 ความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน 

		  -

	 	 สื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  -

	 	 ข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  ในหัวข้อนี้ เป็นเร่ืองโอกาสของเหตุการณ์  ซึ่งเน้นให้นักเรียนได้วิเคราะห์สถานการณ์หรือเหตุการณ์ต่าง ๆ ในชีวิตจริง 
ที่สื่อความหมายเกี่ยวกับโอกาสของเหตุการณ์  และใช้ความรู้สึกเชิงจำ�นวนในการอธิบายโอกาสการเกิดขึ้นของเหตุการณ์นั้น ๆ  
รวมถึงใช้โอกาสของเหตุการณ์ในการคาดการณ์  สร้างข้อสรุป และตัดสินใจอย่างสมเหตุสมผล  ดังนั้น ครูจึงควรฝึกให้นักเรียนได้
วิเคราะห์สถานการณ์หรือเหตุการณ์ที่หลากหลาย และต่างบริบทกัน  เพื่อให้การเรียนรู้ของนักเรียนเป็นไปอย่างมีประสิทธิภาพ 
แนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู้อาจทำ�ได้ดังนี้
			   1.	 ครูและนักเรียนสนทนาเกี่ยวกับข้อความ หรือคำ�พูดต่าง ๆ ในชีวิตจริงที่มีคำ�สำ�คัญซึ่งบ่งบอกถึงแนวโน้ม 

หรือโอกาสที่จะเกิดเหตุการณ์นั้น ๆ ขึ้น ว่ามีมากหรือน้อยเพียงใด  เพื่อนำ�ไปสู่การอภิปรายถึงความหมายของ 
โอกาสของเหตุการณ์ รวมถึงความเข้าใจเกี่ยวกับโอกาสของเหตุการณ์ที่เกิดขึ้นอย่างแน่นอน  หรือ  อาจจะเกิดขึ้น
หรือไม่ก็ได้  หรือ  ไม่เกิดข้ึนอย่างแน่นอน  โดยใช้สถานการณ์การไขตู้ลูกอมและข้อคำ�ถามจากตารางในหนังสือเรียน  
หน้า 168 ประกอบ  

	 ตู้ที่ 1  มีลูกอม  30  เม็ด	 ตู้ที่ 2  มีลูกอม  50  เม็ด	 ตู้ที่ 3  มีลูกอม  40  เม็ด
	 เป็นสีฟ้าทั้งหมด	 เป็นสีแดงทั้งหมด	 เป็นสีฟ้า  25  เม็ด และสีแดง  15  เม็ด

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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						      โอกาสการเกิดขึ้นของเหตุการณ์ในแต่ละข้อเป็นดังนี้

ข้อที่ เหตุการณ์

โอกาสของเหตุการณ์

เกิดขึ้น
อย่างแน่นอน

อาจจะเกิดขึ้น
หรือไม่ก็ได้

ไม่เกิดขึ้น
อย่างแน่นอน

1 ป๋องไขได้ลูกอมสีฟ้าจากตู้ที่ 1 

2 พลอยไขได้ลูกอมสีขาวจากตู้ที่ 2 

3 ผิงไขได้ลูกอมสีแดงจากตู้ที่ 3 

4 ฮอมไขได้ลูกอมสีแดงจากตู้ที่ 1 

5 หวานไขได้ลูกอมสีแดงจากตู้ที่ 2 

6 ปรางไขได้ลูกอมสีฟ้าจากตู้ที่ 3 

7 ปุ้งไขได้ลูกอมสีเขียวจากตู้ที่ 3 

						      จากตาราง ครูควรชี้ให้นักเรียนเห็นว่าโอกาสที่เหตุการณ์หน่ึง ๆ จะเกิดขึ้น เป็นไปได้ 3 ลักษณะ คือ   
เกิดขึ้นอย่างแน่นอน  หรือ  อาจจะเกิดขึ้นหรือไม่ก็ได้  หรือ  ไม่เกิดขึ้นอย่างแน่นอน  อย่างใดอย่างหนึ่งเพียง 
อย่างเดียวเท่านั้น

			   2.	 ครูควรให้นักเรียนได้ฝึกนำ�ความรู้เรื่องโอกาสของเหตุการณ์มาใช้ในการคาดการณ์  สร้างข้อสรุป และตัดสินใจ  
จากข้อมูลหรือสถานการณ์ท่ีมีความเหมาะสม เช่น ชวนคิด 4.1 ในหนังสือเรียน หน้า 168  ข้อมูลเก่ียวกับ 
ขยะทะเลในหนังสือเรียน หน้า 169–170  หรือแบบฝึกหัด 4.1  ในหนังสือเรียน หน้า 170–172

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี



273บทที่ 4 | ความน่าจะเป็นคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

เฉลยชวนคิด

	 	 	 	 	 ชวนคิด 4.1	

					     1.	 ตู้ที่ 1 
					     2.	 ตู้ที่ 1	 ได้ลูกอมสีฟ้าทั้งสามเม็ด
						      ตู้ที่ 2	 ได้ลูกอมสีแดงทั้งสามเม็ด
						      ตู้ที่ 3	 คำ�ตอบมีได้หลากหลาย ได้แก่
							       ✤	 ได้ลูกอมสีฟ้าทั้งสามเม็ด  
							       ✤	 ได้ลูกอมสีฟ้า 2 เม็ด  สีแดง 1 เม็ด
							       ✤	 ได้ลูกอมสีฟ้า 1 เม็ด  สีแดง 2 เม็ด
							       ✤	 ได้ลูกอมสีแดงทั้งสามเม็ด

เฉลยแบบฝึกหัด

	 แบบฝึกหัด 4.1

	 สถานการณ์ที่ 1
		  1)	 ไม่ใช่	 เพราะในกล่องทึบมีลูกปิงปองสีเหลืองและสีชมพูอยู่ด้วย
			   ดังนั้น	 ดาวุดจึงมีโอกาสหยิบได้ลูกปิงปองสีเหลือง หรือสีชมพู หรือสีขาว อย่างใดอย่างหนึ่ง
		  2)	 ไม่ใช่	 เพราะในกล่องทึบมีลูกปิงปองสีชมพูน้อยกว่าลูกปิงปองสีเหลือง
			   ดังนั้น	 ดาวุดจึงมีโอกาสหยิบได้ลูกปิงปองสีเหลืองมากกว่าสีชมพู
		  3)	 ไม่ใช่	 เพราะในกล่องทึบไม่มีลูกปิงปองสีเขียว
			   ดังนั้น	 ดาวุดจึงไม่มีโอกาสหยิบได้ลูกปิงปองสีเขียวอย่างแน่นอน
		  4)	 ไม่ใช่	 เพราะในกล่องทึบมีลูกปิงปองสีชมพูอยู่ด้วย
			   ดังนั้น	 ดาวุดจึงยังมีโอกาสหยิบได้ลูกปิงปองสีชมพู
		  5)	 สีเหลือง  เพราะในกล่องทึบมีลูกปิงปองสีเหลืองอยู่มากที่สุด

	 สถานการณ์ที่ 2
		  1)	 ไม่ใช่	 เพราะบนหน้าลูกเต๋ามีแต้ม 1 ถึง 6 
			   ดังนั้น	 คำ�ป้อจึงมีโอกาสทอดลูกเต๋าได้แต้มเป็นเท่าใดก็ได้ ตั้งแต่ 1 ถึง 6 
		  2)	 ใช่	 เพราะบนหน้าลูกเต๋ามีแต้ม 1 ถึง 6  ไม่มีแต้ม 10
			   ดังนั้น	 คำ�ป้อจึงไม่มีโอกาสที่จะทอดลูกเต๋า แล้วขึ้นแต้ม 10  อย่างแน่นอน

ipst.me/11438
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		  3)	 ใช่	 เพราะบนหน้าลูกเต๋ามีแต้ม 1 ถึง 6
			   ดังนั้น	 คำ�ป้อจึงมีโอกาสทอดลูกเต๋า แล้วขึ้นแต้มใดแต้มหนึ่ง จากแต้ม 1 ถึง 6  อย่างแน่นอน

	 สถานการณ์ที่ 3
		  1)	 ไม่ใช่	 เพราะผู้แทนประเทศไทย มีทั้งผู้ที่ได้รับเหรียญทอง  เหรียญเงิน  และเหรียญทองแดง
			   ดังนั้น	 ผู้แทนที่สุ่มชื่อขึ้นมานี้จึงมีโอกาสเป็นผู้ที่ได้รับรางวัลใดก็ได้
		  2)	 ใช่	 เพราะมีผู้แทนประเทศไทยที่ได้รับเหรียญทองมากกว่าเหรียญทองแดง
			   ดังนั้น	 ผู้แทนที่สุ่มชื่อขึ้นมานี้จึงมีโอกาสเป็นผู้ที่ได้รับเหรียญทองมากกว่าเหรียญทองแดง
		  3)	 ไม่ใช่	 เพราะมีผู้แทนประเทศไทยที่ได้รับเหรียญเงินมากกว่าเหรียญทอง
			   ดังนั้น	 ผู้แทนที่สุ่มชื่อขึ้นมานี้จึงมีโอกาสเป็นผู้ที่ได้รับเหรียญเงินมากกว่าเหรียญทอง

	 สถานการณ์ที่ 4
		  1)	 กัมบี้จะมีโอกาสได้เค้กส้มมากกว่าเค้กช็อกโกแลต  เพราะในขณะที่ร้านเค้กนุ่มแบ่งเค้กใส่กล่องนั้น จะมีเค้กส้ม  

4 กล่อง  มากกว่าเค้กช็อกโกแลต ซึ่งมี 3 กล่อง
		  2)	 อันนามีโอกาสที่จะหยิบได้เค้กส้มทั้งสองกล่อง เท่า ๆ กับ หยิบได้เค้กช็อกโกแลตทั้งสองกล่อง  เพราะเมื่อกัมบี ้

หยิบได้เค้กส้มไปแล้ว 1 กล่อง  ทำ�ให้เค้กส้มและเค้กช็อกโกแลตต่างเหลืออยู่ชนิดละ 3 กล่อง
		  3)	 ไม่ใช่	 เพราะถ้าเค้กที่อันนาซื้อไปเป็นเค้กชนิดเดียวกันท้ังสองกล่อง  แสดงว่าที่ร้านจะเหลือเค้กชนิดเดียวกับ 

ที่อันนาซื้อไปอยู่อีก 1 กล่อง  และเป็นเค้กอีกชนิดหนึ่ง 3 กล่อง
			   ดังนั้น	 นักเรียนอาจจะหยิบได้เค้กชนิดเดียวกันทั้งสองกล่อง หรือต่างชนิดกันก็ได้

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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4.2 ความน่าจะเป็น (6 ชั่วโมง)

	 	 จุดประสงค์

		  นักเรียนสามารถ
			   1.	 ระบุผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม และผลลัพธ์ของเหตุการณ์
			   2.	 หาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์
			   3.	 ใช้ความรู้เกี่ยวกับความน่าจะเป็นในการคาดการณ์  หาข้อสรุป  และแก้ปัญหา

	 	 ความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน

		  -

	 	 สื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  1.	 อุปกรณ์ของกิจกรรม : แต้มเดียวกันไหม
		  2.	 อุปกรณ์ของกิจกรรมเสนอแนะ 4.2 : หยิบจับลูกกวาดสี

	 	 ข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  ในหัวข้อน้ี เป็นเรื่องความน่าจะเป็น  ซึ่งเน้นให้นักเรียนได้เข้าใจเก่ียวกับการทดลองสุ่ม  สามารถเขียนแจกแจงผลลัพธ ์
ที่เกิดจากการทดลองสุ่มด้วยวิธีการที่หลากหลาย  และเข้าใจเกี่ยวกับเหตุการณ์ที่สนใจ  รวมทั้งสามารถหาผลลัพธ์ของเหตุการณ์  
เพื่อนำ�ไปสู่การหาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  รวมทั้งใช้ความรู้ดังกล่าวในการแก้ปัญหา  เพื่อให้การเรียนรู้ของนักเรียน 
เป็นไปอย่างมีประสิทธิภาพ แนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู้อาจทำ�ได้ดังนี้
			   1.	 ครคูวรใหน้กัเรียนไดท้ำ�ความเขา้ใจเกีย่วกบัการทดลองสุม่ จากตวัอยา่งสถานการณท์ีห่ลากหลาย ดังเชน่สถานการณ์

ในหนังสือเรียน หน้า 174  และอาจใช้ชวนคิด 4.2  ในหนังสือเรียน หน้า 175  เพ่ือตรวจสอบความเข้าใจเก่ียวกับ
การทดลองสุ่ม  จากนั้น แนะนำ�วิธีการแจกแจงผลลัพธ์ที่เกิดจากการทดลองสุ่ม ซึ่งสามารถทำ�ได้หลายวิธี เช่น 
แผนภาพต้นไม้  ตาราง  แผนภาพเชิงรูปภาพ  หรือกราฟของจุด

						      ในการทดลองสุ่ม ครูควรชี้ให้นักเรียนเห็นว่าสิ่งของที่ใช้ในการทดลองสุ่มแตกต่างกัน  ดังนั้น ผลลัพธ์ 
ที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่มจะต้องพิจารณาอันดับของส่ิงของนั้นด้วย  ดังบทสนทนาของข้าวกล้องกับข้าวปั้น  
ในหนังสือเรียน หน้า 177

						      นอกจากน้ี ในการสุ่มหยิบจะให้ผลลัพธ์เปล่ียนแปลงไปตามลักษณะของการสุ่มหยิบ เช่น การสุ่มหยิบพร้อมกัน  
การสุ่มหยิบแล้วไม่ใส่คืน  หรือการสุ่มหยิบแล้วใส่คืน  ครูจึงควรเน้นย้ำ�ให้นักเรียนพิจารณาอันดับของการสุ่มหยิบ
นั้นด้วย  ทั้งนี้ ครูอาจใช้ “กิจกรรมเสนอแนะ 4.2 : หยิบจับลูกกวาดสี” ในคู่มือครู หน้า 278–279  เพื่อให้นักเรียน
เห็นภาพของการสุ่มหยิบในแต่ละลักษณะ รวมถึงผลของการสุ่มหยิบนั้น
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			   2.	 ครูแนะนำ�เกี่ยวกับสิ่งที่สนใจจากการทดลองสุ่ม หรือที่เรียกว่า “เหตุการณ์”  และฝึกให้นักเรียนได้ลองหาผลลัพธ์
ของเหตุการณ์  โดยให้นักเรียนสังเกตว่า ผลลัพธ์ของเหตุการณ์อาจเป็นส่วนหนึ่ง หรือเท่ากับผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิด
ขึ้นจากการทดลองสุ่ม  ซึ่งความรู้ความเข้าใจในเรื่องนี้จะเป็นพื้นฐานในการหาความน่าจะเป็น

			   3.	 ในการสอนเรื่องความน่าจะเป็น ครูควรให้นักเรียนได้เชื่อมโยงความรู้จากเรื่องความหมายของเศษส่วน เพื่อนำ�ไป
สู่การอธิบายและแปลความหมายเกี่ยวกับความน่าจะเป็น แล้วจึงเชื่อมโยงไปสู่สูตรในการหาค่าความน่าจะเป็น  

						      สำ�หรับในชั้นน้ี นักเรียนจะเร่ิมเรียนความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ที่สามารถหาผลลัพธ์ของการทดลองสุ่ม
ได้จากการแจงนับ  และนักเรียนควรทราบว่าความน่าจะเป็นจะมีค่าตั้งแต่ 0 ถึง 1  รวมถึงความหมายของ 
ค่าความน่าจะเป็น

			   4.	 สำ�หรับการสอนเก่ียวกับความน่าจะเป็นในทางทฤษฎีและความน่าจะเป็นในทางปฏิบัติ  ครูควรใช้ “กิจกรรม :  
แต้มเดียวกันไหม” ในหนังสือเรียน หน้า 195–196  เพื่อแสดงให้นักเรียนเห็นว่า ในสถานการณ์จริงนั้น  
ความน่าจะเป็นที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่มอาจไม่ตรงกับค่าความน่าจะเป็นที่คำ�นวณได้ตามทฤษฎี และควรชี้ 
ให้นักเรียนเห็นถึงปัจจัยที่ทำ�ให้ค่าดังกล่าวนั้นต่างกัน เช่น ความเที่ยงตรงของอุปกรณ์ที่นำ�มาใช้ในการทดลองสุ่ม  
หรือจำ�นวนคร้ังในการทดลอง  ซึ่งยิ่งมีจำ�นวนครั้งในการทดลองมากขึ้น ผลที่ได้จะใกล้เคียงกับความน่าจะเป็น 
ในทางทฤษฎีมากขึ้น
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กิจกรรม : แต้มเดียวกันไหม

		  กิจกรรมนี้ เป็นกิจกรรมที่ให้นักเรียนได้ทดลองและเก็บข้อมูลจริง แล้วหาความน่าจะเป็นในทางปฏิบัติ  เพื่อจะเชื่อมโยง
ไปสู่การเปรียบเทียบกับความน่าจะเป็นในทางทฤษฎี  และอภิปรายผลที่ได้นั้น  โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ และขั้นตอนในการดำ�เนิน
กิจกรรม ดังนี้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์

		  ลูกเต๋าที่ต่างกัน 2 ลูก/คน (หากใช้ลูกเต๋าหมือนกัน ให้ทำ�สัญลักษณ์เพื่อให้เห็นความแตกต่างของลูกเต๋าท้ังสองลูก)   
หรืออาจใช้ลูกเต๋าจำ�ลองจากไฟล์ GSP  ในมุมเทคโนโลยี  ในหนังสือเรียน หน้า 195

	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 ครูให้นักเรียนทำ� “กิจกรรม : แต้มเดียวกันไหม” ตามขั้นตอนในหนังสือเรียน หน้า 195–196  แล้วตอบคำ�ถาม 
ท้ายกิจกรรม

		  2.	 ครูร่วมกันอภิปรายกับนักเรียนเกี่ยวกับความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ท่ีลูกเต๋าหงายขึ้นแต้ม 6 พร้อมกันทั้งสองลูก  
จากผลการทดลองของตนเองกับเพื่อน ๆ   ว่าเหมือนหรือต่างกันอย่างไร  และเพราะเหตุใดผลการทดลองของนักเรียน 
แต่ละคนจึงต่างกัน

		  3.	 ครูให้นักเรียนร่วมกันอภิปรายและเปรียบเทียบความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ที่ลูกเต๋าหงายขึ้นแต้ม 6 พร้อมกัน 
ท้ังสองลูก  ระหว่างความน่าจะเป็นที่ได้จากผลการทดลองของตนเองกับความน่าจะเป็นที่ได้จากผลการทดลอง 
ของนักเรียนทั้งห้อง  พร้อมทั้งชี้ให้นักเรียนเห็นว่า เมื่อจำ�นวนครั้งของการทดลองยิ่งมากขึ้น ความน่าจะเป็นที่ได้ก็จะ
ยิ่งใกล้เคียงกับความน่าจะเป็นในทางทฤษฎี

เฉลยคำ�ถามท้ายกิจกรรม : แต้มเดียวกันไหม

	 1.	 —136
	 2.	 คำ�ตอบขึ้นอยู่กับผลจากการทอดลูกเต๋าของนักเรียนแต่ละคน และของนักเรียนทั้งห้อง
	 3.	 คำ�ตอบขึ้นอยู่กับผลจากการทอดลูกเต๋า  ซึ่งคำ�ตอบที่ควรได้คือ ความน่าจะเป็นจากการทดลองของนักเรียนทั้งห้อง 

มีค่าใกล้เคียงกับความน่าจะเป็นในทางทฤษฎีมากกว่าความน่าจะเป็นจากการทดลองของนักเรียนแต่ละคน
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กิจกรรมเสนอแนะ 4.2 : หยิบจับลูกกวาดสี

		  กิจกรรมน้ี เป็นกิจกรรมที่ส่งเสริมความเข้าใจในเรื่องของผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดจากการสุ่มหยิบสิ่งของท้ังแบบหยิบ 
แล้วใส่คืน  หยิบแล้วไม่ใส่คืน  และหยิบพร้อมกัน  โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ และขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์

		  1.	 ลูกอมต่างชนิด  จำ�นวน 3 ชนิด ชนิดละ 1 เม็ด
		  2.	 ขวดโหลทึบ

	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 ครูนำ�ลูกอมที่เตรียมไว้ทั้งหมดใส่ลงในขวดโหลทึบ  แล้วให้นักเรียนออกมาสุ่มหยิบลูกอมครั้งละ 1 เม็ด  จำ�นวน 2 ครั้ง  
โดยหยิบแล้วใส่คืนก่อนที่จะหยิบครั้งที่ 2  จากนั้นบันทึกผลลงในตารางบนกระดาน (กำ�หนดให้  A, B และ C  แทน
ลูกอมชนิดที่ 1, 2 และ 3  ตามลำ�ดับ)  ดังนี้

นักเรียน
คนที่

ลูกอมที่สุ่มหยิบได้

สรุปผลลัพธ์ครั้งที่ 1 ครั้งที่ 2

A B C A B C

0 -  - -  - (B, B)

1

2

3

⋮
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		  2.	 ครใูหน้กัเรียนทำ�กจิกรรมตามขัน้ตอนในข้อ 1  โดยหยบิทลีะเม็ดแลว้ไม่ใสคื่น จากนัน้บันทกึผลลงในตารางบนกระดาน 
(กำ�หนดให้  A, B และ C  แทนลูกอมชนิดที่ 1, 2 และ 3  ตามลำ�ดับ)  ดังนี้

นักเรียน
คนที่

ลูกอมที่สุ่มหยิบได้

สรุปผลลัพธ์ครั้งที่ 1 ครั้งที่ 2

A B C A B C

0 - -  -  - (C, B)

1

2

3

⋮

		  3.	 ครูให้นักเรียนทำ�กิจกรรมตามขั้นตอนในข้อ 1  โดยให้หยิบลูกอม 2 เม็ด พร้อมกัน จากนั้นบันทึกผลลงในตาราง 
บนกระดาน (กำ�หนดให้  A, B และ C  แทนลูกอมชนิดที่ 1, 2 และ 3  ตามลำ�ดับ)  ดังนี้

นักเรียน
คนที่

ลูกอมที่สุ่มหยิบได้
สรุปผลลัพธ์

A B C

0  -  A กับ C

1

2

3

⋮

		  4.	 ครูและนกัเรยีนรว่มกนัอภปิรายถงึความแตกต่างของผลท่ีได้จากการสุม่หยิบท้ังสามลกัษณะ  ซ่ึงนกัเรยีนควรไดเ้หน็ว่า 
การสุ่มหยิบท้ังสามลักษณะน้ัน ให้ผลลัพธ์ที่แตกต่างกัน และการสุ่มหยิบพร้อมกันไม่จำ�เป็นต้องพิจารณาถึงอันดับ 
ของผลลัพธ์
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(A, 1)

(A, 2)

(A, 3)

(B, 1)

(B, 2)

(B, 3)

A

B

1

3

3

2

2

1

เฉลยชวนคิด

	 	 	 	 	 ชวนคิด 4.2

					     1.	 เป็น	 2.	 เป็น	 3.	 ไม่เป็น
					     4.	 ไม่เป็น	 5.	 เป็น	 6.	 ไม่เป็น

	 	 	 	 	 ชวนคิด 4.3	

ผลลัพธ์ที่อาจจะ

เกิดขึ้นจากการสุ่ม

หยิบบัตรใบที่ 1

ผลลัพธ์ที่อาจจะ

เกิดขึ้นจากการสุ่ม

หยิบบัตร 2 ใบ

ผลลัพธ์ที่อาจจะ

เกิดขึ้นจากการสุ่ม

หยิบบัตรใบที่ 2

	 	 	 	 	 ชวนคิด 4.4

					     1.	 ผลลัพธ์ของเหตุการณ์ที่หยิบบัตร 2 ใบ โดยหยิบทีละใบแบบใส่คืน แล้วผลบวกของหมายเลขบนบัตร 
ทั้งสองใบเท่ากับ 5  คือ  (1, 4) ,  (2, 3) ,  (3, 2)  และ  (4, 1)

					     2.	 ผลลัพธ์ของเหตุการณ์ที่หยิบบัตร 2 ใบ โดยหยิบทีละใบแบบใส่คืน แล้วผลบวกของหมายเลข 
บนบัตรทั้งสองใบเท่ากับ 6  คือ  (2, 4) ,  (3, 3)  และ  (4, 2)  

					     3.	 ผลลัพธ์ของเหตุการณ์ที่หยิบบัตร 2 ใบ โดยหยิบทีละใบแบบไม่ใส่คืน แล้วผลบวกของหมายเลขบนบัตร
ทั้งสองใบเท่ากับ 6  คือ  (2, 4)  และ  (4, 2)  
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	 	 	 	 	 ชวนคิด 4.5

					     (โคล่า, กาแฟ), (โคล่า, โกโก้), (โคล่า, มินต์), (กาแฟ, โคล่า), (กาแฟ, โกโก้), (กาแฟ, มินต์), (โกโก้, โคล่า),  
					     (โกโก้, กาแฟ), (โกโก้, มินต์), (มินต์, โคล่า), (มินต์, กาแฟ)  และ  (มินต์, โกโก้)

	 	 	 	 	 ชวนคิด 4.6

					     1.	 เหตุการณ์ที่ลูกเต๋าหงายขึ้นแต้มคี่ มีผลลัพธ์ 3 แบบ  คือ  1, 3, 5    จากผลลัพธ์ทั้งหมด 6 แบบ 

ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ที่ลูกเต๋าหงายขึ้นแต้มคี่  เท่ากับ  –36  หรือ  –12 

					     2.	 เหตุการณ์ท่ีลูกเต๋าหงายข้ึนแต้มท่ีมากกว่า 4  มีผลลัพธ์ 2 แบบ  คือ  5, 6    จากผลลัพธ์ท้ังหมด 6 แบบ 

ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ที่ลูกเต๋าหงายขึ้นแต้มที่มากกว่า 4  เท่ากับ  –26  หรือ  –13 

					     3.	 เหตุการณ์ท่ีลูกเต๋าหงายข้ึนแต้มท่ีหารด้วย 3 ลงตัว  มีผลลัพธ์ 2 แบบ  คือ  3, 6    จากผลลัพธ์ท้ังหมด 6 แบบ  

						      ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ที่ลูกเต๋าหงายขึ้นแต้มที่หารด้วย 3 ลงตัว  เท่ากับ  –26  หรือ  –13 

เฉลยแบบฝึกหัด

	 แบบฝึกหัด 4.2 ก 

	 1.	 1)	 (ชาย, ชาย) ,  (ชาย, หญิง) ,  (หญิง, ชาย) ,  (หญิง, หญิง)
		  2)	 ไส้เผือก กับ ไส้มะพร้าว	 ไส้เผือก กับ ไส้ถั่ว	 ไส้เผือก กับ ไส้กล้วย  
			   ไส้มะพร้าว กับ ไส้ถั่ว	 ไส้มะพร้าว กับ ไส้กล้วย	 ไส้ถั่ว กับ ไส้กล้วย
		  3)	 ทีมกระทิง กับ ทีมเสือดาว	 ทีมกระทิง กับ ทีมหมูป่า	 ทีมกระทิง กับ ทีมโลมา
			   ทีมกระทิง กับ ทีมม้าลาย	 ทีมเสือดาว กับ ทีมหมูป่า	 ทีมเสือดาว กับ ทีมโลมา
			   ทีมเสือดาว กับ ทีมม้าลาย	 ทีมหมูป่า กับ ทีมโลมา	 ทีมหมูป่า กับ ทีมม้าลาย
			   ทีมโลมา กับ ทีมม้าลาย	

	 2.	 แนวคิด	 อาจแจกแจงผลลัพธ์โดยใช้แผนภาพต้นไม้  
				    1)	 HHHH	 HHHT	 HHTH	 HHTT	 HTHH	 HTHT	
					     HTTH	 HTTT	 THHH	 THHT	 THTH	 THTT
					     TTHH	 TTHT	 TTTH	 TTTT
				    2)	 HHHT	 HHTH	 HTHH	 THHH	
				    3)	 HTTT	 THTT	 TTHT	 TTTH	 TTTT

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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				    4)	 HTTT	 THTT	 TTHT	 TTTH	 TTTT
				    5)	 HHTT	 HTHT	 HTTH	 THHT	 THTH	 TTHH

	 3.	 1)	 -3	 กับ	 -4	 -3	 กับ	 5	 -3	 กับ	 6
			   -1	 กับ	 -4	 -1	 กับ	 5	 -1	 กับ	 6
			   2	 กับ	 -4	 2	 กับ	 5	 2	 กับ	 6
		  2) 	 -3	 กับ	 -4	 -1	 กับ	 -4	 2	 กับ	 -4
		  3) 	 2	 กับ	 6
		  4) 	 ไม่มี

	 4.	 แนวคิด	 อาจใช้การเขียนแผนภาพ เช่น

รสโคล่า

รสกาแฟ รสโกโก้

รสมินต์

				    ดังนั้น	 เพื่อนของสายฟ้าอาจจะได้รับลูกอม รสโคล่ากับรสกาแฟ  รสโคล่ากับรสโกโก้
					     รสโคล่ากับรสมินต์  รสกาแฟกับรสโกโก้  รสกาแฟกับรสมินต์  หรือ  รสโกโก้กับรสมินต์

	 5.	 แนวคิด	 อาจแจกแจงผลลัพธ์โดยใช้แผนภาพต้นไม้
				    จะได้ว่า	 ในถุงอาจจะเป็นส้มโอพันธุ์ต่าง ๆ  ดังนี้
						      ทองดี  ทับทิมสยาม  และขาวพวง	 ทองดี  ทับทิมสยาม  และขาวแตงกวา
						      ทองดี  ทับทิมสยาม  และขาวน้ำ�ผึ้ง	 ทองดี  ขาวพวง  และขาวแตงกวา
						      ทองดี  ขาวพวง  และขาวน้ำ�ผึ้ง	 ทองดี  ขาวแตงกวา  และขาวน้ำ�ผึ้ง
						      ทับทิมสยาม  ขาวพวง  และขาวแตงกวา	 ทับทิมสยาม  ขาวพวง  และขาวน้ำ�ผึ้ง
						      ทับทิมสยาม  ขาวแตงกวา  และขาวน้ำ�ผึ้ง    หรือ	 ขาวพวง ขาวแตงกวา และขาวน้ำ�ผึ้ง

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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	 แบบฝึกหัด 4.2 ข 

	 1.	 ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทอดลูกเต๋า 1 ลูก  1 ครั้ง  มี 6 แบบ  คือ  1, 2, 3, 4, 5, 6
		  1)	 เหตุการณ์ที่ลูกเต๋าหงายขึ้นแต้ม 3  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 1

			   ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  –16 

		  2)	 เหตุการณ์ที่ลูกเต๋าหงายขึ้นแต้มเป็นจำ�นวนคี่  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 3

			   ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  –36  หรือ  –12 

		  3)	 เหตุการณ์ที่ลูกเต๋าหงายขึ้นแต้มเป็นจำ�นวนที่เป็นตัวประกอบของ 12  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 5

			   ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  –56   

		  4)	 เหตุการณ์ที่ลูกเต๋าหงายขึ้นแต้มเป็นจำ�นวนที่ไม่น้อยกว่า 4  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 3

			   ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  –36  หรือ  –12 

	 2.	 แนวคิด	 กำ�หนดให้	 อ1, อ2, อ3, อ4	 แทน	 อาลัวสีขาว  สีน้ำ�ตาล  สีเขียว  และสีชมพู ตามลำ�ดับ
					     ว1, ว2	 แทน	 วุ้นกรอบสีแดง และสีเหลือง ตามลำ�ดับ
				    ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการสุ่มหยิบขนม 2 ชิ้นพร้อมกัน จากถุงที่มีขนม 6 ชิ้น  มี 15 แบบ
				    คือ	 อ1  กับ  อ2	 อ1  กับ  อ3	 อ1  กับ  อ4	 อ1  กับ  ว1	 อ1  กับ  ว2

					     อ2  กับ  อ3	 อ2  กับ  อ4	 อ2  กับ  ว1	 อ2  กับ  ว2	 อ3  กับ  อ4

					     อ3  กับ  ว1	 อ3  กับ  ว2	 อ4  กับ  ว1	 อ4  กับ  ว2	 ว1  กับ  ว2

				    1)	 เหตุการณ์ที่จินาหยิบได้ขนมต่างประเภทกัน  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 8

					     ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —815
				    2)	 เหตุการณ์ที่จินาหยิบได้อาลัวทั้งสองชิ้น  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 6

					     ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —615  หรือ  –25 

				    3)	 เหตุการณ์ที่จินาหยิบได้วุ้นกรอบทั้งสองชิ้น  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 1

					     ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —115   

				    4)	 เหตุการณ์ที่จินาหยิบได้อาลัวสีส้มนั้น  ไม่มีผลลัพธ์เกิดขึ้น

					     จะได้	 จำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 0

					     ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —015  หรือ  0

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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	 3.	 ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทอดลูกเต๋า 1 ลูก  2 ครั้ง  มี 36 แบบ  คือ
			   (1, 1)	 (1, 2)	 (1, 3)	 (1, 4)	 (1, 5)	 (1, 6)
			   (2, 1)	 (2, 2)	 (2, 3)	 (2, 4)	 (2, 5)	 (2, 6)
			   (3, 1)	 (3, 2)	 (3, 3)	 (3, 4)	 (3, 5)	 (3, 6)
			   (4, 1)	 (4, 2)	 (4, 3)	 (4, 4)	 (4, 5)	 (4, 6)
			   (5, 1)	 (5, 2)	 (5, 3)	 (5, 4)	 (5, 5)	 (5, 6)
			   (6, 1)	 (6, 2)	 (6, 3)	 (6, 4)	 (6, 5)	 (6, 6)

		  1)	 เหตุการณ์ที่ลูกเต๋าหงายขึ้นแต้มรวมกันเป็น 7  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 6

			   ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —636  หรือ  –16 

		  2)	 เหตุการณ์ที่ลูกเต๋าหงายขึ้นแต้มต่างกัน 2  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 8

			   ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —836  หรือ  –29 

		  3)	 เหตุการณ์ที่ลูกเต๋าหงายขึ้นแต้มรวมกันไม่น้อยกว่า 2  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 36

			   ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —36
36  หรือ  1

		  4)	 เหตุการณ์ที่ลูกเต๋าหงายขึ้นแต้มรวมกันไม่เกิน 9  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 30

			   ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —30
36  หรือ  –56

		  5)	 เหตุการณ์ที่ลูกเต๋าหงายขึ้นแต้มต่างกันไม่น้อยกว่า 6  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 0

			   ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —036  หรือ  0

		  6)	 เหตุการณ์ที่ลูกเต๋าหงายขึ้นแต้มเดียวกัน  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 6

			   ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —636  หรือ  –16 

	 4.	 1)	 ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการสุ่มหยิบไพ่ 2 ใบพร้อมกัน จากไพ่ที่กำ�หนดให้ 4 ใบ  มี 6 แบบ  คือ

	 กับ	 กับ	 กับ

	 กับ	 กับ	 กับ

			   จะได้ว่า	 เหตุการณ์ที่หยิบไพ่ 2 ใบพร้อมกัน  แล้วได้ไพ่สีเดียวกัน  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 2
			   ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  –26  หรือ  –13 
สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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		  2)	 ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการสุ่มหยิบไพ่ทีละใบ 2 ครั้ง แบบไม่ใส่คืน  จากไพ่ที่กำ�หนดให้ 4 ใบ  มี 12 แบบ  คือ

	 กับ	 กับ	 กับ

	 กับ	 กับ	 กับ

	 กับ	 กับ	 กับ

	 กับ	 กับ	 กับ

			   จะได้ว่า	 เหตุการณ์ท่ีหยิบไพ่ทีละใบ 2 คร้ัง แบบไม่ใส่คืน  แล้วได้ไพ่ใบใดใบหนึ่งเป็น Q    มีจำ�นวนผลลัพธ์ 
				    ของเหตุการณ์ เป็น 6
			   ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —612  หรือ  –12 

		  3)	 ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการสุ่มหยิบไพ่ทีละใบ 2 ครั้ง แบบใส่คืน  จากไพ่ที่กำ�หนดให้ 4 ใบ  มี 16 แบบ  คือ

	 กับ	 กับ	 กับ	 กับ

	 กับ	 กับ	 กับ	 กับ

	 กับ	 กับ	 กับ	 กับ

	 กับ	 กับ	 กับ	 กับ

			   จะได้ว่า	 เหตุการณ์ท่ีหยิบไพ่ทีละใบ 2 คร้ัง แบบใส่คืน  แล้วได้ไพ่ใบเดียวกัน  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 4
			   ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —416  หรือ  –14 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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		  4)	 จากข้อ 2)  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการสุ่มหยิบไพ่ทีละใบ 2 ครั้ง แบบไม่ใส่คืน  จากไพ่ที่กำ�หนดให้ 4 ใบ   
			   มี 12 แบบ
			   จะได้ว่า	 เหตุการณ์ที่หยิบไพ่ทีละใบ 2 ครั้ง แบบไม่ใส่คืน  แล้วได้ไพ่สีเดียวกัน  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ 
				    เป็น 4
			   ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —412  หรือ  –13 

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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กิจกรรมท้ายบท :  วางหมากกลเกม

		  กิจกรรมนี้ เป็นกิจกรรมท่ีให้นักเรียนได้ใช้ความรู้เกี่ยวกับความน่าจะเป็นในการวางแผนการเล่นเกม  โดยนักเรียนต้อง
พิจารณาโอกาสการเกิดขึ้นของผลรวมของแต้มบนหน้าลูกเต๋า 2 ลูก ที่ทำ�ให้เบี้ยของตนเองถูกหยิบออกจากกระดาน  ซึ่งจะทำ�ให้
นักเรียนเห็นว่า ความน่าจะเป็นที่เกิดขึ้นจากการทดลองจริงนั้น ไม่สามารถควบคุมได้  และหากเล่นเกมโดยใช้หลักการท่ีเรียนมา
เพียงอย่างเดียวก็อาจไม่ชนะเสมอไป  แต่ต้องพิจารณาปัจจัยอื่นที่อาจทำ�ให้ผลที่เกิดขึ้นไม่เป็นไปตามทฤษฎี  โดยมีสื่อ/อุปกรณ์  
และขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์

		  1.	 เบี้ย  10 ตัว/คน
		  2.	 ลูกเต๋า  2 ลูก/กลุ่ม
		  3.	 กระดานวางหมากกลเกม  1 กระดาน/คน

	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 ครูแบ่งนักเรียนออกเป็นกลุ่ม กลุ่มละ 3–4 คน แจกอุปกรณ์ แล้วให้นักเรียนศึกษากติกาการเล่นจากหนังสือเรียน  
หน้า 200  และวางแผนการเล่นของตนเอง

		  2.	 ครูให้นักเรียนเริ่มเล่นเกมตามกติกาดังกล่าว
		  3.	 ครูร่วมกันอภิปรายกับนักเรียนถึงผลที่เกิดขึ้นจากการเล่นเกมในประเด็นดังตัวอย่างต่อไปนี้
				    ✤	 จากกระดานวางหมากกลเกม นักเรียนคิดว่าผลรวมของแต้มเป็นเท่าใด ที่ไม่ควรวางเบี้ย   และผลรวมของแต้ม

เป็นเท่าใด ที่ควรวางเบี้ยมากที่สุด  เพราะเหตุใด

					     แนวคำ�ตอบ	 ผลรวมของแต้มเป็น 1  เป็นช่องที่ไม่ควรวางเบี้ย  เพราะมีความน่าจะเป็นเท่ากับ 0  และผลรวม

ของแต้มเป็น 7  เป็นช่องที่ควรวางเบี้ยมากที่สุด  เพราะมีความน่าจะเป็นมากที่สุด  คือ  –16
				    ✤	 ผลการเล่นเป็นไปตามแผนที่วางไว้หรือไม่  อย่างไร
				    ✤	 หากผลไม่เป็นไปตามที่นักเรียนวางแผนไว้ นักเรียนคิดว่าเป็นเพราะอะไร
				    ✤	 จากความรู้ในเร่ืองความน่าจะเป็น เราทราบว่าผลรวมของแต้มลูกเต๋าที่หงายขึ้น มีโอกาสเป็น 7 มากที่สุด   

หากนักเรียนวางเบี้ยที่ผลรวมของแต้มเป็น 7  ทั้งสิบตัว  นักเรียนจะมีโอกาสชนะมากกว่าเพื่อนคนอื่น ๆ  
หรือไม่ เพราะเหตุใด

					     แนวคำ�ตอบ	 นักเรียนน่าจะมีโอกาสชนะน้อยกว่าเพื่อนคนอื่น ๆ  เพราะแม้ว่าผลรวมของแต้มเป็น 7  จะเป็น

ผลรวมที่มีความน่าจะเป็นมากที่สุด  คือ  –16  แต่จะเห็นว่า ผลรวมของแต้มอื่น ๆ ที่เหลือยังม ี

ความน่าจะเป็นรวมกันมากถึง  –56

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบท

	 1.	 แนวคิด	 1)	 เนื่องจาก  สลากกินแบ่งรัฐบาลจะมีหมายเลขที่แตกต่างกัน 1,000,000 หมายเลข  คือ  000000 ถึง  
	 999999

					     ดังนั้น  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการสุ่มออกรางวัลแต่ละรางวัลจึงมี 1,000,000 แบบ
					     และจากการที่อรรคซื้อสลากกินแบ่งรัฐบาลมา 3 ใบ ที่มีหมายเลขแตกต่างกัน
					     ทำ�ให้ได้ว่า  เหตุการณ์ที่สลากที่อรรคซื้อจะถูกรางวัลที่ 1  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 3

					     ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ เท่ากับ	 3
						      1,000,000
				    2)	 เนื่องจาก  สลากกินแบ่งรัฐบาลจะมีเลขท้าย 2 ตัว ที่แตกต่างกัน 100 หมายเลข  คือ  00 ถึง 99 
					     ดังนั้น  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการสุ่มออกรางวัลแต่ละรางวัลจึงมี 100 แบบ
					     และจากการที่อรรคซื้อสลากกินแบ่งรัฐบาลมา 3 ใบ ที่มีเลขท้าย 2 ตัว แตกต่างกัน
					     ทำ�ให้ได้ว่า  เหตุการณ์ท่ีสลากท่ีอรรคซ้ือจะถูกรางวัลเลขท้าย 2 ตัว  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 3
					     ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ เท่ากับ  —3

100
	
	 2.	 แนวคิด	 1)	 เนื่องจาก  ในโหลมีใบดำ� 38 ใบ  และใบแดง 50 ใบ  รวมเป็น 88 ใบ 
					     จะได้  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการจับสลากเป็นคนแรก เป็น 88 
					     และ  เหตุการณ์ที่วาริชจับสลากเป็นคนแรก แล้วจับได้ใบดำ�  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 38

					     ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ เท่ากับ   —38
88   หรือ   —19

44 

				    2)	 เนื่องจาก  คนที่ 1 ถึง 9  จับได้ใบดำ�ไปแล้ว 3 ใบ  ทำ�ให้ในโหลเหลือใบดำ� 35 ใบ  และใบแดง 44 ใบ  
						      รวมเป็น 79 ใบ
					     จะได้  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการจับสลากเป็นคนที่ 10  เป็น 79 
					     และเหตุการณ์ที่วาริชจับสลากเป็นคนที่ 10  แล้วจับได้ใบแดง  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 44

					     ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ เท่ากับ  —44
79

	 3.	 แนวคิด	 กำ�หนดให้	 A1, A2, A3, A4	 แทน	 ช่องที่มีดาว 1 ดวง  ซึ่งมี 4 ช่อง
					     B1, B2, B3	 แทน	 ช่องที่มีดาว 2 ดวง  ซึ่งมี 3 ช่อง
					     C	 แทน	 ช่องที่มีดาว 3 ดวง  ซึ่งมีเพียงช่องเดียว
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				    ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการเล่นเกม 1 รอบ  มี 64 แบบ  ดังตาราง

หมุนครั้งที่ 2

หมุนครั้งที่ 1

 
(A1)

 
(A2)

 
(A3)

 
(A4)

 
(B1)

 
(B2)

 
(B3)

 
(C)

   (A1) (A1, A1) (A1, A2) (A1, A3) (A1, A4) (A1, B1) (A1, B2) (A1, B3) (A1, C)

   (A2) (A2, A1) (A2, A2) (A2, A3) (A2, A4) (A2, B1) (A2, B2) (A2, B3) (A2, C)

   (A3) (A3, A1) (A3, A2) (A3, A3) (A3, A4) (A3, B1) (A3, B2) (A3, B3) (A3, C)

   (A4) (A4, A1) (A4, A2) (A4, A3) (A4, A4) (A4, B1) (A4, B2) (A4, B3) (A4, C)

    (B1) (B1, A1) (B 1, A2) (B 1, A3) (B 1, A4) (B 1, B1) (B 1, B2) (B1, B3) (B1, C)

    (B2) (B2, A1) (B2, A2) (B2, A3) (B2, A4) (B2, B1) (B2, B2) (B2, B3) (B2, C)

    (B3) (B3, A1) (B3, A2) (B3, A3) (B3, A4) (B3, B1) (B3, B2) (B3, B3) (B3, C)

    (C) (C, A1) (C, A2) (C, A3) (C, A4) (C, B1) (C, B2) (C, B3) (C, C)

			   1)	 เหตกุารณท์ีน่ฮุาเลน่เกม  1 รอบ แลว้ไดตุ้ก๊ตาหมจีมัโบ จะตอ้งไดด้าวรวม 6 ดวง มจีำ�นวนผลลพัธข์องเหตกุารณ ์
เป็น 1

				    ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ เท่ากับ  —164
			   2)	 เหตกุารณท์ีน่ฮุาเลน่เกม  1 รอบ แลว้ไดก้ระบอกน้ำ� จะตอ้งไดด้าวรวม 3 ดวง มจีำ�นวนผลลพัธข์องเหตุการณ ์ 

เป็น 24
				    ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ เท่ากับ  —24

64  หรือ  –38 

			   3)	 เหตุการณ์ที่นุฮาเล่นเกม  1 รอบ แล้วได้ตุ๊กตา หรือได้ปากกา จะต้องได้ดาวรวม 5 ดวง หรือ 2 ดวง มีจำ�นวน
ผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 22

				    ดังนั้น	 ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ เท่ากับ  —22
64  หรือ  —11

32

	 4.	 น่าจะเป็นเพราะความน่าจะเป็นท่ีลูกสาวของกำ�ปองจับฉลากได้เข้าเรียนโรงเรียนศรีนคร  เท่ากับ  —120
200  หรือ  –35    

ซึ่งมากกว่าความน่าจะเป็นที่ลูกชายของอังเกตุจับฉลากได้เข้าเรียนโรงเรียนแก่นเมือง  ซึ่งเท่ากับ  —300
600  หรือ  –12 
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	 5.	 แนวคิด	 ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการที่แม่ค้าตักกับข้าวราดข้าว 2 อย่าง  และตักขนม 1 ถ้วย  มี 12 แบบ  คือ
					     ไข่เจียว	 ต้มยำ�ไก่	 ทับทิมกรอบ	 ไข่เจียว	 ต้มยำ�ไก	่ บัวลอย
					     ไข่เจียว	 ปลาทอด	 ทับทิมกรอบ	 ไข่เจียว	 ปลาทอด	 บัวลอย
					     ไข่เจียว	 กะเพราหมึก	 ทับทิมกรอบ	 ไข่เจียว	 กะเพราหมึก	 บัวลอย
					     ต้มยำ�ไก่	 ปลาทอด	 ทับทิมกรอบ	 ต้มยำ�ไก	่ ปลาทอด	 บัวลอย
					     ต้มยำ�ไก่	 กะเพราหมึก	 ทับทิมกรอบ	 ต้มยำ�ไก	่ กะเพราหมึก	 บัวลอย
					     ปลาทอด	 กะเพราหมึก	 ทับทิมกรอบ	 ปลาทอด	 กะเพราหมึก	 บัวลอย

				    1)	 เหตุการณ์ที่เจินจูได้รับประทานกับข้าวเป็นไข่เจียวกับต้มยำ�ไก่  และขนมเป็นทับทิมกรอบ  มีจำ�นวน
ผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 1

					     ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —112
				    2)	 เหตุการณ์ที่เจินจูได้รับประทานกับข้าวที่มีอย่างหนึ่งเป็นกะเพราหมึก  และขนมเป็นบัวลอย  มีจำ�นวน

ผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 3

					     ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —312  หรือ  –14
				    3)	 เหตุการณ์ที่เจินจูได้รับประทานกับข้าวเป็นต้มยำ�ไก่กับปลาทอด และขนมเป็นทับทิมกรอบ  หรือ กับข้าว

เป็นไข่เจียวกับปลาทอด และขนมเป็นทับทิมกรอบ  มีจำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 2

					     ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —212  หรือ  –16
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ตัวอย่างแบบทดสอบท้ายบท

1.	 จากการสำ�รวจอาชีพผู้ปกครองของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 3 ห้องหนึ่ง  พบว่ามีผู้ปกครองของนักเรียนประกอบอาชีพ 
ดังนี้

อาชีพ จำ�นวน (คน)

วิศวกร 3

พยาบาล 2

นักธุรกิจ 10

ตำ�รวจ ทหาร  3

ค้าขาย 12

พนักงานบริษัท 5

	 จากข้อมูลข้างต้น จงตอบคำ�ถามต่อไปนี	้ (5 คะแนน)
		  1)	 หากสุ่มถามนักเรียน 1 คน จากห้องเรียนนี้ ถึงอาชีพผู้ปกครอง มีโอกาสที่จะสุ่มได้นักเรียนที่ผู้ปกครองประกอบ

อาชีพเป็นพยาบาลหรือไม่
			   ตอบ
		  2)	 หากสุ่มถามนักเรียน 1 คน จากห้องเรียนนี้ ถึงอาชีพผู้ปกครอง มีโอกาสที่จะสุ่มได้นักเรียนที่ผู้ปกครองประกอบ

อาชีพค้าขายหรือไม่
			   ตอบ
		  3)	 หากสุ่มถามนักเรียน 1 คน จากห้องเรียนนี้ ถึงอาชีพผู้ปกครอง มีโอกาสที่จะสุ่มได้นักเรียนที่ผู้ปกครองประกอบ

อาชีพนักบินหรือไม่	
			   ตอบ
		  4)	 หากสุ่มถามนักเรียน 1 คน จากห้องเรียนน้ี ถึงอาชีพผู้ปกครอง  ผู้ปกครองของนักเรียนคนนี้น่าจะประกอบ 

อาชีพใดมากที่สุด
			   ตอบ
		  5)	 หากสุม่ถามนกัเรยีน 1 คน จากหอ้งเรยีนน้ี ถงึอาชีพผู้ปกครอง  ผู้ปกครองของนกัเรยีนคนนีน้า่จะประกอบอาชพี

วิศวกรหรือพนักงานบริษัทมากกว่ากัน
			   ตอบ

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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2.	 ตูห้ยอดเหรยีญของเล่นตู้หนึง่มขีองเล่นอยู ่2 ชนิด  ถา้นานะเหน็หุน่ยนตจ์ิว๋และลกูแก้วในตูร้วมกนั 25 ชิน้  โดยเปน็หุน่ยนต์
จิ๋วอยู่อย่างน้อย 13 ตัว  หากนานะหยอดเหรียญเพื่อกดให้ได้ของเล่นในตู้นี้  นานะคาดว่าตนเองจะมีโอกาสกดได้หุ่นยนต์
จิ๋วหรือลูกแก้วมากกว่ากัน  เพราะเหตุใด	 (2 คะแนน)

3.	 โหลแก้วใบหนึ่งใส่ลูกอมจำ�นวน 3 เม็ด ประกอบด้วยลูกอมรสนม 2 เม็ด และลูกอมรสกาแฟ 1 เม็ด หากนักเรียนสุ่มหยิบ
ลูกอมในโหลแก้วนี้ ครั้งละ 1 เม็ด  2 ครั้ง จงตอบคำ�ถามต่อไปนี	้ (6 คะแนน)

		  1)	 ในการหยิบลูกอมครั้งแรก  นักเรียนคิดว่าจะได้ลูกอมรสใดมากที่สุด  เพราะเหตุใด

		  2)	 ถ้านักเรียนสุ่มหยิบลูกอมคร้ังแรกได้ลูกอมรสกาแฟ นักเรียนคิดว่าในคร้ังท่ีสองจะสุ่มหยิบได้ลูกอมรสใด เพราะเหตุใด

		  3)	 ถ้านักเรียนสุ่มหยิบลูกอมครั้งแรกได้ลูกอมรสนม นักเรียนคิดว่าในครั้งที่สองจะได้ลูกอมรสใด  เพราะเหตุใด

4.	 ถ้าทอดลูกเต๋า 1 ลูก จำ�นวน 1 ครั้ง  จงตอบคำ�ถามต่อไปนี	้ (10 คะแนน)
		  1)	 มีโอกาสที่ลูกเต๋าจะหงายขึ้นแต้ม 1 หรือไม่  เพราะเหตุใด

		  2)	 มีโอกาสที่ลูกเต๋าจะหงายขึ้นแต้ม 1 หรือ 2 หรือไม่  เพราะเหตุใด

		  3)	 มีโอกาสที่ลูกเต๋าจะหงายขึ้นแต้ม 5 หรือไม่  เพราะเหตุใด

		  4)	 มีโอกาสที่ลูกเต๋าจะหงายขึ้นแต้ม 7 หรือไม่  เพราะเหตุใด

		  5)	 มีโอกาสที่ลูกเต๋าจะหงายขึ้นแต้ม 3 และ 4  พร้อมกันหรือไม่  เพราะเหตุใด
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5.	 ปริมได้รับขนมปังสอดไส้ 1 กล่อง โดยในกล่องนี้มีขนมปังสอดไส้ครีม 3 ชิ้น  ไส้ข้าวโพด 6 ชิ้น  และไส้ใบเตย 1 ช้ิน   
ซึ่งขนมปังทุกชิ้นบรรจุอยู่ในถุงที่เหมือนกัน  ถ้าปริมสุ่มหยิบขนมปังมารับประทานมา 1 ชิ้น จงหา	 (6 คะแนน)

		  1)	 ความน่าจะเป็นที่ปริมจะได้รับประทานขนมปังสอดไส้ครีม

		  2)	 ความน่าจะเป็นที่ปริมจะได้รับประทานขนมปังสอดไส้ใบเตยหรือไส้ครีม

		  3)	 ความน่าจะเป็นที่ปริมจะไม่ได้รับประทานขนมปังสอดไส้ข้าวโพด

6.	 สุ่มหยิบไพ่ 1 ใบ จากไพ่สำ�รับหนึ่ง จงหา	 (4 คะแนน)
		  1)	 ความน่าจะเป็นที่สุ่มหยิบได้ไพ่ที่มีหน้าไพ่เป็นข้าวหลามตัด

		  2)	 ความน่าจะเป็นที่สุ่มหยิบได้ไพ่ที่มีหน้าไพ่เป็น 5  ในชุดโพดำ�
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7.	 กิจกรรมสอยดาวของโรงเรียนแห่งหนึ่งมีการจัดทำ�สลากจำ�นวน 1,200 ใบ  โดยให้นักเรียนเลือกได้คนละ 1 ใบ   
เพื่อแลกรางวัล 1 ชิ้น รางวัลมีทั้งหมด 5 แบบ  แบ่งเป็น 

				    รางวัลที่ 1	 จำ�นวน 	 50	 ใบ
				    รางวัลที่ 2	 จำ�นวน 	 150	 ใบ
				    รางวัลที่ 3	 จำ�นวน 	 200	 ใบ
				    รางวัลที่ 4	 จำ�นวน 	 300	 ใบ
				    รางวัลที่ 5	 จำ�นวน 	 500	 ใบ
 	 ถ้านักเรียนมาเล่นกิจกรรมสอยดาวเป็นคนแรก  จงหา	 (8 คะแนน)
		  1)	 ความน่าจะเป็นที่จะได้รางวัลที่ 1

		  2)	 ความน่าจะเป็นที่จะได้รางวัลที่ 2  หรือ  4

		  3)	 ความน่าจะเป็นที่จะได้รางวัลที่ 3  และ  5

		  4)	 ความน่าจะเป็นที่จะไม่ได้รางวัลที่ 1

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี



295บทที่ 4 | ความน่าจะเป็นคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

8.	 ปรีติบรรจุเพลงของศิลปิน 2 วง วงละ 5 เพลง ที่ไม่ซ้ำ�กันลงในแฟลชไดร์ฟตัวหนึ่ง  ในงานเลี้ยงวันปีใหม่ ปรีติต้องการเปิด
เพลงจากแฟลชไดรฟ์ตวันีผ้า่นซอฟตแ์วรเ์ลน่เพลงซอฟตแ์วร์หน่ึง ทีส่ามารถระบไุด้ว่าจะเลน่เพลงแบบสุม่ (ระบบจะสุม่เพลง 
1 เพลง จากเพลงทัง้หมด ทกุครัง้ทีจ่ะเลน่เพลงต่อไป) หรอืเลน่เพลงแบบวนซ้ำ� (ระบบจะเลน่เพลงตามลำ�ดบัต้ังแตเ่พลงแรก
จนถึงเพลงสุดท้าย แล้ววนกลับมาเล่นเพลงแรกอีกครั้งหนึ่ง)  จงหา  	 (8 คะแนน)

		  1)	 ความน่าจะเป็นที่พลเข้ามาในงานขณะที่เพลงของศิลปินวงที่ 1  กำ�ลังเล่นอยู่  เมื่อปรีติเปิดเล่นเพลงแบบวนซ้ำ�

		  2)	 ความน่าจะเป็นที่นิกรเข้ามาในงาน แล้วได้ฟังเพลงของศิลปินทั้งสองวง เป็น 2 เพลงแรก  เมื่อปรีติเปิดเล่นเพลง
แบบวนซ้ำ�

		  3)	 ความน่าจะเป็นที่ 2 เพลงแรก จะเป็นเพลงจากศิลปินต่างวงกัน  เมื่อปรีติเปิดเล่นเพลงแบบสุ่ม

		  4)	 ความน่าจะเป็นที่ 2 เพลงแรก จะเป็นเพลงจากศิลปินวงที่ 2 เพลงที่ 4  อยู่อย่างน้อย 1 เพลง  เมื่อปรีติเปิด 
เล่นเพลงแบบสุ่ม
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เฉลยตัวอย่างแบบทดสอบท้ายบท

1.	 จากการสำ�รวจอาชีพผู้ปกครองของนักเรียนชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 3 ห้องหนึ่ง  พบว่ามีผู้ปกครองของนักเรียนประกอบอาชีพ 
ดังนี้

อาชีพ จำ�นวน (คน)

วิศวกร 3

พยาบาล 2

นักธุรกิจ 10

ตำ�รวจ ทหาร  3

ค้าขาย 12

พนักงานบริษัท 5

	 จากข้อมูลข้างต้น จงตอบคำ�ถามต่อไปนี	้ (5 คะแนน)
		  1)	 หากสุ่มถามนักเรียน 1 คน จากห้องเรียนนี้ ถึงอาชีพผู้ปกครอง มีโอกาสที่จะสุ่มได้นักเรียนที่ผู้ปกครองประกอบ

อาชีพเป็นพยาบาลหรือไม่
			   ตอบ	 มีโอกาสเป็นไปได้
		  2)	 หากสุ่มถามนักเรียน 1 คน จากห้องเรียนนี้ ถึงอาชีพผู้ปกครอง มีโอกาสที่จะสุ่มได้นักเรียนที่ผู้ปกครองประกอบ

อาชีพค้าขายหรือไม่
			   ตอบ	 มีโอกาสเป็นไปได้
		  3)	 หากสุ่มถามนักเรียน 1 คน จากห้องเรียนนี้ ถึงอาชีพผู้ปกครอง มีโอกาสท่ีจะสุ่มได้นักเรียนที่ผู้ปกครอง 

ประกอบอาชีพนักบินหรือไม่	
			   ตอบ	 ไม่มีโอกาสเป็นไปได้
		  4)	 หากสุ่มถามนักเรียน 1 คน จากห้องเรียนน้ี ถึงอาชีพผู้ปกครอง  ผู้ปกครองของนักเรียนคนนี้น่าจะประกอบ 

อาชีพใดมากที่สุด
			   ตอบ	 ค้าขาย
		  5)	 หากสุม่ถามนกัเรยีน 1 คน จากหอ้งเรยีนนี ้ถงึอาชีพผู้ปกครอง  ผู้ปกครองของนกัเรยีนคนนีน้า่จะประกอบอาชีพ

วิศวกรหรือพนักงานบริษัทมากกว่ากัน
			   ตอบ	 พนักงานบริษัท
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ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 1	 นักเรียนสามารถบอกได้ว่า เหตุการณ์ที่กำ�หนดให้มีโอกาสเกิดขึ้นมากหรือน้อย
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 5 คะแนน  ข้อละ 1 คะแนน  
				    ✤	 ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน

2.	 ตูห้ยอดเหรยีญของเล่นตู้หนึง่มขีองเล่นอยู ่2 ชนดิ  ถา้นานะเหน็หุน่ยนตจ์ิว๋และลกูแก้วในตูร้วมกนั 25 ชิน้  โดยเปน็หุน่ยนต์
จิ๋วอยู่อย่างน้อย 13 ตัว  หากนานะหยอดเหรียญเพื่อกดให้ได้ของเล่นในตู้นี้  นานะคาดว่าตนเองจะมีโอกาสกดได้หุ่นยนต์
จิ๋วหรือลูกแก้วมากกว่ากัน  เพราะเหตุใด	 (2 คะแนน)

		  มีโอกาสกดได้หุ่นยนต์จิ๋วมากกว่าลูกแก้ว  เพราะนานะสังเกตเห็นว่ามีจำ�นวนหุ่นยนต์จิ๋วมากกว่าจำ�นวนลูกแก้ว

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 1	 นักเรียนสามารถบอกได้ว่า เหตุการณ์ที่กำ�หนดให้มีโอกาสเกิดขึ้นมากหรือน้อย
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 2 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
				    ✤	 คำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 แสดงเหตุผลได้อย่างสมเหตุสมผล	 ได้  1  คะแนน

3.	 โหลแก้วใบหนึ่งใส่ลูกอมจำ�นวน 3 เม็ด ประกอบด้วยลูกอมรสนม 2 เม็ด และลูกอมรสกาแฟ 1 เม็ด หากนักเรียนสุ่มหยิบ
ลูกอมในโหลแก้วนี้ ครั้งละ 1 เม็ด  2 ครั้ง จงตอบคำ�ถามต่อไปนี	้ (6 คะแนน)

		  1)	 ในการหยิบลูกอมครั้งแรก  นักเรียนคิดว่าจะได้ลูกอมรสใดมากที่สุด  เพราะเหตุใด
				    ลูกอมรสนม  เพราะในโหลมีลูกอมรสนมมากกว่าลูกอมรสกาแฟ
		  2)	 ถ้านักเรียนสุ่มหยิบลูกอมคร้ังแรกได้ลูกอมรสกาแฟ นักเรียนคิดว่าในคร้ังท่ีสองจะสุ่มหยิบได้ลูกอมรสใด เพราะเหตุใด
			   	 ลูกอมรสนม  เพราะในโหลจะเหลือเพียงลูกอมรสนมเท่านั้น
		  3)	 ถ้านักเรียนสุ่มหยิบลูกอมครั้งแรกได้ลูกอมรสนม นักเรียนคิดว่าในครั้งที่สองจะได้ลูกอมรสใด  เพราะเหตุใด
	 		  	 มีโอกาสหยิบได้ลูกอมรสนมหรือรสกาแฟเท่า ๆ กัน  เพราะในโหลเหลือลูกอมรสนม
				    และลูกอมรสกาแฟอย่างละ 1 เม็ด

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 1	 นักเรียนสามารถบอกได้ว่าเหตุการณ์ที่กำ�หนดให้มีโอกาสเกิดขึ้นมากหรือน้อย
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 6 คะแนน  ข้อละ 2 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
				    ✤	 คำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 แสดงเหตุผลได้อย่างสมเหตุสมผล	 ได้  1  คะแนน
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4.	 ถ้าทอดลูกเต๋า 1 ลูก จำ�นวน 1 ครั้ง  จงตอบคำ�ถามต่อไปนี	้ (10 คะแนน)
		  1)	 มีโอกาสที่ลูกเต๋าจะหงายขึ้นแต้ม 1 หรือไม่  เพราะเหตุใด
	 		  	 มีโอกาส เพราะลูกเต๋ามีหน้าที่เป็นแต้ม 1
		  2)	 มีโอกาสที่ลูกเต๋าจะหงายขึ้นแต้ม 1 หรือ 2 หรือไม่  เพราะเหตุใด
	 		  	 มีโอกาส เพราะลูกเต๋ามีหน้าที่เป็นแต้ม 1 และแต้ม 2
		  3)	 มีโอกาสที่ลูกเต๋าจะหงายขึ้นแต้ม 5 หรือไม่  เพราะเหตุใด
	 		  	 มีโอกาสเกิดขึ้นได้ เพราะลูกเต๋ามีหน้าเป็น 5 
		  4)	 มีโอกาสที่ลูกเต๋าจะหงายขึ้นแต้ม 7 หรือไม่  เพราะเหตุใด
	 		  	 ไม่มีโอกาส เพราะบนหน้าของลูกเต๋าไม่มีแต้ม 7
		  5)	 มีโอกาสที่ลูกเต๋าจะหงายขึ้นแต้ม 3 และ 4  พร้อมกันหรือไม่  เพราะเหตุใด
	 		  	 ไม่มีโอกาส เพราะในการทอดลูกเต๋าหนึ่งครั้ง ผลลัพธ์ที่เกิดขึ้นจะเป็นเพียงแต้มใดแต้มหนึ่ง
				    บนหน้าของลูกเต๋าเท่านั้น

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 1	 นักเรียนสามารถบอกได้ว่าเหตุการณ์ที่กำ�หนดให้มีโอกาสเกิดขึ้นมากหรือน้อย
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 10 คะแนน  ข้อละ 2 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
				    ✤	 คำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 แสดงเหตุผลได้อย่างสมเหตุสมผล	 ได้  1  คะแนน

5.	 ปริมได้รับขนมปังสอดไส้ 1 กล่อง โดยในกล่องนี้มีขนมปังสอดไส้ครีม 3 ชิ้น  ไส้ข้าวโพด 6 ชิ้น  และไส้ใบเตย 1 ช้ิน   
ซึ่งขนมปังทุกชิ้นบรรจุอยู่ในถุงที่เหมือนกัน  ถ้าปริมสุ่มหยิบขนมปังมารับประทานมา 1 ชิ้น จงหา	 (6 คะแนน)

		  แนวคิด	 กำ�หนดให้
			   ค1, ค2, ค3	 แทน	 ขนมปังสอดไส้ครีมช้ินท่ี 1, ช้ินท่ี 2, ช้ินท่ี 3  ตามลำ�ดับ
			   ข1, ข2, ข3, ..., ข6	 แทน	 ขนมปังสอดไส้ข้าวโพดชิ้นที่ 1, ชิ้นที่ 2, ชิ้นที่ 3, ... , ชิ้นที่ 6  ตามลำ�ดับ
			   บ	 แทน	 ขนมปังสอดไส้ใบเตย

		  1)	 ความน่าจะเป็นที่ปริมจะได้รับประทานขนมปังสอดไส้ครีม
				    เนื่องจาก  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม มี 10 แบบ
				    และเหตุการณ์ที่ปริมจะได้รับประทานขนมปังสอดไส้ครีม  มีผลลัพธ์ คือ ค1, ค2, ค3

				    จะได้  จำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 3
				    ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ เท่ากับ  —310
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		  2)	 ความน่าจะเป็นที่ปริมจะได้รับประทานขนมปังสอดไส้ใบเตยหรือไส้ครีม
				    เนื่องจาก  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม มี 10 แบบ
				    และเหตุการณ์ที่ปริมจะได้รับประทานขนมปังสอดไส้ใบเตยหรือไส้ครีมมีผลลัพธ์
				    คือ  บ, ค1, ค2, ค3

				    จะได้  จำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 4
				    ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ เท่ากับ  —410  หรือ  –25 

		  3)	 ความน่าจะเป็นที่ปริมจะไมไ่ด้รับประทานขนมปังสอดไส้ข้าวโพด
				    เนื่องจาก  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม มี 10 แบบ
				    และเหตุการณ์ที่ปริมจะไม่ได้รับประทานขนมปังสอดไส้ข้าวโพดนั้น มีผลลัพธ์เช่นเดียวกับ
				    เหตุการณ์ที่ปริมจะได้รับประทานขนมปังสอดไส้ใบเตยหรือไส้ครีม
				    จะได้  จำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 4
				    ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ เท่ากับ  —410  หรือ  –25 

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถหาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ที่กำ�หนดให้
		  ข้อ 3	 นักเรียนสามารถนำ�ความรู้เกี่ยวกับความน่าจะเป็นไปใช้ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 6 คะแนน  ข้อละ 2 คะแนน  โดยมีเกณฑ์การให้คะแนน ดังนี้
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิด และหาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
					     หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิด และหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน

6.	 สุ่มหยิบไพ่ 1 ใบ จากไพ่สำ�รับหนึ่ง จงหา	 (4 คะแนน)
		  1)	 ความน่าจะเป็นที่สุ่มหยิบได้ไพ่ที่มีหน้าไพ่เป็นข้าวหลามตัด
				    เนื่องจาก ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม มี 52 แบบ
				    และเหตุการณ์ที่สุ่มหยิบได้ไพ่ที่มีหน้าไพ่เป็นข้าวหลามตัด มีผลลัพธ์ คือ  2   3
				    4   5   6   7   8   9   10   J   Q   K   A
				    จะได้  จำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 13
				    ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ เท่ากับ  —13

52   หรือ  –14 
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		  2)	 ความน่าจะเป็นที่สุ่มหยิบได้ไพ่ที่มีหน้าไพ่เป็น 5  ในชุดโพดำ�
				    เนื่องจาก  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม มี 52 แบบ
				    และเหตุการณ์ที่สุ่มหยิบได้ไพ่ที่มีหน้าไพ่เป็น 5 ในชุดโพดำ� มีผลลัพธ์ คือ  5
				    จะได้  จำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 1
				    ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ เท่ากับ  —152

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถหาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ที่กำ�หนดให้
		  ข้อ 3	 นักเรียนสามารถนำ�ความรู้เกี่ยวกับความน่าจะเป็นไปใช้ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 4 คะแนน  ข้อละ 2 คะแนน  โดยมีเกณฑ์การให้คะแนน ดังนี้
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิด และหาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
					     หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิด และหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน

7.	 กิจกรรมสอยดาวของโรงเรียนแห่งหนึ่งมีการจัดทำ�สลากจำ�นวน 1,200 ใบ  โดยให้นักเรียนเลือกได้คนละ 1 ใบ   
เพื่อแลกรางวัล 1 ชิ้น รางวัลมีทั้งหมด 5 แบบ  แบ่งเป็น 

				    รางวัลที่ 1	 จำ�นวน 	 50	 ใบ
				    รางวัลที่ 2	 จำ�นวน 	 150	 ใบ
				    รางวัลที่ 3	 จำ�นวน 	 200	 ใบ
				    รางวัลที่ 4	 จำ�นวน 	 300	 ใบ
				    รางวัลที่ 5	 จำ�นวน 	 500	 ใบ
 	 ถ้านักเรียนมาเล่นกิจกรรมสอยดาวเป็นคนแรก  จงหา	 (8 คะแนน)
		  1)	 ความน่าจะเป็นที่จะได้รางวัลที่ 1
				    เนื่องจาก  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม  มี 1,200 แบบ
				    จะได้  จำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ที่จะได้รางวัลที่ 1  เป็น 50

				    ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ	 50    หรือ  	1
					     1,200	 24 
		  2)	 ความน่าจะเป็นที่จะได้รางวัลที่ 2  หรือ  4
				    เนื่องจาก  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม มี 1,200 แบบ
				    จะได้  จำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ที่จะได้รางวัลที่ 2  หรือ 4  เป็น 450

				    ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ	     450   หรือ  –38 
					     1,200
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		  3)	 ความน่าจะเป็นที่จะได้รางวัลที่ 3  และ  5
				    เนื่องจาก  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม มี 1,200 แบบ
				    และจากการที่สุ่มจับสลาก 1 ใบ จะได้รับรางวัลเพียงรางวัลเดียวเท่านั้น
				    จึงไม่มีเหตุการณ์ที่จะได้ทั้งรางวัลที่ 3  และ  5
				    จะได้  จำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 0

				    ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ	 0     หรือ  0
					     1,200
		  4)	 ความน่าจะเป็นที่จะไม่ได้รางวัลที่ 1
				    เนื่องจาก  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม มี 1,200 แบบ
				    และจากการที่สุ่มจับสลาก 1 ใบ  จะได้รับรางวัลเพียงรางวัลใดรางวัลหนึ่งเท่านั้น	
				    ซึ่งถ้าไม่ได้รับรางวัลที่ 1  ก็จะต้องได้รับรางวัลอื่น ๆ อย่างแน่นอน
				    จะได้  จำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น  1,200 – 50  =  1,150

				    ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  1,150   หรือ  23
					     1,200	 24 

8.	 ปรีติบรรจุเพลงของศิลปิน 2 วง วงละ 5 เพลง ที่ไม่ซ้ำ�กันลงในแฟลชไดร์ฟตัวหนึ่ง  ในงานเลี้ยงวันปีใหม่ ปรีติต้องการเปิด
เพลงจากแฟลชไดรฟ์ตวันีผ้า่นซอฟตแ์วรเ์ลน่เพลงซอฟตแ์วร์หนึง่ ทีส่ามารถระบไุด้ว่าจะเลน่เพลงแบบสุม่ (ระบบจะสุม่เพลง 
1 เพลง จากเพลงทัง้หมด ทกุครัง้ทีจ่ะเลน่เพลงต่อไป) หรอืเลน่เพลงแบบวนซ้ำ� (ระบบจะเลน่เพลงตามลำ�ดบัต้ังแตเ่พลงแรก
จนถึงเพลงสุดท้าย แล้ววนกลับมาเล่นเพลงแรกอีกครั้งหนึ่ง)  จงหา 	 (8 คะแนน)

		  แนวคิด	 กำ�หนดให้
			   A1, A2, A3, A4  และ  A5	แทน	 เพลงของศิลปินวงที่ 1  ลำ�ดับที่ 1, 2, 3, 4  และ  5  ตามลำ�ดับ

			  B1, B2, B3, B4  และ  B5	 แทน	 เพลงของศิลปินวงที่ 2  ลำ�ดับที่ 1, 2, 3, 4  และ  5  ตามลำ�ดับ

		  1)	 ความน่าจะเป็นที่พลเข้ามาในงานขณะที่เพลงของศิลปินวงที่ 1  กำ�ลังเล่นอยู่  เมื่อปรีติเปิดเล่นเพลงแบบวนซ้ำ�
				    เนื่องจาก  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม มี 10 แบบ
				    และจากการที่พลเข้ามาในงานเลี้ยงเมื่อใดก็ได้  
				    ดังนั้น  จะมีเพลงของศิลปินวงใดวงหนึ่งเท่านั้นที่กำ�ลังเล่นอยู่ในขณะนั้น 
				    ซึ่งในแฟลชไดร์ฟมีเพลงของศิลปินวงที่ 1  อยู่ 5 เพลง 
				    จะได้  จำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น  5

				    ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —510   หรือ  –12
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		  2)	 ความน่าจะเป็นที่นิกรเข้ามาในงาน แล้วได้ฟังเพลงของศิลปินทั้งสองวง เป็น 2 เพลงแรก  เมื่อปรีติเปิดเล่นเพลง
แบบวนซ้ำ�

				    เนื่องจาก  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม มี 10 แบบ  คือ  (A1, A2) ,	  (A2, A3) ,
				    (A3, A4) ,  (A4, A5) ,  (A5, B1) ,  (B1, B2) ,  (B2, B3) ,  (B3, B4) ,  (B4, B5) ,  (B5, A1)
				    จะได้  จำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น  2
				    ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —210  หรือ  –15

	 แนวคิดในการแจกแจงผลลัพธ์  สำ�หรับข้อ 3)–4)

เพลงที่ 2

เพลงที่ 1
A

1
A

2
A
3

A
4

A
5

B
1

B
2

B
3

B
4

B
5

A
1

(A1, A1) (A1, A2) (A1, A3) (A1, A4) (A1, A5) (A1, B1) (A1, B2) (A1, B3) (A1, B4) (A1, B5)

A
2

(A2, A1) (A2, A2) (A2, A3) (A2, A4) (A2, A5) (A2, B1) (A2, B2) (A2, B3) (A2, B4) (A2, B5)

A
3

(A3, A1) (A3, A2) (A3, A3) (A3, A4) (A3, A5) (A3, B1) (A3, B2) (A3, B3) (A3, B4) (A3, B5)

A
4

(A4, A1) (A4, A2) (A4, A3) (A4, A4) (A4, A5) (A4, B1) (A4, B2) (A4, B3) (A4, B4) (A4, B5)

A
5

(A5, A1) (A5, A2) (A5, A3) (A5, A4) (A5, A5) (A5, B1) (A5, B2) (A5, B3) (A5, B4) (A5, B5)

B
1

(B1, A1) (B1, A2) (B1, A3) (B1, A4) (B1, A5) (B1, B1) (B1, B2) (B1, B3) (B1, B4) (B1, B5)

B
2

(B2, A1) (B2, A2) (B2, A3) (B2, A4) (B2, A5) (B2, B1) (B2, B2) (B2, B3) (B2, B4) (B2, B5)

B
3

(B3, A1) (B3, A2) (B3, A3) (B3, A4) (B3, A5) (B3, B1) (B3, B2) (B3, B3) (B3, B4) (B3, B5)

B
4

(B4, A1) (B4, A2) (B4, A3) (B4, A4) (B4, A5) (B4, B1) (B4, B2) (B4, B3) (B4, B4) (B4, B5)

B
5

(B5, A1) (B5, A2) (B5, A3) (B5, A4) (B5, A5) (B5, B1) (B5, B2) (B5, B3) (B5, B4) (B5, B5)

		  3)	 ความน่าจะเป็นที่ 2 เพลงแรก จะเป็นเพลงจากศิลปินต่างวงกัน  เมื่อปรีติเปิดเล่นเพลงแบบสุ่ม
				    เนื่องจาก  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม มี 100 แบบ  
				    จะได้  จำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น 50

				    ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —50
100  หรือ  –12
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		  4)	 ความน่าจะเป็นที่ 2 เพลงแรก จะเป็นเพลงจากศิลปินวงที่ 2 เพลงที่ 4  อยู่อย่างน้อย 1 เพลง  เมื่อปรีติเปิดเล่น
เพลงแบบสุ่ม

				    เนื่องจาก  ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นจากการทดลองสุ่ม มี 100 แบบ
				    จะได้  จำ�นวนผลลัพธ์ของเหตุการณ์ เป็น  19

				    ดังนั้น  ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์  เท่ากับ  —19
100

สำ�หรับข้อ  7–8
ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถหาความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ที่กำ�หนดให้
		  ข้อ 3	 นักเรียนสามารถนำ�ความรู้เกี่ยวกับความน่าจะเป็นไปใช้ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 8 คะแนน  ข้อย่อยละ 2 คะแนน  โดยมีเกณฑ์การให้คะแนน ดังนี้
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิด และหาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง
					     หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่หาคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิด และหาคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน
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5 อัตราส่วนตรีโกณมิติ

ในบทอัตราส่วนตรีโกณมิตินี้ ประกอบด้วยหัวข้อย่อย ดังต่อไปนี้

5.1	 ความหมายของอัตราส่วนตรีโกณมิติ	 3	 ชั่วโมง
5.2	 อัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมแหลม	 3	 ชั่วโมง
5.3	 การนำ�อัตราส่วนตรีโกณมิติไปใช้
		  ในการแก้ปัญหา	 4	 ชั่วโมง

บทที่

	 	 สาระและมาตรฐานการเรียนรู้

		  สาระที่ 2 		 การวัดและเรขาคณิต
		  มาตรฐาน ค 2.2	 เข้าใจและวิเคราะห์รูปเรขาคณิต สมบัติของรูปเรขาคณิต ความสัมพันธ์ระหว่างรูปเรขาคณิต  
						      และทฤษฎีบททางเรขาคณิต และนำ�ไปใช้

	 	 ตัวชี้วัด

		  เข้าใจและใช้ความรู้เกี่ยวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติในการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์และปัญหาในชีวิตจริง

	 	 จุดประสงค์ของบทเรียน

		  นักเรียนสามารถ
			   1.	 เข้าใจความหมายและหาค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมแหลมขนาดต่าง ๆ
			   2.	 นำ�ความรู้เกี่ยวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติไปใช้ในการแก้ปัญหา

	 	 ความเชื่อมโยงระหว่างตัวชี้วัดกับจุดประสงค์ของบทเรียน

		  เน่ืองจากตัวช้ีวัดกล่าวถึงความเขา้ใจและการใชค้วามรูเ้กีย่วกบัอตัราสว่นตรโีกณมติใินการแกป้ญัหาคณติศาสตรแ์ละปญัหา
ในชีวิตจริง  ดังนั้น เพื่อให้การเรียนรู้ของนักเรียนในเรื่องอัตราส่วนตรีโกณมิติสอดคล้องกับตัวชี้วัด  ครูควรจัดประสบการณ์ให้
นักเรียนสามารถ
			   1.	 เข้าใจเกี่ยวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติ ซึ่งสะท้อนได้จากการท่ีนักเรียนสามารถบอกความหมายและหาค่าของไซน์ 

โคไซน์ และแทนเจนต์ ของมุมแหลมจากรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก  หาค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุม 30 องศา 
60 องศา และ 45 องศา รวมถึงหาค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมแหลมขนาดต่าง ๆ จากตารางแสดงค่าของ
อัตราส่วนตรีโกณมิติ
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			   2.	 ใช้ความรู้เกี่ยวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติในการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์และปัญหาในชีวิตจริง ซึ่งสะท้อนได้จากการที่
นักเรียนสามารถแปลงปัญหาในชีวิตจริงให้เป็นแบบจำ�ลองทางเรขาคณิต แล้วใช้ความรู้เรื่องอัตราส่วนตรีโกณมิติ
มาช่วยในการแก้ปัญหาดังกล่าว

	 	 ความคิดรวบยอดของบทเรียน

		  อัตราส่วนตรีโกณมิติ เป็นอัตราส่วนของความยาวของด้านของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากที่สัมพันธ์กับขนาดของมุม  ซึ่งเมื่อ
ทราบขนาดของมุมและความยาวของด้านใดด้านหนึ่งของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากแล้ว จะสามารถนำ�ไปใช้ในการหาความยาวของ
ด้านอื่น ๆ  ของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากนั้นได้ เราสามารถแก้ปัญหาหรือสถานการณ์ต่าง ๆ  ในชีวิตจริง โดยเฉพาะปัญหาที่เกี่ยวข้อง
กับระยะทางหรือความสูง โดยแปลงปัญหาให้เป็นแบบจำ�ลองทางเรขาคณิต แล้วใช้ความรู้เรื่องอัตราส่วนตรีโกณมิติมาช่วยใน 
การแก้ปัญหา

	 	 ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์

ทักษะและ
กระบวนการทาง
คณิตศาสตร์

หัวข้อ

5.1 
ความหมายของ
อัตราส่วน
ตรีโกณมิติ

5.2
อัตราส่วน
ตรีโกณมิติ

ของมุมแหลม

5.3
การนำ�อัตราส่วน

ตรีโกณมิติ
ไปใช้ใน

การแก้ปัญหา

กิจกรรม
ท้ายบท/
แบบฝึกหัด
ท้ายบท

การแก้ปัญหา ✤ ✤ ✤

การสื่อสารและ 
การสื่อความหมายทาง
คณิตศาสตร์

✤ ✤

การเชื่อมโยง ✤ ✤ ✤

การให้เหตุผล ✤ ✤

การคิดสร้างสรรค์
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ความรูพื้นฐาน

ความรู
ในบทเรียน

ความรูในอนาคต
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	 	 ความเชื่อมโยงของความรู้

✤	 รูปสามเหล่ียมท่ีคล้ายกัน เพ่ือใช้ในการพิสูจน์ว่า สำ�หรับรูปสามเหล่ียมมุมฉากใด ๆ 
อัตราส่วนตรีโกณมิติเดียวกันของมุมที่มีขนาดเท่ากัน จะมีค่าเท่ากัน

✤	 อตัราสว่นทีเ่ทา่กนั เพือ่เปน็พืน้ฐานในการเปรยีบเทยีบคา่อตัราสว่นตรโีกณมติขิอง
รูปสามเหลี่ยมมุมฉากที่คล้ายกัน

✤	 ทฤษฎีบทพีทาโกรัส เพื่อใช้ในการหาค่าอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุม 30°, 45°  
และ 60°

✤	 จำ�นวนอตรรกยะ เช่น การหาค่าประมาณของ  √2 ,  √3  เพื่อเป็นพื้นฐาน 
ในการคำ�นวณหาคำ�ตอบจากค่าอัตราส่วนตรีโกณมิติ

✤	 ความหมายของไซน์ (sine) โคไซน์ (cosine) และแทนเจนต์ (tangent) ของ 
มุมแหลมของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 

		  ในรูปสามเหล่ียมมุมฉาก ABC ท่ีมีมุม  C  เป็นมุมฉาก  และมีมุม A เป็นมุมแหลม

			   sin A	 =	
  ความยาวของด้านตรงข้ามมุม A  

						      ความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก 

			   cos A	 =	
   ความยาวของด้านประชิดมุม A   

						      ความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก 

			   tan A	 =	
 ความยาวของด้านตรงข้ามมุม A 

						       ความยาวของด้านประชิดมุม A 

✤	 อัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมแหลม คือ ค่าของ sin A, cos A และ tan A  
เมื่อ 0°  <  A  <  90°   

		  ◆	 สำ�หรับกรณีที่ A มีค่าเท่ากับ 30°, 45° หรือ 60° ค่าของอัตราส่วน
ตรโีกณมติสิามารถหาได้จากการพจิารณารปูสามเหลีย่มโดยใชท้ฤษฎบีท
พีทาโกรัส และสมบัติบางประการของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่าและ 
รูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว 

		  ◆	 สำ�หรับกรณีที่ A  เป็นมุมแหลมอ่ืน ๆ  ค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติ 
อาจหาได้จากตารางแสดงค่าอัตราส่วนตรีโกณมิติ 

✤	 การนำ�อัตราส่วนตรีโกณมิติไปใช้ในการแก้ปัญหา จะต้องแปลงปัญหาในชีวิตจริง
ให้เป็นแบบจำ�ลองทางเรขาคณิต จากน้ัน จึงเลือกใช้อัตราส่วนตรีโกณมิติท่ีเหมาะสม 
ในการแก้ปัญหา

	 อัตราส่วนตรีโกณมิติเป็นพื้นฐานสำ�คัญในการเรียนรู้เร่ืองฟังก์ชันตรีโกณมิติ   
เวกเตอรใ์นปรภิมูสิามมติ ิการเขยีนจำ�นวนเชงิซอ้นในรปูเชงิขัว้   การคำ�นวณหาขนาด
ของแรงย่อยในวิชาฟิสิกส์
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ทบทวนความรู้เรื่องรูปสามเหลี่ยมที่คล้ายกัน ทฤษฎีบทพีทาโกรัส และจำ�นวนอตรรกยะ

แนะนำ�ความหมายของไซน์ โคไซน์ แทนเจนต์  
และทำ�กิจกรรมเพื่อสรุปเกี่ยวกับสมบัติของอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมที่มีขนาดเท่ากัน  

พร้อมกับฝึกหาค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมแหลมจากรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก

อภิปรายและให้เหตุผลเพื่อหาค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมที่มีขนาด 30°, 60° และ 45°  
จากรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า และรูปสามเหลี่ยมมุมฉากหน้าจั่ว 

แนะนำ�วิธีการหาค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมแหลมขนาดอื่น ๆ จากตาราง  
และอภิปรายเกี่ยวกับค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติ เมื่อขนาดของมุมเพิ่มขึ้นหรือลดลง

สนทนาเกี่ยวกับการใช้อัตราส่วนตรีโกณมิติในการแก้ปัญหาและสถานการณ์ต่าง ๆ ในชีวิตจริง
จากนั้นทำ�กิจกรรมเพื่อให้เข้าใจถึงวิธีการนำ�อัตราส่วนตรีโกณมิติไปใช้ในการแก้ปัญหาในชีวิตจริง 

และฝึกใช้ความรู้เกี่ยวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติในการแก้ปัญหาจากสถานการณ์ต่าง ๆ

สรุปบทเรียนเรื่อง อัตราส่วนตรีโกณมิต ิ
และฝึกแก้ปัญหาโดยทำ�กิจกรรมท้ายบทและแบบฝึกหัดท้ายบท

l	 	 ลำ�ดับการจัดกิจกรรมการเรียนรู้ของบทเรียน
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5.1 ความหมายของอัตราส่วนตรีโกณมิติ (3 ชั่วโมง)

	 	 จุดประสงค์

		  นักเรียนสามารถ
			   1.	 บอกความหมายของไซน์  โคไซน์  และแทนเจนต์  ของมุมแหลมจากรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก
			   2.	 หาค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมแหลมจากรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก

	 	 ความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน 

		  -
	
	 	 สื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  1.	 อุปกรณ์ของกิจกรรม : สืบเสาะสมบัติพิเศษ
		  2.	 ซอฟต์แวร์ The Geometer’s Sketchpad (GSP)

	 	 ข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  ในหัวข้อนี้ เป็นเร่ืองเกี่ยวกับอัตราส่วนระหว่างความยาวของด้านของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ซึ่งประกอบด้วยไซน์ (sine)   
โคไซน์ (cosine)  และแทนเจนต์ (tangent) ครูควรให้นักเรียนทำ�กิจกรรมเพื่อสำ�รวจ สังเกต สร้างข้อความคาดการณ์  ซึ่งนำ�ไป
สู่ข้อสรุปเกี่ยวกับสมบัติของอัตราส่วนตรีโกณมิติ  แนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู้อาจทำ�ได้ดังนี้
			   1.	 ครูสนทนากับนักเรียนเกี่ยวกับคำ�ว่า “ตรีโกณมิติ” และยกตัวอย่างสถานการณ์ที่ใช้ความรู้ทางตรีโกณมิติเป็น 

เครื่องมือในการแก้ปัญหา เพื่อให้นักเรียนเห็นประโยชน์ของตรีโกณมิติ 
			   2.	 ครแูนะนำ�ใหน้กัเรยีนรู้จกัอตัราส่วนตรโีกณมติทิัง้หกแบบ ซึง่ในบทเรยีนน้ี นกัเรยีนจะไดเ้รยีนรูเ้พยีงสามแบบ ไดแ้ก ่

ไซน์   โคไซน์  และแทนเจนต์  ท้ังน้ี ในการหาค่าอัตราส่วนตรีโกณมิติแบบต่าง ๆ  ครูควรเน้นให้นักเรียนระบุให้ชัดเจน
ว่ากำ�ลังกล่าวถึงอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมใด จากนั้น ให้นักเรียนทำ� “กิจกรรม : สืบเสาะสมบัติพิเศษ”  
ในหนังสือเรียน หน้า 209–210  โดยให้นักเรียนได้ลงมือปฏิบัติเพื่อสำ�รวจและสร้างข้อความคาดการณ์เกี่ยวกับ
อตัราสว่นของความยาวของดา้นของรปูสามเหลีย่มมมุฉากทัง้สามแบบ ซึง่จะนำ�ไปสูข่อ้สรปุวา่ สำ�หรับรปูสามเหล่ียม
มุมฉากใด ๆ  อัตราส่วนตรีโกณมิติเดียวกันของมุมที่มีขนาดเท่ากันจะมีค่าเท่ากัน 

3.6
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						      ทั้งน้ี จากการทำ�กิจกรรม หากพบว่าค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติเดียวกันของมุมที่มีขนาดเท่ากัน มีค่า 
ไม่เท่ากัน ครูควรใช้การอภิปรายเพ่ือช้ีให้เห็นว่า ความคลาดเคล่ือนท่ีเกิดข้ึน อาจมาจากการสร้างและการวัดความยาว
ของด้านของรูปสามเหลี่ยม 

			    			   ในการทำ� “กิจกรรม : สืบเสาะสมบัติพิเศษ” ข้างต้นนี้  ครูอาจให้นักเรียนสร้างและสำ�รวจรูปสามเหลี่ยม
มมุฉากในลกัษณะอืน่ ๆ  เพิม่เตมิ โดยใชซ้อฟตแ์วร ์The Geometerʼs Sketchpad (GSP)  เพือ่สำ�รวจรปูสามเหล่ียม
มุมฉากที่หลากหลาย  และยืนยันข้อความคาดการณ์ที่สร้างให้มีความน่าเชื่อถือมากขึ้น

			   3.	 ครูทบทวนเรื่องรูปสามเหลี่ยมท่ีคล้ายกัน เพื่อใช้ในการอภิปรายร่วมกับนักเรียนเก่ียวกับการพิสูจน์ว่า “สำ�หรับ 
รูปสามเหลี่ยมมุมฉากใด ๆ อัตราส่วนตรีโกณมิติเดียวกันของมุมที่มีขนาดเท่ากัน จะมีค่าเท่ากัน” 
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กิจกรรม : สืบเสาะสมบัติพิเศษ

		  กจิกรรมนี ้มุ่งใหนั้กเรียนได้ลงมอืปฏบัิติเพ่ือสำ�รวจและสรา้งขอ้ความคาดการณเ์กีย่วกบัความสมัพนัธข์องคา่ของอตัราสว่น
ตรีโกณมิติจากรูปสามเหล่ียมมุมฉากท่ีคล้ายกัน เพื่อนำ�ไปสู่ข้อสรุปเกี่ยวกับสมบัติของอัตราส่วนตรีโกณมิติ  โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ 
และขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์

		  1.	 ไม้บรรทัด
		  2.	 โพรแทรกเตอร์
		  3.	 เครื่องคิดเลข

	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 ครูแบ่งนักเรียนออกเป็น 3 กลุ่ม  แล้วให้นักเรียนแต่ละกลุ่มร่วมกันทำ� “กิจกรรม : สืบเสาะสมบัติพิเศษ” ใน 
หนังสือเรียน หน้า 209–210

		  2.	 ครใูหนั้กเรยีนแตล่ะกลุม่สงัเกต  เปรยีบเทยีบ  และอภปิรายเกีย่วกบัคา่ของอัตราสว่นตรโีกณมติใินรปูทศนยิมท่ีได้จาก
ตาราง  

		  3.	 ครูและนักเรียนร่วมกันสรุปข้อสังเกตที่ได้จากกิจกรรม

เฉลยกิจกรรม : สืบเสาะสมบัติพิเศษ

		  3.	 ค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติที่ได้จากนักเรียนแต่ละคนในกลุ่มอาจแตกต่างกัน แต่ควรมีค่าใกล้เคียงกัน 
		  4.	 ข้อความคาดการณ์เก่ียวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุม A  ที่ได้คือ  “อัตราส่วนตรีโกณมิติเดียวกันของมุม A มีค่า 

เท่ากัน” 
		  5.	 ข้อความคาดการณ์ดังกล่าวยังคงเหมือนเดิม คือ  “อัตราส่วนตรีโกณมิติเดียวกันของมุม A มีค่าเท่ากัน” 
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เฉลยชวนคิด

	 	 	 	 	 ชวนคิด 5.1 

					     มุมหรืออัตราส่วนตรีโกณมิติ ในแต่ละข้อ มีความสัมพันธ์กันดังนี้   
						      1.	 ผลบวกของขนาดของมุม A และ มุม B เท่ากับ 90 องศา 
							       หรือ มุม A เป็นมุมประกอบมุมฉากของมุม B 
							       หรือ มุม B เป็นมุมประกอบมุมฉากของมุม A
						      2.	 sin A	 =	 cos B 
						      3.	 cos A	 =	 sin B   

						      4.	 tan A	 =	     1   
									         tan B

						      5.	 tan A	 =	 sin A
									         cos A  

	 	 	 	 	 ชวนคิด 5.2

					     กำ�หนดให้  Â = 10° ,  B̂  = 20° ,  Ĉ  = 30° , D ˆ = 40° , E ˆ = 50° , F ˆ =  60° , G ˆ = 70°  และ H ˆ = 80°

					     1.	 จากรูป จะได้ว่า  tan 10°  =  —IJAI ,  tan 20°  =  —IJBI ,  tan 30°  =  —IJCI , ... , tan 80°  =  —IJHI  

						      เนื่องจาก	 AI  >  BI  >  CI  >  …  >  HI

						      จะได้ว่า	 —IJAI  <  —IJBI  <  —IJCI  <  …  <  —IJHI 

						      ดังนั้น	 tan 10°  <  tan 20°  <  tan 30°  <  ...  <  tan 80°

						      นั่นคือ	 สามารถเรียงลําดับค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติจากน้อยไปมากตามลำ�ดับได้ดังนี้
							       tan 1° ,  tan 2° ,  tan 3° , … , tan 88° ,  tan 89°  

J

IHGFEDCBA

https://ipst.me/11444
https://ipst.me/11409
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					     2.	 จากรูป จะได้ว่า  sin 10°  =  —IJAJ ,  sin 20°  =  —IJBJ ,  sin 30°  =  —IJCJ , ... ,  sin 80°  =  —IJHJ  

						      เนื่องจาก	 AJ  >  BJ  >  CJ  >  …  >  HJ

						      จะได้ว่า	 —IJAJ  <  —IJBJ  <  —IJCJ  <  …  <  —IJHJ 

						      ดังนั้น	 sin 10°  <  sin 20°  <  sin 30°  <  ...  <  sin 80°

						      นั่นคือ	 สามารถเรียงลําดับค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติจากน้อยไปมากตามลำ�ดับได้ดังนี้
							       sin 1°, sin 2°,  sin 3°, … , sin 88°,  sin 89°  

					     3.	 เนื่องจาก  ถ้า  A + B  =  90°  แล้ว  sin A  =  cos B 
						      จะได้ว่า  sin 10°  =  cos 80° ,  sin 20°  =  cos 70° ,  sin 30°  =  cos 60° , … ,  sin 80°  =  cos 10°

						      เนื่องจาก	 sin 10°  <  sin 20°  <  sin 30°  <  ...  <  sin 80°

						      จะได้ว่า	 cos 80°  <  cos 70°  <  cos 60°  <  ...  <  cos 10°

						      นั่นคือ	 สามารถเรียงลําดับค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติจากน้อยไปมากตามลำ�ดับได้ดังนี้
							       cos 89° ,  cos 88° ,  cos 87° , … ,  cos 2° ,  cos 1°

เฉลยแบบฝึกหัด

	 แบบฝึกหัด 5.1

	 1.			   sin X	 =	 —3.6
4.5    =    –45     หรือ  0.8  

	  			   cos X	 =	 —2.7
4.5    =    –35     หรือ  0.6  

	  			   tan X	 =	 —3.6
2.7    =    –43 

	  			   sin Z	 =	 —2.7
4.5    =    –35 

	  			   cos Z	 =	 —3.6
4.5    =    –45 

				    tan Z	 =	 —2.7
3.6    =    –34 

Y

3.6

2.7

4.5

Z

X
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	 2.			   sin SP̂Q	 =	 —7.2
12	 =	 –35

				    cos SR̂Q	 =	 —5.4
9	 =	 –35

 	  			   tan SQ̂R	 =	 —5.4
7.2	 =	 –34

 	  			   sin RP̂Q	 =	 —915	 =	 –35

 	  			   cos PQ̂S	 =	 —7.2
12	 =	 –35

 	  			   tan PR̂Q	 =	 —12
9	 =	 –43

	 3.	 1)	 DĈA	 2)	 AB̂D	 3)	 CÂD 
 		  4)	 CÂD	 5)	 DÂB	 6)	 DÂB 

	 4.			   แนวคิด	 จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได้	 PR2	 =	 8.12 + 10.82

				     			   =	 182.25    
						      PR	 =	 13.5   หน่วย

	  				    ดังนั้น   sin P – tan R  =  —8.1
13.5  –  —10.8

8.1   =  - —11
15   

	 5.	 แนวคิด	 จากโจทย์ อาจเขียนภาพประกอบการแก้ปัญหาได้ดังนี้
				    จากภาพ      จะได้	 tan A	 =	 —10

AB      

 				    เนื่องจาก	 tan A	 =	 2  

				    ดังนั้น	 2	 =	 —10
AB

				    จะได้	 AB	 =	 5     หน่วย
				    จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส  จะได้  AC2  =  52 + 102  =  125
    					    AC   =  5√5

				    ดังนั้น   sin A  =     10     =     2     =  2√5
					     5√5	 √5	 5

P

Q R

S
7.2

9

5.4

9.6

12

R

8.1

10.8
Q

P

10

C

BA
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	 6.	 แนวคิด	 จากโจทย์ อาจเขียนภาพประกอบการแก้ปัญหาได้ดังนี้
				    จากภาพ       จะได้	 cos P	 =	 —5RP      

 				    เนื่องจาก	 cos P	 =	 √2
							       2

				    ดังนั้น	 √2	 =	 —5RP 					     2

				    จะได้  RP  =  —10
√2 

  =  10√2  =  5√2    หน่วย
					     2
				    จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได้	 QR2	 =	 (5√2)2 – 52  =  25
    					    QR	 =	 5

				    ดังนั้น  tan R  =  –55  =  1

	 7.	 แนวคิด 1	 เนื่องจาก DJKL เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วที่มีมุม JLK เป็นมุมฉาก
				    จะได้  KL  =  LJ  =  16  หน่วย  และ  JK̂L  =  KĴL  =  45°  	
 				    พิจารณารูปสามเหลี่ยมมุมฉาก JKL 
				    จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได้	 JK2	 =	 162 + 162    =    512
  					     JK	 =	 16√2   หน่วย
	  			   จากสมบัติของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว JKL จะได้

		    	  		  MK	 =	 —JK2   =  16√2   =  8√2   หน่วย								        2
				    เนื่องจากรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก MKL  มี  MK̂L = 45°   จะได้ว่า  KL̂M  =  45° 
				    ดังนั้น รูปสามเหลี่ยมมุมฉาก MKL เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว
				    นั่นคือ    LM  =  MK  =  8√2   หน่วย

	  			   ดังนั้น  sin MK̂L  =  8√2     =  √2 					     16	 2

		  แนวคิด 2	 เนื่องจาก DJKL เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วที่มีมุม JLK เป็นมุมฉาก
				    จะได้   LK  =  LJ  =  16  หน่วย  และ  JK̂L  =  KĴL  =  45°  
 				    พิจารณารูปสามเหลี่ยมมุมฉาก LMK
 				    จะได้   MK̂L  =  ML̂K  =  45°  และ  LM  =  MK
 				    จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได้  	 LK2	 =	 LM2 + MK2	
 					     162	 =	 LM2 + LM2  
 					     256	 =	 2LM2

					     LM2	 =	 128
 					     LM	 =	 8√2    หน่วย

5

R

QP

1616

L

MJ K
45°

45°

45°

1616

L

MJ K

45°

45°45°
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				    ดังนั้น   sin MK̂L   =	 8√2   =   √2
						      16	 2 

		  แนวคิด 3 	 เนื่องจาก DJKL เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วที่มี  JL̂K  เป็นมุมฉาก 
 				    จะได้  KL  =  LJ  =  16 หน่วย
 				    พิจารณารูปสามเหลี่ยมมุมฉาก JKL 
	  			   จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได้  	JK2	 =	 162  + 162  = 512	
  					     JK	 =	 16√2  หน่วย
				    หากให้  LJ  เป็นฐานของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก JKL  จะได้  KL  เป็นส่วนสูง 

				    ดังนั้น  พื้นที่ของ DJKL   =   –12(16)(16)   ตารางหน่วย

				    แต่ถ้าให้  JK  เป็นฐานของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก JKL  จะได้  LM  เป็นส่วนสูง

				    ดังนั้น	 พื้นที่ของ DJKL	 =	 –12(16√2)(LM)   ตารางหน่วย

					     –12(16)(16)	 =	 –12(16√2)(LM)

					     LM	 =	  16      หน่วย
							       √2

					      16 

				    ดังนั้น  sin MK̂L  =  √2   =  —16
√2

 × —1
16

  =  —1
√2

  =  —√2
					     16	 2 

	 8. 	 แนวคิด	 เนื่องจาก DACD  มีพื้นที่ 60 ตารางหน่วย
 				    จะได้	 60	 =	 –12 × AC × 12 

				    ดังนั้น	 AC	 =	 10

				    นั่นคือ	 tan CD̂A	 =	 —AC
CD    =    —10

12    =    –56 

				    เนื่องจากจุด B  เป็นจุดกึ่งกลางของ  AC	
 				    จะได้	 BC	 =	 5 
 				    พิจารณา DBCD  
 				    จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะได้	 DB2	 =	 52 + 122   =   169
	  				    DB	 =	 13  หน่วย

 	   			   ดังนั้น  cos DB̂C  =  —BC
DB  =  —513 

16 16

L

M KJ

D

12

CBA
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5.2 อัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมแหลม (3 ชั่วโมง)

	 	 จุดประสงค์

		  นักเรียนสามารถ
			   1.	 บอกค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุม 30° ,  45°  และ  60°

			   2.	 หาค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมแหลมขนาดต่าง ๆ จากตาราง
			   3.	 นำ�ความรู้เกี่ยวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติไปใช้ในการแก้ปัญหาคณิตศาสตร์

	 	 ความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน

		  -

	 	 สื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  1.	 ใบกิจกรรมเสนอแนะ 5.2 ก : หาทางออก
		  2.	 ใบกิจกรรมเสนอแนะ 5.2 ข : ขนาดของมุม

	 	 ข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  ในหัวข้อนี้  เป็นเร่ืองอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมแหลม ซึ่งนักเรียนจะได้ศึกษาเกี่ยวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุม 
ทีม่ขีนาด 30° ,  45°  และ  60°  และอัตราสว่นตรีโกณมิตขิองมุมแหลมขนาดตา่ง ๆ  จากตาราง   ตลอดจนการแก้ปญัหาคณติศาสตร ์
โดยใช้อัตราส่วนตรีโกณมิติ  แนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู้อาจทำ�ได้ดังนี	้
			   1.	 ครูทบทวนเก่ียวกับสมบัติของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า รูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว และทฤษฎีบทพีทาโกรัส จากนั้น 

ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายเกี่ยวกับการหาค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมที่มีขนาด 30 องศา และ  
60 องศา จากรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า และการหาค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมที่มีขนาด 45 องศา  
จากรูปสามเหลี่ยมมุมฉากหน้าจั่ว  ในหนังสือเรียน หน้า 218–219  โดยมีแนวทางในการให้เหตุผลแต่ละข้อ ดังนี้
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มุมที่มีขนาด 30° และ 60°

จากรูป กำ�หนดให้ DABC เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่าที่มี AB  =  2 หน่วย
และ D เป็นจุดกึ่งกลางของ AC

ข้อที่ ข้อความ เหตุผล

1 AD	 =	 1	 หน่วย จุด D เป็นจุดกึ่งกลางของ AC   และ AC = AB = 2 หน่วย

2 BD	 =	 √3	 หน่วย ทฤษฎีบทพีทาโกรัส

3 AB̂D	 =	 30°   
สมบัติของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว ที่ว่า “เส้นที่ลากจากมุมยอดของ 
รูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วมาตั้งฉากกับฐาน จะแบ่งครึ่งมุมยอดของ 
รูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว”

4 sin 30°	 =	 –12 sin 30°	 =	 ความยาวของด้านตรงข้ามมุม 30°
				    ความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก 

5 cos 30°	 =	 √3
				    2 cos 30°	 =	  ความยาวของด้านประชิดมุม 30°

				    ความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก 

6 tan 30°	 =	 1   
				    √3

tan 30°	 =	 ความยาวของด้านตรงข้ามมุม 30°
				    ความยาวของด้านประชิดมุม 30° 

7 Â	 =	 60° มุมภายในแต่ละมุมของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่ามีขนาดเท่ากับ 60°

8 sin 60°	 =	 √3
				    2 sin 60°	 =	 ความยาวของด้านตรงข้ามมุม 60°

				     ความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก 

9 cos 60°	 =	 –12 cos 60°	 =	 ความยาวของด้านประชิดมุม 60°
				    ความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก 

10 tan 60°	 =	 √3 tan 60°	 =	 ความยาวของด้านตรงข้ามมุม 60°
				     ความยาวของด้านประชิดมุม 60° 

2

D

B

A C
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บทที่ 5 | อัตราส่วนตรีโกณมิติคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

มุมที่มีขนาด 45°

จากรูป กำ�หนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากหน้าจั่วที่มี AB = 1  หน่วย

ข้อที่ ข้อความ เหตุผล

1 BC	 =	 1	 หน่วย
ด้านประกอบมุมยอดของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่วยาวเท่ากัน 
และ AB = 1  หน่วย

2 AC	 =	 √2	 หน่วย ทฤษฎีบทพีทาโกรัส

3 Â	 =	 45°  มมุท่ีฐานของรปูสามเหลีย่มหนา้จัว่มขีนาดเทา่กนั  และ  Â + Ĉ   =  90°

4 sin 45°	 =	 1
				    √2

sin 45°	 =	 ความยาวของด้านตรงข้ามมุม 45°
				    ความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก 

5 cos 45°	 =	 1
				    √2

cos 45°	 =	 ความยาวของด้านประชิดมุม 45°
				    ความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉาก 

6 tan 45°	 =	 1 tan 45°	 =	 ความยาวของด้านตรงข้ามมุม 45°
				    ความยาวของด้านประชิดมุม 45° 

			   2.	 ครูอาจใช้ “กิจกรรมเสนอแนะ 5.2 ก : หาทางออก” ในคู่มือครู หน้า 320–322 เพื่อฝึกการบอกค่าของอัตราส่วน
ตรีโกณมิติของมุม 30° ,  45°  และ  60° 

			   3.	 ครแูนะนำ�การหาคา่ของอตัราสว่นตรีโกณมติขิองมมุแหลมขนาดอืน่ ๆ  โดยใชต้ารางแสดงคา่ของอตัราสว่นตรโีกณมติ ิ
จากตารางในหนังสือเรียน หน้า 226–227   ครูอาจให้นักเรียนสังเกตค่าของไซน์และโคไซน์ของมุมที่มีขนาดอยู่
ระหว่าง  0°  และ  90°  จากตาราง ซึ่งจะเห็นว่า ค่าของไซน์และโคไซน์มีค่าอยู่ระหว่าง 0 และ 1  และเมื่อขนาด
ของมุมเพิ่มมากขึ้น ค่าของไซน์และแทนเจนต์จะมีค่าเพิ่มมากขึ้นด้วย  แต่ในทางกลับกัน เมื่อขนาดของมุม  
เพิ่มมากขึ้น ค่าของโคไซน์จะมีค่าลดลง

			   4.	 ครูอาจใช้  “กิจกรรมเสนอแนะ 5.2 ข : ขนาดของมุม”  ในคู่มือครู หน้า 323–325 เพื่อฝึกทักษะการประมาณค่า
ขนาดของมุมแหลมขนาดอื่น ๆ ของรูปสามเหลี่ยมมุมฉากโดยใช้ตารางแสดงค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติ 
ของมุมแหลม 
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กิจกรรมเสนอแนะ 5.2 ก : หาทางออก

		  กิจกรรมน้ี เป็นกิจกรรมที่เน้นให้นักเรียนได้ฝึกความคล่องในการบอกค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุม 30° ,  45°  
และ  60°   โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ และขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี	้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์

		  ใบกิจกรรมเสนอแนะ 5.2 ก : หาทางออก

	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 ครูให้นักเรียนแต่ละคนทำ�ใบกิจกรรมเสนอแนะ 5.2 ก : หาทางออก 
		  2.	 ครูให้นักเรียนช่วยกันเฉลยคำ�ตอบ 
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ใบกิจกรรมเสนอแนะ 5.2 ก : หาทางออก

บทที่ 5 | อัตราส่วนตรีโกณมิติคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

		  สายฟ้าต้องการหาเส้นทางเพื่อไปที่สวนสนุก โดยสายฟ้าจะต้องเลือกเส้นทางที่เป็น 
คำ�ตอบของกระเบื้องปริศนาที่ตนเองยืนอยู่ เพื่อนำ�ไปสู่กระเบ้ืองปริศนาถัดไป ให้นักเรียน 
ช่วยสายฟ้าหาทางออกไปยังสวนสนุก

	
เริ่มต้น

	 sin 30°	 –12	 cos 45°	 √2	 tan 30°	 —1
√3

	 (cos 45°)2

	 —√3	 —1	 —1	 —√3	 √3	 –34	 –12	 2	 √2	 √2	 2

	 cos 60°	 –12	 (tan 30°)2	 √3	 4 sin 45°	 2√2	 tan 60°
							       tan 30°

	 —√3	 –13
	 —1	 3	 4√2	 –13

	 3	 2		  √3

	 2 sin 30°	 2	 (tan 60°)2	 √3	 sin 30°	 —1	 sin 30°
					     cos 30°	 √3	 sin 60°

	 1	 3	 –12	 –12	 —√3	 —√3	 √3					     2	 3

	 3 tan 45°	 3√2	 cos 30°	 —√3	 sin 30°	 –12				    2	 tan 45°
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บทที่ 5 | อัตราส่วนตรีโกณมิติ คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

เฉลยใบกิจกรรมเสนอแนะ 5.2 ก : หาทางออก 

	
เริ่มต้น

	 sin 30°	 –12	 cos 45°	 √2	 tan 30°	 —1
√3

	 (cos 45°)2

	 —√3	 —1	 —1	 —√3	 √3	 –34	 –12	 2	 √2	 √2	 2

	 cos 60°	 –12	 (tan 30°)2	 √3	 4 sin 45°	 2√2	 tan 60°
							       tan 30°

	 —√3	 –13
	 —1	 3	 4√2	 –13

	 3	 2		  √3

	 2 sin 30°	 2	 (tan 60°)2	 √3	 sin 30°	 —1	 sin 30°
					     cos 30°	 √3	 sin 60°

	 1	 3	 –12	 –12	 —√3	 —√3	 √3					     2	 3

	 3 tan 45°	 3√2	 cos 30°	 —√3	 sin 30°	 –12				    2	 tan 45°
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กิจกรรมเสนอแนะ 5.2 ข : ขนาดของมุม

		  กิจกรรมน้ี  เป็นกิจกรรมท่ีเน้นให้นักเรียนฝึกทักษะการประมาณค่าขนาดของมุมแหลมจากรูปสามเหล่ียมมุมฉากท่ีกำ�หนดให้  
โดยใช้ค่าของไซน์  โคไซน์ และแทนเจนต์ จากตารางแสดงค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมแหลม  โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ และ 
ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี	้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์

		  1.	 ใบกิจกรรมเสนอแนะ 5.2 ข : ขนาดของมุม
		  2.	 ตารางแสดงค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติ  ในหนังสือเรียน หน้า 226–227 

	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 ครูให้นักเรียนแต่ละคนทำ�ใบกิจกรรมเสนอแนะ 5.2 ข : ขนาดของมุม
		  2.	 ครูสุ่มนักเรียนออกมาเฉลยคำ�ตอบ พร้อมทั้งอธิบายวิธีคิดและการได้มาซึ่งคำ�ตอบ 
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ใบกิจกรรมเสนอแนะ 5.2 ข : ขนาดของมุม

บทที่ 5 | อัตราส่วนตรีโกณมิติ คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

		  จากรูปสามเหลี่ยมมุมฉากที่กำ�หนดให้ต่อไปนี้  จงหาค่าประมาณของขนาดของมุม A  (ตอบเป็นจำ�นวน 
เต็มหน่วย)

1.				    แนวคิด 

				    ตอบ  

2.				    แนวคิด 

				    ตอบ

3.				    แนวคิด 

				    ตอบ 

4.				    แนวคิด 

				    ตอบ 

5.				    แนวคิด 

				    ตอบ 

A

18
9

A

5
20

A

15

14

A

12
5

A
6

20
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บทที่ 5 | อัตราส่วนตรีโกณมิติคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

เฉลยใบกิจกรรมเสนอแนะ 5.2 ข :  ขนาดของมุม

		  จากรูปสามเหลี่ยมมุมฉากที่กำ�หนดให้ต่อไปนี้  จงหาค่าประมาณของขนาดของมุม A  (ตอบเป็นจำ�นวน 
เต็มหน่วย)

1.				    แนวคิด	 เนื่องจาก	 sin A	 =	 —918   =   0.5 

					     จากตาราง	 sin 30°	 =	 0.5

					     ดังนั้น	 Â	 =	 30° 

				    ตอบ	 30° 

2.				    แนวคิด	 เนื่องจาก	 cos A	 =	 —520   =   0.25

					     จากตาราง	 cos 76°	 ≈	 0.242

					     ดังนั้น	 Â	 ≈	 76°

				    ตอบ	 76°

3.				    แนวคิด	 เนื่องจาก	 cos A	 =	 —14
15   =   0.933

					     จากตาราง	 cos 21°	 ≈	 0.934

					     ดังนั้น	 Â	 ≈	 21°

				    ตอบ	 21°

4.				    แนวคิด	 เนื่องจาก	 tan A	 =	 —512   =   0.417

					     จากตาราง	 tan 23°	 ≈	 0.425

					     ดังนั้น	 Â	 ≈	 23°

				    ตอบ	 23°

5.				    แนวคิด	 เนื่องจาก	 sin A	 =	 —620   =   0.3

					     จากตาราง	 sin 17°	 ≈	 0.292

					     ดังนั้น	 Â	 ≈	 17°

				    ตอบ	 17°

A

18
9

A

5
20

A

15

14

A

12
5

A
6

20
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ipst.me/11446
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เฉลยชวนคิด

	 	 	 	 	 ชวนคิด 5.3

					     นักเรียนสามารถหาพื้นที่ของรูปสามเหลี่ยม ABC  โดยพิจารณาว่า AC  หรือ  CB เป็นฐานของ 
รูปสามเหลี่ยมได้ ดังนี้

							       ✤	 การหาพื้นที่ของ DABC โดยพิจารณาว่า  AC  เป็นฐานของรูปสามเหลี่ยม 
								        แนวคิด	 ถ้าให้ AC เป็นฐานของ DABC  ส่วนสูงของรูปสามเหล่ียมสามารถสร้างได้จากการลาก  BE 

ตั้งฉากกับ  AC  ให้จุดตั้งฉากคือ จุด E จากนั้น จึงใช้อัตราส่วนตรีโกณมิติเพื่อหา BE

									         พิจารณา  DAEB       จะได้	 sin 39°	 =	 —BE
15

										          BE	 =	 15 sin 39°

											           ≈	 15 × 0.629
											           ≈	 9.435   

									         ดังนั้น   พื้นที่ของรูปสามเหลี่ยม ABC	 =	 –12 × AC × BE  

											           ≈	 –12 × 16.6 × 9.435

											           ≈	 78.311 
									         นั่นคือ  พื้นที่ของรูปสามเหลี่ยม ABC  ประมาณ  78.311   ตารางหน่วย

							       ✤	 การหาพ้ืนท่ีของ DABC โดยพิจารณาว่า  BC เป็นฐานของรูปสามเหล่ียม 
      							       แนวคิด	 ถ้าให้ BC เป็นฐานของ DABC  ต้องทราบความยาวของฐานและความสูง ซึ่งส่วนสูงของ

รูปสามเหลี่ยมสามารถสร้างได้จากการลาก  AF  ตั้งฉากกับ BC  ให้จุดตั้งฉากคือ จุด F  
จากน้ันจึงหาขนาดของ AB̂C  หรือ  AĈB   แล้วจึงใช้อัตราส่วนตรีโกณมิติของ AB̂C  หรือ 
AĈB  เพ่ือหา AF 

A B

C

E

15
39°
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 	 รูปท่ี 1	 รูปท่ี 2

							       สำ�หรับความยาวของฐาน หรือ BC จำ�เป็นต้องอาศัยรูปจากกรณีที่ใช้  AC  เป็นฐาน เพื่อหา AE, EC 
 							       และ BC ตามลำ�ดับ ดังนี้
 							       จากรูปที่ 1	 พิจารณา  DAEB       จะได	้ cos 39°	 =	 —AE

15
									         AE	 =	 15 cos 39°

										          ≈	 15 × 0.777
										          ≈	 11.655 
									         เนื่องจาก	 EC	 =	 AC – AE  
											           ≈	 16.6 – 11.655 
											           ≈	 4.945
									         พิจารณา  DBEC  โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัส
									         จะได้	 BC2	 =	 BE2 + EC2

											           ≈	 9.4352 + 4.9452

											           ≈	 113.472  
									         ดังนั้น	 BC	 ≈	 10.652   

									         เนื่องจาก	 cos BĈE	 =	 —EC
BC   =     4.945     ≈   0.464													             10.652

 									         และ	 cos 62°	 ≈	 0.470
									         ดังนั้น	 BĈE	 ≈	 62°   และ  AB̂C   ≈   79° 
 	  						      จากรูปที่ 2	 เนื่องจาก    AB̂F   =   AB̂C   =   79°

									         พิจารณา  DAFB       จะได้	 sin 79°	 =	 —AF
15

										          AF	 =	 15 sin 79°

											           ≈	 15 × 0.982
											           ≈	 14.73   

16.6

15
15

F

C

E

C

A B
BA

39°39°
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									         ดังนั้น	 พื้นที่ของรูปสามเหลี่ยม ABC	 =	 –12 × BC × AF  

											           ≈	 –12 × 10.652 × 14.73 

											           ≈	 78.452   
									         นั่นคือ  พื้นที่ของรูปสามเหลี่ยม ABC  ประมาณ  78.452   ตารางหน่วย

	 	 	 	 	 ชวนคิด 5.4

							       แนวคิด	 พจิารณาการหาพืน้ท่ีของรปูห้าเหลีย่มดา้นเทา่มุมเท่า สิบเหลีย่มดา้นเท่ามุมเทา่ และย่ีสบิเหล่ียม
ด้านเท่ามุมเท่า ดังรูปที่ 1–3 ต่อไปนี้ เพื่อหาสูตรที่ใช้ในการหาพื้นที่ของรูป n เหลี่ยมด้านเท่า
มุมเท่า

							       รูป 1	 เป็นรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่แนบในวงกลมที่มีรัศมี 1 หน่วย 
 

									         พิจารณา DABC  ในรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่า

									         จะได้	 BÂC	 =	 360   =   72°
												            5
									         ดังนั้น	 BÂD	 =	 36°

									         จะได้	 BD	 =	 sin 36°  และ  AD   =   cos 36°

									         และ	 BC	 =	 2BD   =   2 sin 36°

									         ดังนั้น	 พื้นที่ของรูปสามเหลี่ยม ABC	 =	 –12 × BC × AD

											           =	 –12 × 2 sin 36° × cos 36°  

											           =	 (sin 36°)(cos 36°)
									         จะได้  พื้นที่ของรูปห้าเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่แนบในวงกลมที่มีรัศมี 1 หน่วย   
 											           =	 5(sin 36°)(cos 36°) 
 											           ≈	 5 × 0.588 × 0.809  
											           ≈	 2.37846  ตารางหน่วย
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D

C
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							       รูป 2	 เป็นรูปสิบเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่แนบในวงกลมที่มีรัศมี 1 หน่วย 

									         พิจารณา DABC  ในรูปสิบเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่า

 									         จะได้	 BÂC	 =	 360   =   36°  
												            10
									         ดังนั้น	 BÂD	 =	 18°

									         จะได้	 BD	 =	 sin 18°  และ  AD   =   cos 18°

									         และ	 BC	 =	 2BD   =   2 sin 18°

									         ดังนั้น 	 พื้นที่ของรูปสามเหลี่ยม ABC	 =	 –12 ×  BC × AD

											           =	 –12 × 2 sin 18° × cos 18°  

											           =	 (sin 18°)(cos 18°)
									         จะได้  พื้นที่ของรูปสิบเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่แนบในวงกลมที่มีรัศมี 1 หน่วย  
 				     							       =	 10(sin 18°)(cos 18°)   
											           ≈	 2.93859 ตารางหน่วย

							       รูป 3	 เป็นรูปยี่สิบเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่แนบในวงกลมที่มีรัศมี 1 หน่วย 

36°
B

D

C

A

A B
D
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									         พิจารณา DABC  ในรูปยี่สิบเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่า

 									         จะได้	 BÂC	 =	 360    =   18°  
												            20
									         ดังนั้น	 BÂD	 =	 9°

									         จะได้	 BD	 =	 sin 9°  และ  AD   =   cos 9°

									         และ	 BC	 =	 2BD   =   2 sin 9°

									         ดังนั้น	 พื้นที่ของรูปสามเหลี่ยม ABC	 =	 –12 × BC × AD

											           =	 –12 × 2 sin 9° × cos 9°  =  (sin 9°)(cos 9°)

									         จะได้  พื้นที่ของรูปยี่สิบเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่แนบในวงกลมที่มีรัศมี 1 หน่วย  
											           =	 20(sin 9°)(cos 9°) 
											           ≈	 3.08256        ตารางหน่วย

							       จากการพิจารณาแบบรูปที่ใช้ในการหาพื้นที่ใน รูป 1 ถึงรูป 3 ข้างต้น จะได้ว่าสูตรในการหาพื้นที่ของ

					     รูป n เหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่แนบในวงกลมที่มีรัศมี 1 หน่วย  เท่ากับ   n × sin(180)° × cos(180)°										          n	 n

							       ดังนั้น พื้นที่ของรูปหนึ่งหมื่นเหลี่ยมด้านเท่ามุมเท่าที่แนบในวงกลมที่มีรัศมี 1 หน่วย 
										          =	 10,000  ×  sin 0.018°  ×  cos 0.018°

										          ≈	 3.141592447

							       เม่ือเปรียบเทียบพ้ืนท่ีของรูปหน่ึงหม่ืนเหล่ียมด้านเท่ามุมเท่าท่ีแนบในวงกลมท่ีมีรัศมี 1 หน่วย กับค่า 
ของ π  ซ่ึงค่าประมาณของ π  ถึงทศนิยมตําแหน่งท่ี 8  คือ  3.14159265 จะพบว่าพ้ืนท่ีของรูปหน่ึงหม่ืนเหล่ียม
ด้านเท่ามุมเท่าที่แนบในวงกลมที่มีรัศมี 1 หน่วย มีค่าเข้าใกล้ค่าของ π  โดยถูกต้องถึงทศนิยมตำ�แหน่งที่ 6

เฉลยแบบฝึกหัด

	 แบบฝึกหัด  5.2 ก

	 1.	 1)	 sin 30° – cos 60°	 =	 –12 – –12   =   0 

		  2)	 sin 60° + cos 30°	 =	 √3 + √3   =   √3
					        2   	    2   

		  3)	 tan 45° – (sin 60°)2  =  1 – (√3)2

  =  1 –  –34  =  –14				       2  
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		  4)	 √3 cos 30° + √2 cos 45° + √2 sin 45°	=	 √3 (√3) + √2 (√2) + √2 (√2)					        2   	    2   	    2   

				    =	 –32 + –22 + –22 

				    =	 –72       

		  5)		  1	 – (tan 30°)2	 =	     1      –  (   1   )2

			   (cos 30°)2			  (√3)2
	 √3

						         2  

 					     =	 –1 – –13						      –34

					     =	 –43 – –13     

					     =	 1    

				    –12	 2
√2

		  6)	 (tan 60°)2 + cos 60°
 + sin 45°

	 =	 (√3)2 + 
√3

 + 
√2				    √3	 √2

				    =	 3 +      1      + –12 
					     2√3

				    =	 3 + (     1      × √3 ) + –12 
					     2√3	 √3

				    =	 3 + √3  +  –12 
					        6   

				    =	 21 + √3
					            6         

	 2.	 1)	 แนวคิด	 จากรูป จะได้	 sin 45°	 =	 –5x 

					        1   	 =	 –5x 
					     √2
				    ดังนั้น	 x	 =	 5√2  หน่วย

				    จากรูป จะได้	 tan 45°	 =	 –5y 

					     1	 =	 –5y 

				    ดังนั้น	 y	 =	 5  หน่วย
			   หมายเหต ุนักเรียนอาจหาค่า y  โดยใช้สมบัติของรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว

x

y
45°

5
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		  2)	 แนวคิด	 จากรูป จะได้	 cos 60°	 =	      x    
							       13√2

					     –12	 =	      x    
							       13√2

				    ดังนั้น	 x	 =	 13√2     หน่วย
							            2    

				    จากรูป จะได้	 sin 60°	 =	      y    
							       13√2

					     √3	 =	      y    
					        2  		  13√2

				    ดังนั้น	 y	 =	 13√6     หน่วย
							            2    

	 3.	 แนวคิด	 เนื่องจาก  DACO เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว 
 				    และ  DÂO  =  30°  จะได้  DĈO  =  30°      

	  			   พิจารณา DDCO   จะได้	cos 30°	 =	 —CD
OC 

 					     √3	 =	 CD
					        2  		  2 
 				    ดังนั้น	 CD	 =	 √3    หน่วย

	 4.	 แนวคิด	 พิจารณารูปสามเหลี่ยมมุมฉาก CBD 

 				    จะได้	 tan 30°	 =	 —CD
24  

 					     √3	 =	 —CD
24 

					        3   
			    	 ดังนั้น	 CD	 =	 8√3    หน่วย
				    เนื่องจาก  DACD   มีพื้นที่  32√39  ตารางหน่วย

				    ดังนั้น	 32√39	 =	 –12 × AD × 8√3

					     AD	 =	 8√13    หน่วย
				    พิจารณารูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ACD
				    โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัส   จะได้	 AC2	 =	 AD2 + CD2

 						      =	 (8√13)2 + (8√3)2
						      =	 1,024
 				    ดังนั้น   AC  =  32    หน่วย

x
y 60°

13  2

A 30° B

C

D

O

2
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	 5.	 แนวคิด	 พิจารณา DABD   จะได้	 sin 60°	 =	 —BD
AD  

					     √3	 =	 —BD
4 

					        2   
				    ดังนั้น	 BD	 =	 2√3    หน่วย

				    พิจารณา DBEC   เนื่องจาก ∆BEC เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากหน้าจั่ว  ดังนั้น  BĈE  =  45°

				    จะได้	 sin 45°	 =	 —BE
CE 

					     √2	 =	    BE   
					        2   		  4√2
				    ดังนั้น	 BE	 =	 4    หน่วย 
				    นั่นคือ   DE  =  BE – BD  =  4 – 2√3    หน่วย 

	 6.	 แนวคิด	 ลาก AD  ตั้งฉากกับ OB  ที่จุด D   จะได้  AD̂O  =  90° 
				    พิจารณารูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ADO 

				    จะได้	 sin 30°	 =	 —AD
AO 

					     –12	 =	 —AD
10 

					     AD	 =	 5   หน่วย

				    ดังนั้น  พื้นที่ของรูปสามเหลี่ยม	 ABO	 =	 –12 × BO × AD

						      =	 –12 × 10 × 5	

						      =	 25  ตารางหน่วย
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		  		  ต่อ BC  และ HG  ออกไปทั้งสองข้าง 
				    จากจุด J และจุด E  ลากเส้นไปตั้งฉากกับ �BC  ที่จุด A  และจุด D  ตามลำ�ดับ 
				    และให้  �JA , �ED  ตัดกับ �HG  ที่จุด I และจุด F  ตามลำ�ดับ ดังรูป
				    จะได้   Î   =  F̂  =  90°  ด้วย
				    เนื่องจากกำ�หนดมุมภายในแต่ละมุมของรูปหกเหลี่ยมมีขนาดเท่ากับ 120°

				    ดังนั้น มุมที่ระบายด้วยสีเขียวมีขนาดเท่ากับ 60°  และมุมที่ระบายด้วยสีชมพูมีขนาดเท่ากับ 30°

				    พิจารณารูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ABJ

				    เนื่องจาก	 sin 30°	 =	 —AB
BJ 

				    จะได้	 –12	 =	 —AB
0.6     

				    ดังนั้น	 AB	 =	 0.3

				    เนื่องจาก	 sin 60°	 =	 —AJ
BJ 

				    จะได้	 √3	 =	 —AJ
0.6					        2   

				    ดังนั้น	 AJ	 =	 0.3√3

				    เนื่องจาก	 พื้นที่รูปสามเหลี่ยม ABJ	 =	 –12 × AB × AJ

				    จะได้	 พื้นที่รูปสามเหลี่ยม ABJ	 =	 –12 × 0.3 × 0.3√3

						      =	 0.09√3
							             2       

						      =	 9√3     ตารางเมตร
							       200

0.6 ม.

0.4 ม.
0.2 ม.

0.8 ม.

A B C D

FGHI

J
E

1.6 ม.

	 7.	 แนวคิด
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		   		  เนื่องจากโจทย์กำ�หนดความยาวของด้านตรงข้ามมุมฉากของ ∆CDE ,  ∆EFG ,  ∆HIJ 
				    ในทำ�นองเดียวกันกับการหาพื้นที่ ∆ABJ  

				    จะได้  CD = 0.4 ,   DE = 0.4√3

				    และ  พื้นที่ ∆CDE  =  –12 × 0.4 × 0.4√3  =  2√3    ตารางเมตร
							          25   
				    EF  =  0.1√3 ,   FG  =  0.1 

				    และ  พื้นที่ ∆EFG  =  –12 × 0.1 × 0.1√3  =  √3     ตารางเมตร
							       200
				    HI  =  0.2 ,   IJ  =  0.2√3

				    และ  พื้นที่ ∆HIJ  =  –12 × 0.2 × 0.2√3  =  √3    ตารางเมตร
							        50 
				    เนื่องจาก	 พื้นที่รูปหกเหลี่ยม BCEGHJ  
					     =  พื้นที่ ADFI – พื้นที่ DABJ – พื้นที่ DCDE – พื้นที่ DEFG – พื้นที่ DHIJ
				    ต่อไปจึงหา พื้นที่ ADFI  
				    AI  =  AJ + JI  =  0.3√3 + 0.2√3  =  0.5√3
				    IF  =  IH + HG + GF  =  0.2 + 1.6 + 0.1  =  1.9

				    และพื้นที่ ADFI  =  (0.5√3)(1.9)  =  19√3    ตารางเมตร
							            20    

				    ดังนั้น	 พื้นที่รูปหกเหลี่ยม BCEGHJ	 =	 19√3 – (9√3  +  2√3 +        

√3   + √3 ) 							            20     	  200 	    25   	 200	  50 

					     =	 4√3
						           5    
					     ≈	 1.39   ตารางเมตร
				    ดังนั้น  บ่อเลี้ยงปลาส่วนที่จะใส่น้ำ�ให้ลึก 1 เมตร  มีความจุประมาณ  1.39 × 1  =  1.39  ลูกบาศก์เมตร      
				    นั่นคือ  พราวีควรจะสั่งซื้อน้ำ�ทะเลมาประมาณ 1.39 ลูกบาศก์เมตร

	 แบบฝึกหัด 5.2 ข

	 1.	 1)	 แนวคิด	 จากรูป จะได้	 sin 70°	 =	 —QR
5   

					     QR	 =	 5 sin 70°  
				    จากตาราง	 sin 70°	 ≈	 0.940
				    ดังนั้น	 QR	 ≈	 4.7           หน่วย

				    จากรูปจะได้	 cos 70°	 =	 —PQ
5

					     PQ	 =	 5 cos 70°  

P 5

Q

70°
R
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				    จากตาราง	 cos 70°	 ≈	 0.342
				    ดังนั้น	 PQ	 ≈	 1.71         หน่วย

		  2)	 แนวคิด	 จากรูป จะได้	 sin 52°	 =	 19.7
							       PR   

					     PR	 =	     19.7    
							       sin 52° 
				    จากตาราง	 sin 52°	 ≈	 0.788
				    ดังนั้น	 PR	 ≈	 25            หน่วย

				    จากรูปจะได้	 tan 52°	 =	 19.7
						      QR

					     QR	 =	     19.7    
							       tan 52°

				    จากตาราง	 tan 52°	 ≈	 1.280
				    ดังนั้น	 QR	 ≈	 15.39        หน่วย

	 2.	 แนวคิด	 จากรูป สร้างส่วนสูง PM บนฐาน GN ของรูปสี่เหลี่ยมขนมเปียกปูน PONG 
			   พิจารณา รูปสามเหลี่ยม PMG     

			   จะได้	 sin 67°	 =	 —PM
6 

				    PM	 =	 6 sin 67°  
			   จากตาราง	 sin 67°	 ≈	 0.921
			   ดังนั้น	 PM	 ≈	 5.526  หน่วย
			   นั่นคือ  รูปสี่เหลี่ยมขนมเปียกปูน PONG  มีพื้นที่
				    ประมาณ  6 × 5.526  =  33.156   ตารางหน่วย 

	 3.	 แนวคิด	 จากโจทย์ อาจเขียนภาพได้ดังนี้
			   จากรูปจะได้	 sin 27°	 =	 —10

AB    

				    AB	 =	        10       
						      sin 27°

			   จากตาราง	 sin 27°	 ≈	 0.454
			   ดังนั้น	 AB	 ≈	 22.026   หน่วย

			   จากรูปจะได้	 tan 27°	 =	 —10
CA 

				    CA	 =	        10       
						      tan 27°

G

6

M

P

67°

O

N

C

B

A

10

27°

P

52°R

Q

19.7
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			   จากตาราง	 tan 27°	 ≈	 0.510
			   ดังนั้น	 CA	 ≈	 19.608   หน่วย
			   นั่นคือ  ∆ABC  มีความยาวรอบรูปประมาณ  10 + 22.026 + 19.608  =  51.634   หน่วย

	 4.	 แนวคิด	 ให้รูปสี่เหลี่ยมคางหมู PRST  มีส่วนสูงยาว h หน่วย ดังรูป
				    พิจารณา DQTS 
				    จะได้	 cos TŜQ	 =	 15.1   =   0.755						      20
			   จากตาราง	 cos 41°	 ≈	 0.755
			   ดังนั้น	 TŜQ	 ≈	 41°

			   พิจารณา DUSQ

			   จะได้	 sin 41°	 =	 h
						      15.1 
				    h	 =	 15.1 sin 41° 
			   จากตาราง	 sin 41°	 ≈	 0.656
			   ดังนั้น	 h	 ≈	 9.906 หน่วย
			   นั่นคือ  รูปสี่เหลี่ยมคางหมู PRST	 มีพื้นที่ประมาณ  –12 × (30 + 20) × 9.906  =  247.65  ตารางหน่วย

Q

h

P R

15.1

20

30

ST U
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5.3 การนำ�อัตราส่วนตรีโกณมิติไปใช้ในการแก้ปัญหา (4 ช่ัวโมง)

	 	 จุดประสงค์

		  นักเรียนสามารถนำ�ความรู้เกี่ยวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติไปใช้ในการแก้ปัญหาในชีวิตจริง

	 	 ความเข้าใจที่คลาดเคลื่อน

		  -

	 	 สื่อที่แนะนำ�ให้ใช้ในข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  อุปกรณ์ของกิจกรรม : สูงเท่าใดกันนะ

	 	 ข้อเสนอแนะในการจัดกิจกรรมการเรียนรู้

		  ในหัวข้อนี้ เป็นเรื่องการนำ�ความรู้เกี่ยวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติไปใช้ในการแก้ปัญหาต่าง ๆ  ที่นักเรียนอาจพบได้ในชีวิต
ประจำ�วันหรือในส่ิงแวดล้อมรอบตัว ทำ�ให้นักเรียนเห็นการใช้งานของอัตราส่วนตรีโกณมิติในชีวิตจริง ซึ่งเป็นการเรียนรู้อย่างมี
ความหมาย ครคูวรฝกึใหน้กัเรยีนสรา้งแบบจำ�ลองทางเรขาคณติแทนปญัหาหรือสถานการณท์ีจ่ะนำ�ไปสูก่ารใชอ้ตัราสว่นตรโีกณมิติ
ในการแก้ปัญหา ซ่ึงในกระบวนการดงักลา่ว นกัเรยีนจะไดพ้ฒันาความสามารถในการนกึภาพ และการใชตั้วแทนทางคณติศาสตร์
แทนปัญหา แนวทางการจัดกิจกรรมการเรียนรู้อาจทำ�ได้ดังนี้ 
			   1.	 ครแูละนักเรยีนรว่มกนัสนทนาเกีย่วกบัสถานการณ์ในชีวติจรงิท่ีเกีย่วขอ้งกบัการใช้ความรูเ้รือ่งอตัราสว่นตรโีกณมติิ

ในการแก้ปัญหา เช่น การหาความสูงของตึก การหาความกว้างของคลอง และตัวอย่างอื่น ๆ ที่นักเรียนสามารถ 
นึกภาพตามได้ เพื่อกระตุ้นความสนใจให้นักเรียนคิดหาวิธีการแก้ปัญหาโดยใช้ความรู้เรื่องอัตราส่วนตรีโกณมิติ  

						      จากนั้น ให้นักเรียนฝึกการนึกภาพเกี่ยวกับสถานการณ์ที่กำ�หนดให้ และวาดภาพจำ�ลอง เพื่อวิเคราะห์และ
ทำ�ความเข้าใจปัญหา ซึ่งจะช่วยให้นักเรียนเห็นแนวทางการแก้ปัญหาได้ง่ายขึ้น ทั้งนี้ เมื่อวาดภาพจำ�ลองแทน
สถานการณ์แล้ว ครูควรฝึกให้นักเรียนพิจารณาว่า จะต้องใช้อัตราส่วนตรีโกณมิติใดในการแก้ปัญหา  

			   2.	 ครูอธิบายเก่ียวกับมุมก้มและมุมเงย  โดยเน้นย้ำ�ให้นักเรียนเข้าใจเกี่ยวกับมุมท่ีเกิดจากการมองเมื่อเทียบกับ 
แนวเส้นระดับสายตา ซึ่งจะช่วยให้นักเรียนวาดภาพจำ�ลองแทนสถานการณ์ต่าง ๆ ได้อย่างถูกต้อง 

			   3.	 ครูให้นักเรียนทำ� “กิจกรรม : สูงเท่าใดกันนะ” ในหนังสือเรียน หน้า 234–235  เพื่อให้นักเรียนเข้าใจวิธีการนำ�
อัตราส่วนตรีโกณมิติไปใช้ในการแก้ปัญหาต่าง ๆ ที่มักพบในชีวิตจริง เช่น การหาความสูงของหลังคาของ 
อาคารเรียน หรือยอดเสาธง  หากพบว่าความสูงของตำ�แหน่งที่ต้องการจะวัดที่แต่ละกลุ่มหาได้แตกต่างกัน ครูควร
เปิดโอกาสให้นักเรียนแต่ละกลุ่มร่วมกันแก้ปัญหาเพื่อสรุปความสูงของตำ�แหน่งที่ต้องการจะวัด 
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กิจกรรม : สูงเท่าใดกันนะ

		  กจิกรรมนี ้เปน็กจิกรรมทีมุ่ง่ใหน้กัเรยีนเขา้ใจวธิกีารนำ�อัตราสว่นตรโีกณมิติไปใช้ในการหาความสงูของตำ�แหนง่ท่ีต้องการ
จากสถานการณ์จริง  โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ และขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม ดังนี้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์

		  1.	 กระดาษลูกฟูกท่ีตัดเป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉาก 3 รูป  โดยแต่ละรูปมีด้านด้านหนึ่งยาวอย่างน้อย 30 เซนติเมตร  
และมีขนาดของมุมที่แตกต่างกัน ดังรูป

		  2.	 ไม้เมตร หรือตลับเมตร

	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 ครแูบง่นกัเรยีนออกเปน็ 3 กลุม่ ใหน้กัเรยีนแต่ละกลุม่ทำ� “กจิกรรม : สงูเทา่ใดกนันะ” ในหนงัสอืเรยีน หนา้ 234–235
		  2.	 ครูให้นักเรียนแต่ละกลุ่มนำ�เสนอผลงานของกลุ่ม พร้อมทั้งอธิบายวิธีคิดและการได้มาซึ่งคำ�ตอบ 
		  3.	 ครูให้นักเรียนเปรียบเทียบคำ�ตอบที่ได้จากทั้งสามกลุ่มว่ามีความสัมพันธ์กันอย่างไร  หากพบว่าความสูงของตำ�แหน่ง

ที่ต้องการจะวัดท่ีแต่ละกลุ่มหาได้แตกต่างกัน ครูควรเปิดโอกาสให้นักเรียนแต่ละกลุ่มร่วมกันแก้ปัญหาเพื่อสรุป 
ความสูงของตำ�แหน่งที่ต้องการจะวัด 

		  4.	 ครูและนักเรียนร่วมกันอภิปรายและสรุปที่มาของสูตรที่ใช้ในการหาความสูงของตำ�แหน่งที่ต้องการวัด

30°45° 60°
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เฉลยกิจกรรม : สูงเท่าใดกันนะ

		  ตัวอย่างคำ�ตอบข้อ 8
				    ✤	 กรณีที่ความสูงที่หาได้ของแต่ละกลุ่มใกล้เคียงกัน อาจนำ�ความสูงที่แต่ละกลุ่มได้มาหาค่าเฉลี่ย เพื่อสรุปเป็น

ความสูงของตำ�แหน่งที่ต้องการวัด
				    ✤	 กรณีที่ความสูงที่หาได้ของแต่ละกลุ่มแตกต่างกันมาก ต้องตรวจสอบความถูกต้องของการคำ�นวณ  วิธีการวัด  

เพื่อหาข้อผิดพลาด แล้วแก้ไขข้อผิดพลาดนั้น

		  ตัวอย่างคำ�ตอบข้อ 9
				    กำ�หนด จุด M	 แทนตำ�แหน่งที่ต้องการจะวัดความสูง
						      NQ  แทนแนวเส้นระดับสายตา
						      ON  แทนความสูงจากพื้นถึงตาของนักเรียนที่เป็นคนถือกระดาษลูกฟูก    

				    จากรูป พิจารณา DMNQ   จะได้   tan MN̂Q    =    —MQ
NQ 

				    เนื่องจาก   Â  =  MN̂Q ,  MQ  =  H – h   และ   NQ  =  x   

				    จะได้	 tan A	 =	 —MQ
NQ      

					     tan A	 =	 H – h
					     x 
				    ดังนั้น	 H	 =	 x tan A + h   

x

h

O

N

P

Q

M

H
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เฉลยชวนคิด

	 	 	 	 	 ชวนคิด 5.5

					     แนวคิด  จากการทำ� “กิจกรรม : สูงเท่าใดกันนะ”  หากสถานที่ไม่เอื้ออำ�นวย เช่นมีพื้นที่จำ�กัด จึงทำ�ให้ 
ไมส่ามารถเดินถอยออกไปไดม้ากนกั  เราควรแกป้ญัหานีโ้ดยใชก้ระดาษลกูฟกูรปูสามเหลีย่มทีม่มีมุ
ซึ่งมีขนาดมากกว่าที่มีอยู่ในการวัด  โดยเพิ่มขนาดของมุมที่กระดาษลูกฟูกจนนักเรียนสามารถมอง
ตามแนวสนัดา้นตรงขา้มมุมฉากของกระดาษลกูฟกูทียั่งคงจดัวางในแนวระดบัสายตา  และนักเรียน
สามารถมองเหน็ตำ�แหนง่ทีต้่องการจะวดัความสงูผ่านแนวสนัดงักลา่ว  จากนัน้ทำ�กจิกรรมเชน่เดียว
กับการทำ� “กิจกรรม : สูงเท่าใดกันนะ”  ก็จะสามารถหาความสูงของสิ่งที่ต้องการวัดได้

	 	 	 	 	 ชวนคิด 5.6

					     แนวคิด	 จากโจทย์ อาจเขียนภาพได้ดังนี้   
						      เมื่อจุด 	 A  แทนจุดที่ฐานของหอเอนเมืองปิซ่า
							       B  แทนจุดยอดของหอเอนเมืองปิซ่า จุดที่ออโรร่าปล่อยตุ๊กตาหมี
							       C  แทนจุดที่ตุ๊กตาหมีตกลงถึงพื้น 
						      เนื่องจากออโรร่าปล่อยตุ๊กตาหมีในแนวดิ่ง 
						      ดังนั้น  BC  ตั้งฉากกับ  AC
						      นั่นคือ  ∆ABC เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก

						      จากรูป 	 cos BÂC	 =	 —AC
BC   =   —4.8

55   ≈   0.087

						      จากตาราง	 cos 85°	 ≈	 0.087
						      ดังนั้น	 BÂC	 ≈	 85°  
						      นั่นคือ	 หอเอนเมืองปิซ่าเอียงออกจากแนวตั้งฉาก
							       ประมาณ  90 – 85  =  5  องศา CA

B

55 ม.

4.8 ม.

https://ipst.me/11448
https://ipst.me/11449
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เฉลยแบบฝึกหัด

	 แบบฝึกหัด 5.3

	 1.	  แนวคิด	 จากโจทย์ อาจเขียนภาพประกอบการแก้ปัญหาได้ดังนี้   

				    เมื่อจุด	 A  แทนปลายเงาของต้นไม้
					     B  แทนโคนของต้นไม้
					     C  แทนยอดของต้นไม้
				    นั่นคือ  AB แทนความยาวของเงา  และ  BC  แทนความสูงของต้นไม้

				    จากภาพ  จะได้	 tan 20°	 =	 —BC
40 

 				    จากตาราง	 tan 20°	 ≈	 0.364
				    ดังนั้น	 BC	 ≈	 40 × 0.364  =  14.56  เมตร  	
 				    นั่นคือ  ต้นไม้มีความสูงประมาณ 14.56 เมตร

	 2.	 แนวคิด	 จากโจทย์ อาจเขียนภาพประกอบการแก้ปัญหาได้ดังนี้
				    ให้	 AC  แทนบันได     
					     BC  แทนกำ�แพง

				    จากรูป จะได้	 sin 52°	 =	 —BC
6.5 

				    จากตาราง	 sin 52°	 ≈	 0.788
				    ดังนั้น	 BC	 ≈	 5.122
				    นั่นคือ  กำ�แพงนี้สูงประมาณ 5.122 เมตร

40 ม.

C

BA
20°

B

C

A

6.5

52°
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	 3.	 แนวคิด	 จากโจทย์ อาจเขียนภาพประกอบการแก้ปัญหาได้ดังนี้

				    ให้	 A	 แทนจุดที่เด่นจันทร์ยืนอยู่ห่างจากเสาไฟในตอนแรก
					     D	 แทนจุดที่เด่นจันทร์ยืนอยู่หลังจากเดินเข้าหาเสาไฟฟ้าแล้ว 2 นาที
				    และ	 BC	 แทนเสาไฟฟ้า

				    พิจารณา DABC	 จะได้	 tan 30°	 =	 —BC
75

						      √3	 =	 —BC
75						         3   

					     ดังนั้น	 BC	 =	 25√3  เมตร

				    พิจารณา DDBC	 จะได้	 tan 60°	 =	 —BC
BD 

						      √3	 =	 25√3
								            BD     
					     ดังนั้น	 BD	 =	 25  เมตร
				    จะได้	 AD	 =	 AB – BD  
 						      =	 75 – 25   =   50  เมตร
				    ดังนั้น  ในเวลา 2 นาที เด่นจันทร์เดินได้ 50 เมตร
				    นั่นคือ  เด่นจันทร์เดินได้นาทีละ 25 เมตร

	 4.	 แนวคิด	 จากโจทย์ อาจเขียนภาพประกอบการแก้ปัญหาได้ดังนี้
                    

B

C

DA
75 ม.

60°30°

E

C

BDA

5.25 ม.
60°

30°

30°

60°
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				    ให้	 A และ D	 แทนจุดที่เรือทั้งสองลำ�จอดอยู่ในทะเล
     				    EC	 แทนระดับความสูงจากชั้นล่างของตึกที่ชายคนนี้ยืนอยู่ที่ระเบียงชั้นท่ี 15 ของตึก  

และตึกนี้ตั้งอยู่บนฝั่งเหนือระดับน้ำ�ทะเล  5.25  เมตร
				    จะได้	 AD	 แทนระยะห่างระหว่างเรือทั้งสองลำ�

				    เนื่องจาก  แต่ละชั้นของตึกนี้สูง 4.75 เมตร  
				    จะได้   BC  =  5.25 + 14(4.75) + 1.75  =  73.5  เมตร

				    พิจารณา DABC	จะได้	 tan 30°	 =	 73.5
								        AB 

						      —1
√3

	 =	 73.5
								        AB 

					     ดังนั้น	 AB	 =	 73.5√3    เมตร

				    พิจารณา DDBC	จะได้	 tan 60°	 =	 73.5
								        BD 

						      √3	 =	 73.5
								        BD 

					     ดังนั้น	 BD	 =	 73.5
								        √3

							       =	 73.5√3    เมตร
								              3    
				    เนื่องจาก	 AD	 =	 AB – BD

				    จะได้	 AD	 =	 73.5√3 – 73.5√3
								              3    
						      ≈	 84.87   เมตร
				    ดังนั้น  เรือทั้งสองลำ�ห่างกันประมาณ  84.87   เมตร

	 5.	 แนวคิด	 จากโจทย์ อาจเขียนภาพประกอบการแก้ปัญหาได้ดังนี้
				    ให้จุด	 A	 แทนยอดปราสาทในฉากหลัง
					     B	 แทนที่นั่งของแสนดี
					     C	 แทนที่นั่งของน้ำ�หวาน
					     AD	 ตั้งฉากกับ BC  ที่จุด D	
				    พิจารณา  DADB
				    จากภาพ	 จะได้	 BÂD	 =	 18°  และ  AD  =  10  เมตร

				    เนื่องจาก		  tan 18°	 =	 —DB
10 

				    จากตาราง		 tan 18°	 ≈	 0.325
แนวเส�นระดับสายตาของแสนดี

10 ม.

18°

18°

D

B

C

A

แนวเส�นระดับสายตาของน้ำหวาน

42°

42°
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				    ดังนั้น 		  DB	 ≈	 3.25    เมตร   
				    พิจารณา DACD
				    จากภาพ 	 จะได้	 CÂD	 =	 42° 

				    เนื่องจาก		  tan 42°	 =	 —CD
10 

				    จากตาราง		 tan 42°	 ≈	 0.900
				    ดังนั้น		  CD	 ≈	 9.00    เมตร
				    นั่นคือ  ระยะห่างในแนวดิ่งโดยประมาณของที่นั่งของแสนดีและน้ำ�หวานเป็น  3.25 + 9  =  12.25    เมตร

	 6.	 แนวคิด	 ให้	 A	 แทนจุดที่ไอซ์ยืนอยู่
					     B	 แทนจุดที่ออฟยืนอยู่
					     CD	 แทนหอนาฬิกาบิกเบน
				    ให้	 ออฟยืนห่างจากหอนาฬิกาบิกเบน  x  เมตร    
					     และหอนาฬิกาบิกเบนมีความสูง  h  เมตร    
				    พิจารณา DACD

				    จะได้	 tan 49°	 =		  h
							       x + 38.72     
				    จากตาราง	 tan 49°	 ≈	 1.150
				    ดังนั้น	 h	 ≈	 1.15(x + 38.72 )   	 	 	 1 
				    พิจารณา DBCD
				    จะได้	 tan 65°	 =	 –hx   

				    จากตาราง	 tan 65°	 ≈	 2.145   
				    ดังนั้น	 h	 ≈	 2.145x 	 	 	 2 
				    จากสมการ 1   และ  2   จะได้  1.15(x + 38.72)  =  2.145x
				    ดังนั้น			   x	 ≈	 44.75   เมตร   
 				    แทน  x ด้วย 44.75  ในสมการ 2  จะได้	
 							       h	 ≈	 95.99   เมตร
				    ดังนั้น  หอนาฬิกาบิกเบนมีความสูงประมาณ 95.99 เมตร  

	 7.	 แนวคิด	 จากโจทย์ อาจเขียนภาพได้ดังนี้
				    ให้	 A	 แทนจุดที่ปลายหมอกยืนอยู่
					     B	 แทนจุดที่แพรวายืนอยู่
				    และ	C	 แทนภาพมะนาวบนผนังที่ทั้งสองคนมอง 
				    สมมุติว่า CD  =  h เมตร

h

D

CBA
x ม.38.72 ม.

65°49°
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				    พิจารณา DBCD   จะได้	 tan B	 =	 –h2	 	 	 1 
				    พิจารณา DACD   เนื่องจาก	 AĈD	 =	 180° – 90° – (90 – x)°

						      =	 x°

				    จะได้	 AĈD	 =	 CB̂D
				    ดังนั้น	 tan C	 =	 tan B

				    จะได้	 tan B	 =	 –8h	 	 	 2 

				    จากสมการ 1   และ 2   จะได้	 –h2	 =	 –8h
					     h2	 =	 16
					     h	 =	 4     เมตร
				    ดังนั้น  ภาพมะนาวผลนี้อยู่สูงจากพื้น  4  เมตร

	 8.	 1)	 แนวคิด	 จากโจทย์ อาจเขียนภาพได้ดังนี้
					     เมื่อ	 จุด A แทนตำ�แหน่งของนายหมู่
						      จุด B แทนตำ�แหน่งของรองนายหมู่ 
					     และ	 จุด C แทนตำ�แหน่งของตอไม้

					     จากรูป  จะได้	 tan 60°	 =	 —AC
4 

						      √3	 =	 —AC
4  

						      AC	 =	 4√3 
					     ดังนั้น  คลองส่งน้ำ�นี้กว้างไม่เกิน  4√3  เมตร	  

		  2)	 ถ้านักเรียนเป็นนายหมู่อาจจะให้รองนายหมู่เดินไปทางขวา จนแนวระหว่างตอไม้กับรองนายหมู่ทำ�มุมกับแนว
ระหว่างนายหมู่กับรองนายหมู่เป็นมุม  45°   

			   จากสมบัติของรูปสามเหล่ียมหน้าจ่ัว  จะได้ ระยะระหว่างตอไม้กับนายหมู่เท่ากับระยะระหว่างนายหมู่ 
กับรองนายหมู่

			   หรือ  เน่ืองจาก tan 45°  =  1  จะได้ ระยะระหว่างตอไม้กับนายหมู่เท่ากับระยะระหว่างนายหมู่กับรองนายหมู่

6 2

h

C

DBA
x°(90 – x)°

4

C

BA
60°
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กิจกรรมท้ายบท : ซันนี่ผู้คำ�นวณรัศมีโลก

		  กิจกรรมน้ี เป็นกิจกรรมที่มีจุดประสงค์เพื่อให้นักเรียนเห็นประโยชน์ของอัตราส่วนตรีโกณมิติ ในการคำ�นวณหารัศมี 
ของโลก ซ่ึงดูเหมือนว่าจะเป็นปัญหาท่ีแก้ได้ยากหากไม่พึ่งพาเทคโนโลยี  ในการทำ�กิจกรรมนี้ นักเรียนจะได้เห็นการเชื่อมโยง 
ความรูใ้นศาสตรต์า่ง ๆ   เชน่ ดาราศาสตร์ ฟสิกิส ์มาชว่ยในการแกป้ญัหา  โดยมส่ืีอ/อปุกรณ ์และขัน้ตอนการดำ�เนนิกจิกรรม ดงันี้

	 	 สื่อ/อุปกรณ์ 

		  นาฬิกาจับเวลา

	 	 ขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรม

		  1.	 ครูให้นักเรียนแต่ละคนทำ� “กิจกรรมท้ายบท : ซันนี่ผู้คำ�นวณรัศมีโลก” ในหนังสือเรียน หน้า 243–244  โดยครูควร
เน้นย้ำ�ให้นักเรียนเปลี่ยนหน่วยของข้อมูลที่ซันนี่มีอยู่ ให้เป็นหน่วยเดียวกันกับหน่วยที่ใช้ในการคำ�นวณตามสัดส่วน 
ที่กำ�หนด

		  2.	 ครูให้นักเรียนช่วยกันเฉลยคำ�ตอบ  พร้อมทั้งอธิบายวิธีคิดและการได้มาซึ่งคำ�ตอบ
		  3.	 ครูและนักเรียนช่วยกันสรุปข้อสังเกตที่ได้จากกิจกรรม
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เฉลยกิจกรรมท้ายบท : ซันนี่ผู้คำ�นวณรัศมีโลก

		  กำ�หนดให	้ R	 แทน รัศมีของโลก
					     h	 แทน ความสูงจากพื้นราบถึงตาของซันนี่
					     B	 เป็นจุดที่ส่วนของเส้นตรง BC สัมผัสกับผิวโลก

		  เนื่องจาก  ขนาดของมุมที่โลกหมุน สามารถประมาณได้ตามสัดส่วนต่อไปนี้

						    
เวลาที่เปลี่ยนแปลงไป (ชม.)

	 =	
ขนาดของมุมที่โลกหมุน

						      24 ชม.		  360°    

		  จะได้ว่า		  ขนาดของมุมที่โลกหมุน	 =	
360 × เวลาที่เปลี่ยนแปลงไป

								        24 

							       =	 15 × เวลาที่เปลี่ยนแปลงไป 
		  ถ้าตาของซันนี่อยู่ห่างจากพื้นราบเป็นระยะ 165 เซนติเมตร  หรือ  0.00165 กิโลเมตร

		  และ  ระยะเวลาที่เปลี่ยนแปลงไปเท่ากับ 10 วินาที  หรือ   —1
360   ชั่วโมง

		  จะได้ว่า		  ขนาดของมุมที่โลกหมุน	 =	 15 ×  —1
360  =  —124    องศา

		  เนื่องจาก		  cos CÂB	 =	 —AB
AC 

		  จะได้ว่า		  cos (—124)°	 =	 R
								        R + h 

						      0.99999974	 ≈	 R
								        R + 0.00165 
						      R	 ≈	 6,346.15   กิโลเมตร
		  ดังนั้น  รัศมีเฉลี่ยของโลกที่ซันนี่ประมาณได้ คือ 6,346.15  กิโลเมตร

C

B

A

ดวงอาทิตย�

h

R
R
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เฉลยแบบฝึกหัดท้ายบท

 	 1.	 1)	 (1)	 X  =  EĈG 
			   (2)	 X  =  FD̂A 
			   (3)	 X  =  CB̂D 
		  2)	 (1)	 แนวคิด	 เนื่องจาก  DABD เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากหน้าจั่ว จะได้ AB̂D  = 45°

					     ดังนั้น  sin AB̂D  =  sin 45°  =  √2
						        2   
			   (2)	 แนวคิด	 เนื่องจาก  BE = EC = CB   จะได้  DBEC เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า
					     ดังนั้น  EB̂G  =  60°  จะได้  BÊG  =  30°

					     ดังนั้น  cos BÊG  =  cos 30°  =  √3
						        2   
			   (3)	 แนวคิด	 เนื่องจาก  DBEC เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า
					     จะได้  GĈE  =  60°   ดังนั้น  tan GĈE  =  tan 60°  =  √3     

	 2.	 1)	 ถูกต้อง	 เพราะว่าผลรวมของขนาดของมุมภายในท้ังสามมุมของรูปสามเหล่ียมเท่ากับ 180°  และ มุม C  มีขนาด 90°

				    ดังนั้น  Â + B̂  =  90°  
				    นั่นคือ  B̂  =  90° – Â
		  2)	 ถูกต้อง	 เพราะว่า  จากรูป จะได้  sin A  =  –ac    และ  cos B  =  –ac 

		  3)	 ถูกต้อง	 เพราะว่า  จากรูป จะได้  tan A  =  –ab ,  sin A  =  –ac   และ  cos A  =  –bc   

							       –ac				    ดังนั้น 	 sin A	 =		  =	 –ab					     cos A 	 	 –bc

		  4)	 ถูกต้อง	 เพราะว่า  sin A  =  –ac   และ  a, c > 0  จะได้  –ac  > 0  

				    เนื่องจากด้านตรงข้ามมุมฉากเป็นด้านที่ยาวที่สุด  

				    จะได้  a < c  

				    ดังนั้น   –ac  < 1  นั่นคือ  0 < sin A < 1

		  5)	 ถูกต้อง	 เพราะว่า  cos A  =  –bc   และ  b, c > 0  จะได้  –bc  > 0  

				    เนื่องจากด้านตรงข้ามมุมฉากเป็นด้านที่ยาวที่สุด  

				    จะได้  b  <  c  

				    ดังนั้น  –bc  <  1  นั่นคือ  0  <  cos A  <  1
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	 	 6)	 ถูกต้อง	 เพราะว่า  sin A  =  –ac   และ  cos A  =  –bc  

	 	 	 	 จะได้	 (sin A)2 + (cos A)2	 =	 (–ac)2 + (–bc)2 
	 	 	 	 	 	 =	 a2 + b2

							       c2  
	 	 	 	 โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัส  จะได้	 c2	 =	 a2 + b2

	 	 	 	 ดังนั้น	 a2 + b2

	 =	 c2

   =   1
					     c2		  c2

	 	 	 	 นั่นคือ	 (sin A)2 + (cos A)2	 =	 1    

	 3.	 แนวคิด	 จากรูป พิจารณาให้  OA  เป็นฐานของ  DOAB
	 	 	 	 และสร้างให้  BD  เป็นส่วนสูง
	 	 	 	 พิจารณา  DBDO 

	 	 	 	 จะได้	 sin 20°	 =	 BD
							       0.752 
	 	 	 	 จากตาราง	 sin 20°	 ≈	 0.342
	 	 	 	 ดังนั้น	 BD	 ≈	 0.257  เมตร

	 	 	 	 จะได้	 พื้นที่ DABO	 ≈	 –12(1)(0.257)

						      ≈	 0.129  ตารางเมตร
	 	 	 	 ดังนั้น  พื้นที่ของบริเวณที่ต้องระบายด้วยสีชมพูมีประมาณ  16(0.129)  =  2.064  ตารางเมตร
	 	 	 	 นั่นคือ  อากงควรซื้อสีมาอย่างน้อยที่สุด 3 กระป๋อง

	 4.	 แนวคิด	 จากโจทย์ อาจเขียนภาพประกอบการแก้ปัญหาได้ดังนี้
	 	 	 	 โดย	 จุด  A	 แทน ตำ�แหน่งที่ยี่หวายืนอยู่
	 	 	 	 	 จุด  B	 แทน ตำ�แหน่งบนพื้นดินที่ตรงกับลูกบอลในแนวดิ่ง
	 	 	 	 	 จุด  C	 แทน ตำ�แหน่งของบอลลูนที่ยี่หวามองเห็นในตอนแรก
	 	 	 	 	 จุด  D	 แทน ตำ�แหน่งของบอลลูนที่ยี่หวามองเห็นในตอนหลัง
	 	 	 	 พิจารณา  DABC  

	 	 	 	 จะได้	 tan 30°	 =	 —BC10 

	 	 	 	 ดังนั้น	 BC	 =	 10√3     เมตร
							            3     10

C

D
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60°

30°

B

A

O

D
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				    พิจารณา  DABD  

				    จะได้	 tan 60°	 =	 —BD
10 

				    ดังนั้น	 BD	 =	 10√3   เมตร
				    เนื่องจาก	 CD	 =	 BD – BC   

				    จะได้	 CD	 =	 10√3 – 10√3   ≈   11.55  เมตร
							           3   
				    เนื่องจาก  บอลลูนใช้เวลา 1.15 วินาที ในการลอยขึ้นในแนวดิ่งเป็นระยะ 11.55 เมตร

				    ดังนั้น  บอลลูนลอยขึ้นด้วยอัตราเร็วประมาณ  11.55  ≈  10.04  เมตรต่อวินาที
				    1.15

	 5.	 แนวคิด 	

			   จากรูป tan A  =  –ab ,  cos A  =  –bc  และ  sin A  =  –ac 

				    tan A + ——1cos A			   จาก		  =	 -5 
				    tan A – ——1cos A

				    –ab + –cb			   จะได้		  =	 -5
				    –ab – –cb

				    a + c	 =	 -5
				    a – c
				    a + c	 =	 -5a + 5c
				    6a	 =	 4c

				    –ac	 =	 –46   =   –23 

			   ดังนั้น	 sin A	 =	 –23 

a

b

c

C

B

A
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	 6.	 แนวคิด	 พิจารณา  DABD   เนื่องจาก  BÂD  =  75° 
				    จะได้	 B̂ + D̂	 =	 180 – 75   =   105° 
				    นั่นคือ	 B̂ + D̂	 =	 105°	 	 	 1 
				    จากโจทย์	 2B̂ – D̂	 =	 75°	 	 	 2 
				    1  + 2  ;	 3B̂ 	 =	 180°

				    ดังนั้น	 B̂	 =	 60°

				    แทน B̂  ด้วย 60°   ในสมการ 1   จะได้
					     D̂	 =	 45° 
				    เนื่องจาก  AĈD  =  90°  และ  AD̂C  =  45°  
				    จะได้       CÂD  =  45°

				    และได้  DADC  เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากหน้าจั่ว
				    เนื่องจาก  AC  =  3√3  หน่วย  จะได้  CD  =  3√3  หน่วย
				    พิจารณา DABC 

				    จะได้	 tan 60°	 =	 3√3
							         BC    

					     √3	 =	 3√3
							         BC    
				    ดังนั้น	 BC	 =	 3    หน่วย
				    นั่นคือ	 BD	 =	 BC + CD   =   3 + 3√3   หน่วย

	 7.	 แนวคิด 1	 จากโจทย์  อาจวาด DXYZ  ได้ดังรูป  จากนั้นลาก  ZV  ตั้งฉากกับส่วนของเส้นตรงที่ลากต่อ XY ไปทาง 
จุด Y ให้จุดตั้งฉากคือจุด V

				    ถ้าให้  XY เป็นฐานของ DXYZ   จะได้ VZ เป็นส่วนสูง

				    พิจารณา  DXVZ	 จะได้	 sin 15°	 =	 —VZ
8 

					     ดังนั้น	 VZ	 ≈	 8 × 0.259   =   2.072    หน่วย
				    เนื่องจาก  XŶV  เป็นมุมตรง   จะได้  ZŶV  =  180 – 135  =  45°

				    จาก  DYVZ   จะได้  VẐY  =  180 – (90 + 45)  =  45°

8

Z

VYX
15° 135°
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				    ดังนั้น  DYVZ เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากหน้าจั่ว  และ VY  =  ZV
				    นั่นคือ	 VY	 ≈	 2.072  หน่วย 
				    พิจารณา  ∆XVZ

  				    จะได้	 cos 15°	 =	 —XV
8   

					     XV	 ≈	 8(0.966 )
						      ≈	 7.728   หน่วย
				    เนื่องจาก	 XY	 =	 XV – VY
				    จะได้	 XY	 ≈	 7.728 – 2.072  
						      ≈	 5.656   หน่วย

				    ดังนั้น  พื้นที่	 ∆XYZ	 ≈	 –12 (5.656)(2.072)

						      ≈	 5.86      ตารางหน่วย

		  แนวคิด 2	 จากโจทย์ อาจวาด  DXYZ  ได้ดังรูป

				    จากรูป  DFYZ  จะได้ 
 					     h	 = 	 a tan 30°	 	 	 1 
				    จากรูป DFXY จะได้ 		
					     h	 = 	 (8 – a) tan 15°	 	 	 2 
				    จากสมการ 1  และ 2   จะได้
					     a tan 30°	 = 	 (8 – a) tan 15°     
					     a tan 30°	 =	 8 tan 15° – a tan 15°     
					     a (tan 30° + tan 15°)	 =	 8 tan 15° 
				    ดังนั้น	 a	 ≈  	2.537
				    และ	 h	 ≈ 	 1.464

				    จะได้  พื้นที่	 DXYZ	 ≈	 –12(8)(1.464)

						      ≈	 5.86      ตารางหน่วย

Z

Y

FX a8 – a

h

30°15°

135°
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	 8.	 แนวคิด	 จากโจทย์ อาจเขียนภาพประกอบการแก้ปัญหาได้ดังนี้
				    เมื่อ	 A	 แทน	 ตำ�แหน่งที่เปียกปูนยืนอยู่ในตอนแรก
					     B	 แทน	 ตำ�แหน่งที่แมวน้อยหลับอยู่
					     C	 แทน	 ตำ�แหน่งของต้นมะม่วง
					     D	 แทน	 ตำ�แหน่งที่เปียกปูนยืนอยู่ในตอนหลัง
				    เนื่องจาก  ต้องการหา DB เพื่อเปรียบเทียบกับความยาวของด้ามจับ
				    ของสวิงจับแมลง (0.75 เมตร)
				    ซึ่งสามารถหาได้จาก  DB  =  DE – BE

				    พิจารณา  DDEA	 จะได้	 sin 45°	 =	 DE
							       2.45 

					     ดังนั้น	 DE	 =	 2.45 × √2    =   1.225√2  เมตร
						        2  
				    เนื่องจาก   EÂD  =  45°  และ  DÊA  =  90°  จะได้  AD̂E  =  45°

				    นั่นคือ  DDEA เป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉากหน้าจั่ว 
				    จะได้   AE  =  DE  =  1.225√2   เมตร
				    พิจารณา  DBEA	 จะได้	 tan 30°	 =	       BE    
					     	 	 1.225√2

					     ดังนั้น	 BE	 =	 (1.225√2) (√3)   ≈   1  เมตร
							         3  
				    นั่นคือ  DB  ≈  (1.225√2)  – 1  ≈  0.732  เมตร 
 				    เนื่องจาก  ด้ามจับของสวิงจับแมลงของเปียกปูนยาว  0.75 เมตร   จะได้  DB < 0.75
				    ดังนั้น  ณ ตำ�แหน่งที่เปียกปูนยืนอยู่ในตอนหลัง สวิงจับแมลงยาวพอที่จะไปถึงแมวน้อยของเปียกปูน 

2.45

A

B E

C

D

30°

45°

45°
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	 9.

		  แนวคิด 1	 สมมุติว่ารูปวงกลม  A, B และ C  มีรัศมียาว  r  เซนติเมตร
				    เนื่องจาก   AB  =  BC  =  CA  =  2r + 2  เซนติเมตร
				    ดังนั้น  DABC เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า 
				    จะได้  CÂB  =  60°  =  MÂB    
				    เนื่องจาก  AP เป็นเส้นที่ลากจากมุมยอดของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า ABC มาแบ่งครึ่งฐาน BC    
				    จะได้   BÂP  =  CÂP  =  30°

				    จากรูป สังเกตว่า	 NO	 =	 NB + BO 
				    นั่นคือ	 30	 =	 (r + 2) + BO
					     28	 =	 r + BO	 	 	 1    
				    จากรูป จะได้	 BO	 =	 BM – MO	 	 	 2    
				    พิจารณา DABM

	  			   จะได้	 sin 60°	 =	 —BM
AB 

					     BM	 =	 (√3)(2r + 2)  =  √3(r + 1)  เซนติเมตร
							         2  

r

N

M

PQ

O

C

B

A

หม�อต�ม

ช�องสำหรับทำตัวปากหม�อ2 ซม.
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				    พิจารณา DAOM

				    จะได้	 tan 30°	 =	 —MO
AM 

 			    		  √3	 =	 MO
					        3  		  r + 1

					     MO	 =	 (√3)(r + 1)      เซนติเมตร
							         3  

				    จากสมการ 2  จะได้	 BO	 =	 √3(r + 1) – √3(r +1)      เซนติเมตร
							         3  

				    จากสมการ 1  จะได้	 28	 =	 r + √3(r + 1) – √3(r +1)  
							         3   

							       28 – √3 + √3
							          3  			   นั่นคือ	 r	 =		  ≈	 12.46      เซนติเมตร 
							       1 + √3 – √3
							          3   
				    ดังนั้น  รัศมีของช่องสำ�หรับทำ�ตัวปากหม้อควรจะยาวประมาณ 12.46 เซนติเมตร  

		  แนวคิด 2 	 จากรูป  จะได้	 NO	 =	 NB + BO
				    นั่นคือ	 30	 =	 (r + 2) + BO
					     BO	 =	 28 – r	 	 	 1    
				    พิจารณา  DBOP

				    จะได้	 cos 30°	 =	 —BP
BO 		

 					     cos 30°	 =	 r + 1
							       BO 
					     BO cos 30°	 =	 r + 1
				    จากสมการ 1  จะได้ 	 (28 – r) cos 30°	 =	 r + 1
					     28 cos 30° – 1 	 =	 r(1+ cos 30°)

							       28(√3) – 1
							         2  				    ดังนั้น	 r	 =		  ≈	 12.46 
							       1 + √3
							         2  
				    ดังนั้น  รัศมีของช่องสำ�หรับทำ�ตัวปากหม้อควรจะยาวประมาณ 12.46 เซนติเมตร  
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ตัวอย่างแบบทดสอบท้ายบท

	 1.	 กำ�หนดให้  sin A  =  –45     จงหา  tan A + cos A	 (1 คะแนน)

			   ก.	 –78	 ข.	 —12
15	 ค.	 —27

20	 ง.	 —29
15 

	 2.	 ข้อใดต่อไปนี้ไมถู่กต้อง 	 (1 คะแนน)
			   ก.	 sin 30°  =  cos 60°	 ข.	 sin 30° + cos 60°  =  1
			   ค.	 sin 45° + cos 45°  =  tan 45°	 ง.	 sin 60° + cos 30°  =  tan 60°

	 3.	 จงหาพื้นที่ของ  DABC 	 (2 คะแนน)

10

5

B

C

A
45°
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	 4.	 จากรูปต่อไปนี้

		  จงหาค่าของ tan AB̂C	 (3 คะแนน)

	 5.	 พิจารณาทรงสี่เหลี่ยมมุมฉากต่อไปนี้ 	 (1 คะแนน)

		  เส้นทแยงมุม DG ยาว			  หน่วย

2√3

A

E D

B C3√3

12
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	 6.	 ชายคนหนึ่งยืนอยู่ระหว่างตึกสองหลังที่มีความสูงเท่ากัน และอยู่ห่างกันเป็นระยะทาง 80 เมตร  เมื่อชายคนนี้มองไปที่
ยอดตึกหลังแรกจะมองเป็นมุมเงย 30°  แต่เมื่อหันกลับไปมองยอดตึกอีกหลังจะเป็นมุมเงย 60°  โดยไม่คิดความสูงของ
ชายคนนี้ 

			   1)	 จงวาดภาพแทนสถานการณ์	 (1 คะแนน)

			   2)	 จงหาว่าตึกแต่ละหลังสูงกี่เมตร 	 (3 คะแนน)
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	 7.	 ห้างสรรพสินค้าแห่งหนึ่งต้องการทำ�ทางลาดเพื่ออำ�นวยความสะดวกสำ�หรับผู้พิการที่ใช้รถเข็น โดยทำ�ทางลาด 
ท่ีทำ�มุม 14° กับแนวพ้ืนดิน เพ่ือข้ึนพ้ืนอาคารช้ัน 1 ท่ีสูงจากพ้ืนดิน 0.54 เมตร  เม่ือทดลองใช้งาน ปรากฏว่า ทางลาดน้ี 
ไมส่ะดวกตอ่การใชง้าน ทางหา้งจึงทำ�การปรับปรงุใหม่ ใหท้างลาดทำ�มุม 5° กบัแนวพืน้ดนิ  จงวาดภาพแทนสถานการณ ์ 
และหาว่าจุดเริ่มต้นของทางลาดใหม่อยู่ห่างจากจุดเริ่มต้นของทางลาดเดิมกี่เมตร (ตอบเป็นทศนิยม 2 ตำ�แหน่ง)

	 	 	 	 กำ�หนดให้ 

มุม A sin A cos A tan A

5° 0.09 1.00 0.09

14° 0.24 0.97 0.25

	 	 (4 คะแนน)
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	 8.	 พายุ “โพดุล” ได้เคลื่อนตัวเข้าสู่จังหวัดนครพนม เมื่อวันที่ 30 สิงหาคม พ.ศ. 2562 ซึ่งส่งผลให้เกิดฝนตกหนักและ 
น้ำ�ท่วมฉับพลันในหลายพื้นที่  ถ้าต้นไม้ที่บ้านของจิ๊บจ๊อยถูกพายุโพดุลพัดหักลงมา ทำ�ให้ยอดของต้นไม้จรดพื้นทำ�มุม 
30 องศา กับพื้นดินพอดี  ถ้ายอดของต้นไม้อยู่ห่างจากโคนต้นไม้ 10 เมตร จงวาดภาพแทนสถานการณ์  และหาว่า 
ความสูงของต้นไม้ก่อนโดนพายุพัดหักเป็นเท่าไร          	 (4 คะแนน)
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เฉลยตัวอย่างแบบทดสอบท้ายบท

	 1.	 กำ�หนดให้  sin A  =  –45     จงหา  tan A + cos A	 (1 คะแนน)

			   ก.	 –78	 ข.	 —12
15	 ค.	 —27

20	 ง.	 —29
15 

 		  แนวคิด	 จาก  sin A  =  –45    เราอาจสร้าง DABC  ได้ดังรูป

				    จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส  จะได้  	
					     AB2	 =	 52 – 42   =   9
					     AB	 =	 3

				    ดังนั้น	 tan A	 =	 –43     และ   cos A   =   –35 

				    นั่นคือ	  tan A + cos A   =   –43 + –35   =    —29
15 

	 2.	 ข้อใดต่อไปนี้ไมถู่กต้อง 	 (1 คะแนน)
			   ก.	 sin 30°  =  cos 60°	 ข.	 sin 30° + cos 60°  =  1
			   ค.	 sin 45° + cos 45°  =  tan 45°	 ง.	 sin 60° + cos 30°  =  tan 60°

		  แนวคิด	 ก.	 ถูกต้อง  เนื่องจาก  sin 30°  =  –12    และ  cos 60°  =  –12 

				    ข.	 ถูกต้อง  เนื่องจาก  sin 30° + cos 60°  =  –12 + –12  =  1

				    ค.	 ไม่ถูกต้อง  เนื่องจาก  sin 45° + cos 45°  =  √2 + √2  =  √2   แต่  tan 45° = 1
						        2  	   2  

				    ง.	 ถูกต้อง  เนื่องจาก  sin 60° + cos 30°  =  √3 + √3  =  √3   และ  tan 60°  =  √3
						        2  	   2  

C

BA

5 4
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สำ�หรับข้อ 1–2 
ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน  
		  ข้อ 1	 นักเรียนสามารถเข้าใจความหมายและหาค่าของอัตราส่วนตรีโกณมิติของมุมแหลมขนาดต่าง ๆ
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็มข้อละ 1 คะแนน  
				    ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน

	 3.	 จงหาพื้นที่ของ  DABC 	 (2 คะแนน)

		  แนวคิด	 จากรูปที่กำ�หนดให้ ลาก BD  ตั้งฉากกับ  AC ที่จุด D เพื่อให้ได้ส่วนสูงบนฐาน AC ของรูปสามเหลี่ยม ดังรูป

			   เนื่องจาก	 sin 45°	 =	 —BD
5

			   จะได้	 √2	 =	 —BD
5				       2   

			   ดังนั้น	 BD	 =	 5√2
						         2 

			   นั่นคือ  พื้นที่ของ  DABC  =  –12 × 10 × 5√2  =  25√2  ตารางหน่วย
						         2  	      2     

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน  
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ความรู้เกี่ยวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติไปใช้ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 2 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
				    ✤	 หาความสูงของ DABC ถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 หาพื้นที่ของ DABC ถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน

10
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C
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45°
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	 4.	 จากรูปต่อไปนี้

		  จงหาค่าของ tan AB̂C	 (3 คะแนน)
		  แนวคิด 	 เนื่องจาก	 AD	 =	 DB
			   ดังนั้น  DADB เป็นรูปสามเหลี่ยมหน้าจั่ว
			   จะได้ว่า 	 DÂB	 =	 AB̂D
			   นั่นคือ	 DÂB	 =	 AB̂D   =   DB̂C
			   เนื่องจาก	 DÂB + AB̂D + DB̂C 	 =	 90° 
			   จะได้ว่า	 DÂB   =   AB̂D   =   DB̂C   =   30°

			   ดังนั้น	 tan AB̂C   =   tan 60°   =   √3 

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ความรู้เกี่ยวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติไปใช้ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 3 คะแนน  โดยมีเกณฑ์การให้คะแนน ดังนี้  
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน และคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  3  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน แต่คำ�ตอบไม่ถูกต้อง  
					     หรือเขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่คำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่คำ�ตอบไม่ถูกต้อง
					     หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่คำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิดและคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน

2√3
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E D

B C3√3
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	 5.	 พิจารณาทรงสี่เหลี่ยมมุมฉากต่อไปนี้ 	 (1 คะแนน)

		  เส้นทแยงมุม DG ยาว		 24	 หน่วย

		  แนวคิด	 เนื่องจาก 	 DĈG	 =	 90°

			   พิจารณา  ∆GDC   จะได้	 cos 60°	 =	 —DC
DG 

			   จะได้ 	 –12	 =	 —12
DG 

			   ดังนั้น	 DG 	 =	 24 	 หน่วย

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน  
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ความรู้เกี่ยวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติไปใช้ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 1 คะแนน  
				    ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่ตอบ	 ได้  0  คะแนน
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	 6.	 ชายคนหนึ่งยืนอยู่ระหว่างตึกสองหลังที่มีความสูงเท่ากัน และอยู่ห่างกันเป็นระยะทาง 80 เมตร  เมื่อชายคนนี้มองไปที่
ยอดตึกหลังแรกจะมองเป็นมุมเงย 30°  แต่เมื่อหันกลับไปมองยอดตึกอีกหลังจะเป็นมุมเงย 60°  โดยไม่คิดความสูง 
ของชายคนนี้ 	

			   1)	 จงวาดภาพแทนสถานการณ์	 (1 คะแนน)

				    อาจวาดภาพได้ดังนี้

			   2)	 จงหาว่าตึกแต่ละหลังสูงกี่เมตร  	 (3 คะแนน)
				    แนวคิด 	 ให้ตึกแต่ละหลังมีความสูง   h   เมตร
					     ให้ชายคนนี้ยืนอยู่ห่างจากตึกหลังแรกเป็นระยะทาง  m  เมตร
					     จะได้ว่าชายคนนี้ยืนอยู่ห่างจากตึกหลังที่สองเป็นระยะทาง  80 – m  เมตร

					     พิจารณา DCAE   จะได้	 tan 30°	 =	 –hm 

					     ดังนั้น	 h	 =	 m tan 30°   =   —m
√3

	 	 	 1 

					     พิจารณา  DCBD   จะได้	 tan 60°	 =	 h
								        80 – m 
					     ดังนั้น	 h	 =	 (80 – m)tan 60°

						      h	 =	 (80 – m) × √3	 	 	 2 

					     จากสมการ 1  และ 2   จะได้	 —m
√3

	 =	 (80 – m) × √3 

						      m	 =	 3(80 – m)
						      4m	 =	 240
						      m	 =	 60

					     จากสมการ 1  จะได้      h  =   —60
√3

   =   60√3   =   20√3
						           3    
					     ดังนั้น  ตึกแต่ละหลังสูง   20√3  เมตร

80 เมตร

E D

BCA
60°30°
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ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ความรู้เกี่ยวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติไปใช้ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 4 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้
ข้อ 1	 คะแนนเต็ม 1 คะแนน  โดยมีเกณฑ์การให้คะแนน ดังนี้
			   ✤	 วาดภาพได้สอดคล้องกับปัญหา	 ได้  1  คะแนน  
			   ✤	 วาดภาพไม่สอดคล้องกับปัญหา หรือไม่วาด	 ได้  0  คะแนน  
ข้อ 2	 คะแนนเต็ม 3 คะแนน  โดยมีเกณฑ์การให้คะแนน ดังนี้
			   ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน และคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  3  คะแนน
			   ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน แต่คำ�ตอบไม่ถูกต้อง  
				    หรือเขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่คำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
			   ✤	 เขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่คำ�ตอบไม่ถูกต้อง
				    หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่คำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
			   ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิดและคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน 	 ได้  0  คะแนน

	 7.	 ห้างสรรพสินค้าแห่งหนึ่งต้องการทำ�ทางลาดเพื่ออำ�นวยความสะดวกสำ�หรับผู้พิการที่ใช้รถเข็น โดยทำ�ทางลาดที่ทำ�มุม 
14°  กบัแนวพืน้ดนิ เพือ่ขึน้พืน้อาคารชัน้ 1 ทีส่งูจากพืน้ดนิ 0.54 เมตร เมือ่ทดลองใชง้าน ปรากฏวา่ ทางลาดน้ีไม่สะดวก
ต่อการใช้งาน ทางห้างจึงทำ�การปรับปรุงใหม่ ให้ทางลาดทำ�มุม 5° กับแนวพื้นดิน จงวาดภาพแทนสถานการณ์   
และหาว่าจุดเริ่มต้นของทางลาดใหม่อยู่ห่างจากจุดเริ่มต้นของทางลาดเดิมกี่เมตร (ตอบเป็นทศนิยม 2 ตำ�แหน่ง)

				    กำ�หนดให้ 

มุม A sin A cos A tan A

5° 0.09 1.00 0.09

14° 0.24 0.97 0.25

		  (4 คะแนน)
		  แนวคิด	 จากโจทย์ อาจวาดภาพแทนสถานการณ์ได้ดังนี้

0.54
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				    ให้จุด C  เป็นจุดเริ่มต้นของทางลาดเดิม
				    และจุด D  เป็นจุดเริ่มต้นของทางลาดใหม่

				    เนื่องจาก 	 tan 14°	 = 	 —–0.54
BC 

				    จะได้	 0.25	 ≈	 —–0.54
BC 

				    ดังนั้น	 BC	 ≈	 2.16    เมตร

				    เนื่องจาก 	 tan 5°	 =	 —–0.54
BD 

				    จะได้	 0.09	 ≈	 —–0.54
BD 

				    ดังนั้น	 BD	 ≈	 6        เมตร

				    นั่นคือ  ทางห้างจะต้องทำ�ทางลาดใหม่ที่มีจุดเริ่มต้นอยู่ห่างจากจุดเริ่มต้นเดิมประมาณ	 6 – 2.16
								        ≈	 3.84 เมตร

ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ความรู้เกี่ยวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติไปใช้ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 4 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้  
		  ส่วนที่ 1	 การวาดภาพ  
				    ✤	 วาดภาพได้สอดคล้องกับปัญหา	 ได้  1  คะแนน  
				    ✤	 วาดภาพไม่สอดคล้องกับปัญหา หรือไม่วาด	 ได้  0  คะแนน  
		  ส่วนที่ 2	 การเขียนแสดงแนวคิดและหาคำ�ตอบ  
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน และคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  3  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน แต่คำ�ตอบไม่ถูกต้อง  
					     หรือเขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่คำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่คำ�ตอบไม่ถูกต้อง
					     หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่คำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิดและคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน



369

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

บทที่ 5 | อัตราส่วนตรีโกณมิติคู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

	 8.	 พายุ “โพดุล” ได้เคลื่อนตัวเข้าสู่จังหวัดนครพนม เมื่อวันที่ 30 สิงหาคม พ.ศ. 2562 ซึ่งส่งผลให้เกิดฝนตกหนักและ 
น้ำ�ท่วมฉับพลันในหลายพื้นที่  ถ้าต้นไม้ที่บ้านของจิ๊บจ๊อยถูกพายุโพดุลพัดหักลงมา ทำ�ให้ยอดของต้นไม้จรดพื้นทำ�มุม 
30 องศา กับพื้นดินพอดี ถ้ายอดของต้นไม้อยู่ห่างจากโคนต้นไม้ 10 เมตร จงวาดภาพแทนสถานการณ์  และหาว่า 
ความสูงของต้นไม้ก่อนโดนพายุพัดหักเป็นเท่าไร          	 (4 คะแนน)

		  แนวคิด	 จากโจทย์ อาจวาดภาพแทนสถานการณ์ได้ดังนี้

				    เมื่อ	 จุด  A  แทน  โคนต้นไม้ 
					     จุด  B  แทน  ต้นไม้บริเวณที่หัก  
					     จุด  C  แทน  จุดที่ยอดของต้นไม้หักลงมาจรดพื้น 
				    จากรูป  จะได้ความสูงของต้นไม้ก่อนโดนพายุพัดหัก เท่ากับ  m + n  เมตร 

				    เนื่องจาก 	 cos 30°	 = 	 —10
n 

				    จะได้		  √3	 =	 —10
n  

						         2  

				    ดังนั้น		  n 	 =	 —20
√3

				    เนื่องจาก 	 sin 30°	 = 	 —mn 

 				    จะได้	    	 –12	 =	 —m
								        — 20 
								        √3 

				    ดังนั้น		  m 	 = 	 —10
√3

 

 				    นั่นคือ  ความสูงของต้นไม้ก่อนโดนพายุพัดหัก เท่ากับ  —20
√3

 + —10
√3

  =  —30
√3

  =  30√3  =  10√3   เมตร
									              3   
					     หรือประมาณ 17.32 เมตร

0.54

10

m
n

B
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C
5° 14°
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ความสอดคล้องกับจุดประสงค์ของบทเรียน
		  ข้อ 2	 นักเรียนสามารถนำ�ความรู้เกี่ยวกับอัตราส่วนตรีโกณมิติไปใช้ในการแก้ปัญหา
เกณฑ์การให้คะแนน	 คะแนนเต็ม 4 คะแนน  โดยแบ่งให้คะแนน ดังนี้  
		  ส่วนที่ 1	 การวาดภาพ
				    ✤	 วาดภาพได้สอดคล้องกับปัญหา	 ได้  1  คะแนน  
				    ✤	 วาดภาพไม่สอดคล้องกับปัญหา หรือไม่วาด	 ได้  0  คะแนน  
		  ส่วนที่ 2	 การเขียนแสดงแนวคิดและหาคำ�ตอบ
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน และคำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  3  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดครบถ้วน แต่คำ�ตอบไม่ถูกต้อง  
					     หรือเขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่คำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  2  คะแนน
				    ✤	 เขียนแสดงแนวคิดบางส่วน แต่คำ�ตอบไม่ถูกต้อง
					     หรือไม่เขียนแสดงแนวคิด แต่คำ�ตอบถูกต้อง	 ได้  1  คะแนน
				    ✤	 ไม่เขียนแสดงแนวคิดและคำ�ตอบไม่ถูกต้อง หรือไม่เขียน	 ได้  0  คะแนน
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กิจกรรมคณิตศาสตร์เชิงสะเต็ม : มื้อนี้ฟรีหรือจ่าย

	 	 กิจกรรมคณิตศาสตร์เชิงสะเต็ม เป็นกิจกรรมหรือปัญหาคณิตศาสตร์ที่มีความเก่ียวข้องกับชีวิตจริง ซึ่งใช้กระบวนการ
ออกแบบเชิงวิศวกรรม หรือศาสตร์ที่เก่ียวข้อง คือ วิทยาศาสตร์ และเทคโนโลยี มาช่วยในการแก้ปัญหา   สำ�หรับกิจกรรมนี้มี 
จุดประสงค์ให้นักเรียนใช้ความรู้เรื่องความน่าจะเป็น มาออกแบบกติกาของเกมหยิบลูกบอล เพื่อสมนาคุณลูกค้าของร้านอาหาร 
โดยมีสื่อ/อุปกรณ์ และขั้นตอนการดำ�เนินกิจกรรมดังนี้

		  สื่อ/อุปกรณ์

	 	 1.	 ลูกบอล (หรือลูกปิงปอง) สีแตกต่างกัน 3 สี สีละ 2 ลูก รวมเป็น	 6 ลูก
	 	 2.	 กล่องทึบ (หรือถังทึบ)	 1 ใบ

		  ขั้นตอนการทำ�กิจกรรม

	 	 1.	 ครูแบ่งนักเรียนออกเป็นกลุ่ม กลุ่มละ 4–5 คน
	 	 2.	 ครใูหนั้กเรยีนช่วยกนัคดิออกแบบกตกิาสำ�หรบัเหตุการณ ์A และ B  ซึง่จะทำ�ใหไ้ดค้วามนา่จะเป็นของแต่ละเหตุการณ์

เป็นไปตามที่กำ�หนด  พร้อมทั้งแสดงแนวคิดในการคำ�นวณความน่าจะเป็น
	 	 3.	 ครใูหนั้กเรยีนแตล่ะกลุม่ทดลองหยบิลกูบอลตามกตกิาทีน่กัเรยีนในกลุม่นัน้กำ�หนด จำ�นวน 30 ครัง้  เพือ่เปรยีบเทียบ

ความน่าจะเป็นทางทฤษฎีและความน่าจะเป็นในทางปฏิบัติ
	 	 4.	 ครูให้ตัวแทนนักเรียนแต่ละกลุ่มนำ�เสนอกติกาที่ออกแบบสำ�หรับแต่ละเหตุการณ์ เพื่ออภิปรายแลกเปลี่ยนแนวคิด 

กับเพื่อนกลุ่มอื่น ๆ
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เฉลยกิจกรรมคณิตศาสตร์เชิงสะเต็มศึกษา : มื้อนี้ฟรีหรือจ่าย

	 	 แนวคิด

	 	 เน่ืองจากมีลูกบอลเป็นสีทอง สีเงิน และสีชมพู อย่างละ 2 ลูก จะกำ�หนดให้ลูกบอลสีทอง สีเงิน และสีชมพู มีช่ือเป็น 

ท1 ท2 ง1 ง2 ช1 ช2 ตามลำ�ดับ

	 	 ถ้ากำ�หนดกติกาให้ลูกค้าแต่ละโต๊ะสุ่มหยิบลูกบอลจากกล่องหรือถังทึบพร้อมกันจำ�นวน 2 ลูก

	 	 ผลลัพธ์ทั้งหมดที่เกิดขึ้นได้จากการสุ่มหยิบลูกบอลขึ้นมาพร้อมกันสองลูก มี 15 แบบ ดังนี้

	 ท1ท2	 ท1ง1	 ท1ง2	 ท1ช1	 ท1ช2

	 ท2ง1	 ท2ง2	 ท2ช1	 ท2ช2

	 ง1ง2	 ง1ช1	 ง1ช2

	 ง2ช1	 ง2ช2

	 ช1ช2

	 	 เพ่ือให้เหตุการณ์ A มีความน่าจะเป็นมากกว่า 0 และน้อยกว่า 0.1   เหตุการณ์ A จะต้องมีผลลัพธ์ที่เกิดข้ึนได้และ

มีไม่ถึง 1.5 แบบ เช่น อาจกำ�หนดให้เหตุการณ์ A เป็นการหยิบได้ลูกบอลสีทองทั้งสองลูก ซึ่งมีผลลัพธ์เพียงแบบเดียว คือ ท1ท2 

จะได้ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ A เป็น —115
	 	 เพ่ือให้เหตุการณ์ B มีความน่าจะเป็นมากกว่าหรือเท่ากับ 0.4   และน้อยกว่าหรือเท่ากับ 0.5 เหตุการณ์ B จะต้อง

มีจำ�นวนผลลัพธ์ตั้งแต่  6 ถึง 7.5 แบบ เช่น อาจกำ�หนดให้เหตุการณ์ B เป็นการหยิบลูกบอลไม่ได้สีทองเลย ซึ่งมีผลลัพธ์อยู่ 6 

แบบ คือ ง1ง2 , ง1ช1 , ง1ช2 , ง2ช1 , ง2ช2 และ ช1ช2 ทำ�ให้ได้ความน่าจะเป็นของเหตุการณ์ B เป็น  —615 หรือ 0.4

	 	 นั่นคือ ควรกำ�หนดกติกาให้ลูกค้าสุ่มหยิบลูกบอลจากกล่องทึบขึ้นมาสองลูกพร้อมกัน และให้เหตุการณ์ A ซึ่งทำ�ให้ได้รับ

รางวัลที่ 1 เป็นเหตุการณ์ที่หยิบได้ลูกบอลสีทองทั้งสองลูก  และให้เหตุการณ์ B ซึ่งทำ�ให้ได้รับรางวัลที่ 2 เป็นเหตุการณ์ที่หยิบ

ไม่ได้ลูกบอลสีทองเลย
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ความรู้เพิ่มเติมสำ�หรับครู

	 การใช้เคร่ืองคิดเลขวิทยาศาสตร์ในการพิจารณาคำ�ตอบของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร

	 	 เราสามารถใช้เคร่ืองคิดเลขวิทยาศาสตร์ในการสังเกตค่า   หรือสำ�รวจสมบัติต่าง ๆ ได้   โดยใช้เมนูหรือคำ�สั่งของ 
เคร่ืองคดิเลข แลว้สงัเกตสิง่ทีเ่กดิขึน้  เพือ่นำ�ไปสูก่ารสร้างขอ้ความคาดการณ ์ สมบตั ิ หรอืคำ�ตอบของปัญหา  ให้พจิารณาตัวอย่าง
ดังต่อไปนี้

	 	 ตัวอย่าง	 จงพิจารณาว่า ระบบสมการในแต่ละข้อต่อไปนี้   มีคำ�ตอบเดียว หรือ มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด หรือ  
	 ไม่มีคำ�ตอบ

	 	 	 	 	 	 1)	 3x + 2y	 =	 2
	 	 	 	 	 	 	 2x + 2y	 =	 -1
	 	 	 	 	 	 2)	 2x + 4y	 =	 2
	 	 	 	 	 	 	 3x + 6y	 =	 12
	 	 	 	 	 	 3)	 x – 2y	 =	 -3
	 	 	 	 	 	 	 -3x + 6y	 =	 9

		  เราสามารถใช้เคร่ืองคิดเลขวิทยาศาสตร์ในการพิจารณาลักษณะคำ�ตอบของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรโดยใช้ 
การนึกภาพของกราฟของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรควบคู่ไปกับการใช้เมนูและคำ�สั่งของเครื่องคิดเลขวิทยาศาสตร์ได้   
โดยไม่ต้องวาดกราฟ  ดังนี้
	 	 	 1.	 จัดรูปสมการเชิงเส้นสองตัวแปรให้อยู่ในรูป  y = mx + b  เมื่อ x และ y เป็นตัวแปร   m และ b เป็นค่าคงตัว  

	 	 	 	 จากตัวอย่างข้อ 1) จะจัดรูปได้เป็น  y  =  - –32x + 1  และ  y  =  -x – –
1
2 

	 	 	 2.	 เลือกเมนู Table

	 	 	 	 สามารถใช้เครื่องคิดเลขได้ดังนี้

				  

	 	 	 	 หรือ  

▼

▲▶▼◀

▶ =MENU

▲▶▼◀

MENU 9
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	 	 	 3.	 ใส่สมการเชิงเส้นสองตัวแปรทั้งสองสมการลงไป

	 	 	 	 สามารถใช้เครื่องคิดเลขได้ดังนี้

		

		

	 	 	 4.	 เลือกขอบเขตของค่า x ที่จะแสดงในตาราง   เช่น   ในที่นี้ ให้สังเกตค่า x ตั้งแต่ -10 ถึง 10 โดยเพิ่มขึ้น 
ครั้งละ 1

	 	 	 	 สามารถใช้เครื่องคิดเลขได้ดังนี้

		

		

		

		

	 	 	 5.	 กด  

▲▶▼◀

=   บนเครื่องคิดเลขอีกครั้ง  หน้าจอจะแสดง

	 	 	 	 ตารางค่า f(x) และ g(x) หรือค่า y ของทั้งสองสมการ

	 	 	 	 ตามค่า x ที่กำ�หนดในข้อ 4  จากนั้นสังเกตค่า x ที่ทำ�ให้

	 	 	 	 ค่า y ของทั้งสองสมการเท่ากัน

23 ▼ +– χ

▲▶▼◀

▶ 1 =

χ ▼– –
▲▶▼◀

21 =

–
▲▶▼◀

1 0 =

1 0 =

1 =
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	 	 	 6.	 จากตาราง สังเกตเห็นว่า  ที่ค่า x = 3  จะทำ�ให้
	 	 	 	 ทั้งสองสมการมีค่า y เท่ากับ -3.5  
	 	 	 	 แสดงว่า กราฟของสมการเชิงเส้นสองตัวแปรทั้งสองสมการนั้น
	 	 	 	 	 	 จะตัดกันที่จุด (3, -3.5)
	 	 	 	 ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบ คือ  (3, -3.5)
	
		  สำ�หรับตัวอย่างข้อ 2)  ตารางที่ได้จะไม่มีค่า x ที่ทำ�ให้ค่า y 
ของทั้งสองสมการเท่ากัน แต่สังเกตได้ว่า เมื่อค่า x เพิ่มขึ้น 1 หน่วย  
ค่า y ของทั้งสองสมการจะลดลง 0.5 หน่วย เท่ากัน  และทุก ๆ ค่า x 
จะมีค่า y ของทั้งสองสมการต่างกัน 1.5 หน่วย เสมอ  แสดงว่า  
กราฟของสมการเชิงเส้นทั้งสองสมการนั้นขนานกัน
	 	 ดังนั้น  ระบบสมการนี้ไม่มีคำ�ตอบ

		  สำ�หรับตัวอย่างข้อ 3)  ตารางแสดงว่าทุก ๆ ค่า x จะมีค่า y 
ของทั้งสองสมการเท่ากันเสมอ  แสดงว่า กราฟของสมการเชิงเส้น
ทั้งสองสมการนั้นทับกัน
	 	 ดังนั้น  ระบบสมการนี้มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด

หมายเหตุ :  	 หากตารางที่ได้ไม่เป็นไปตามลักษณะของตัวอย่างทั้งสามข้างต้น  ให้พิจารณาใหม่อีกครั้งโดยเปลี่ยนขอบเขตของค่า x ที่จะแสดงในตาราง 
และปรับค่าที่เพิ่มขึ้นในแต่ละครั้งให้น้อยลง เช่น  0.25,  0.5  หรือ 0.6  ทั้งนี้  ตัวอย่างของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรที่ใช้จะต้องมี
คำ�ตอบไม่ซับซ้อนเกินไปสำ�หรับการใช้เครื่องคิดเลขพิจารณา  เช่น  คำ�ตอบที่เป็นทศนิยมหลายตำ�แหน่ง  หรือจำ�นวนที่อยู่ในรูปกรณฑ์
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	 การใช้เคร่ืองคิดเลขวิทยาศาสตร์ในการตรวจสอบคำ�ตอบของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปร

	 	 ตัวอย่าง	 จงแก้ระบบสมการต่อไปนี้
	 	 	 	 	 	 3x + 2y  =  2
	 	 	 	 	 	 2x + 2y  =  -1

	 	 เราสามารถใช้เมนูและคำ�สั่งในเครื่องคิดเลขวิทยาศาสตร์ในการตรวจสอบคำ�ตอบ ได้ดังนี้

	 	 	 1.	 เลือกเมนู Equation/Function

	 	 	 	 สามารถใช้เครื่องคิดเลขได้ดังนี้

		

	 	 	 	 หรือ   

	 	 	 2.	 กด 1  บนเครื่องคิดเลขเพื่อเลือกเมนูย่อย

	 	 	 	 Simul Equation  

	 	 	 	 จากนั้น  กด 2   เพื่อระบุว่าเป็นระบบสมการเชิงเส้น

	 	 	 	 ที่มีตัวแปร 2 ตัว

▼ ▼

▲▶▼◀

▶ =MENU

▲▶▼◀

MENU (–)
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	 	 	 3.	 จัดรูปสมการเชิงเส้นสองตัวแปรให้อยู่ในรูป  ax + by  =  e  เมื่อ x และ y เป็นตัวแปร   a, b และ e เป็นจำ�นวนจริง 
ที่ a และ b ไม่เป็นศูนย์พร้อมกัน จากนั้น ใส่ค่า a, b และ e ของแต่ละสมการลงในเครื่องคิดเลข

	 	 	 	 สามารถใช้เครื่องคิดเลขได้ดังนี้

		

	 	 	 4.	 กด     บนเครื่องคิดเลขอีกครั้ง  หน้าจอจะแสดงค่า x 
	 	 	 	 ที่เป็นคำ�ตอบของระบบสมการ

	 	 	 	 จากนั้น กด     บนเครื่องคิดเลขอีกครั้ง  หน้าจอจะ
	 	 	 	 แสดงค่า y ที่เป็นคำ�ตอบของระบบสมการ

		  สำ�หรับระบบสมการเชิงเส้นที่มีคำ�ตอบมากมายไม่จำ�กัด 
	 	 หน้าจอจะแสดง Infinite Solution

	 	 สำ�หรับระบบสมการเชิงเส้นที่ไม่มีคำ�ตอบ 
	 	 หน้าจอจะแสดง No Solution

3 = =2 1 =

2 = =2 1 =–

=

=
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	 การใช้เครื่องคิดเลขวิทยาศาสตร์ในการสุ่มจำ�นวน

	 	 ในการเรียนเกี่ยวกับการทดลองสุ่มในเรื่องความน่าจะเป็น   นอกจากเราจะใช้การโยนเหรียญหรือการทอดลูกเต๋า 
ในการเรียนการสอนแล้ว  เรายังสามารถใช้คำ�สั่งในเครื่องคิดเลขวิทยาศาสตร์ในการสุ่มจำ�นวนเต็มได้โดยใช้คำ�สั่ง RanInt  ดังนี้

	 	 	 1.	 เลือกคำ�สั่ง  RanInt เพื่อสุ่มจำ�นวนเต็มในขอบเขตที่กำ�หนด

	 	 	 	 สามารถใช้เครื่องคิดเลขได้ดังนี้

		

	 	 	 2.	 กำ�หนดขอบเขตของจำ�นวนเต็มที่ต้องการสุ่ม ในที่นี้กำ�หนดให้สุ่มจำ�นวนเต็มตั้งแต่ -5 ถึง 5

	 	 	 	 สามารถใช้เครื่องคิดเลขได้ดังนี้

			 

	 	 	 3.	 กด  

▲▶▼◀

=   บนเครื่องคิดเลข  หน้าจอด้านขวาล่างจะ

	 	 	 	 ปรากฏจำ�นวนที่สุ่มขึ้น

	 	 	 	 และเมื่อกด  

▲▶▼◀

=   เรื่อย ๆ หน้าจอก็จะปรากฏจำ�นวน

	 	 	 	 ที่สุ่มขึ้นในแต่ละครั้ง  และจำ�นวนนั้นจะอยู่ในขอบเขต
	 	 	 	 ที่กำ�หนดขึ้น

▲▶▼◀

ALPHA •

5 ) 5 )SHIFT–

บทที่ 4 | ทศนิยมและเศษส่วน 379คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี



บรรณานุกรม

ราชบัณฑิตยสถาน. (2543). ศัพท์คอมพิวเตอร์ ฉบับราชบัณฑิตยสถาน (พิมพ์ครั้งที่ 5). กรุงเทพฯ: อรุณการพิมพ์.

ราชบัณฑิตยสถาน. (2546). ศัพท์วิทยาศาสตร์ อังกฤษ–ไทย ไทย–อังกฤษ ฉบับราชบัณฑิตยสถาน (พิมพ์ครั้งที่ 5). กรุงเทพฯ: 
อรุณการพิมพ์.

ราชบัณฑิตยสถาน. (2553). พจนานุกรมศัพท์คณิตศาสตร์ ฉบับราชบัณฑิตยสถาน (พิมพ์ครั้งที่ 10). กรุงเทพฯ: นานมีบุ๊คส์ 
พับลิเคชั่นส์.

ราชบัณฑิตยสถาน. (2554). พจนานุกรม ฉบับราชบัณฑิตยสถาน (พิมพ์ครั้งที่ 2). กรุงเทพฯ: นานมีบุ๊คส์พับลิเคชั่นส์.

ราชบัณฑิตยสถาน. (2557). ศัพท์ต่างประเทศที่ใช้คำ�ไทยแทนได้ (พิมพ์ครั้งที่ 4). กรุงเทพฯ: นานมีบุ๊คส์พับลิเคชั่นส์.

ราชบัณฑิตยสถาน. (2558). พจนานุกรมคำ�ใหม่ เล่ม 1–2 ฉบับราชบัณฑิตยสถาน. กรุงเทพฯ: นานมีบุ๊คส์พับลิเคชั่นส์.

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี. (2556). คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติม คณิตศาสตร์ เล่ม 2  ช้ันมัธยมศึกษาปีท่ี 3  
(พิมพ์ครั้งที่ 2). กรุงเทพฯ: โรงพิมพ์ สกสค. ลาดพร้าว.

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี. (2558). คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน คณิตศาสตร์ เล่ม 1  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 3 
(พิมพ์ครั้งที่ 3). กรุงเทพฯ: โรงพิมพ์ สกสค. ลาดพร้าว.

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี. (2559). คู่มือครูรายวิชาเพ่ิมเติม คณิตศาสตร์ เล่ม 2  ช้ันมัธยมศึกษาปีท่ี 3 
(พิมพ์ครั้งที่ 2). กรุงเทพฯ: โรงพิมพ์ สกสค. ลาดพร้าว.

สำ�นักงานราชบัณฑิตยสภา. (2559). พจนานุกรมศัพท์คณิตศาสตร์ ฉบับราชบัณฑิตยสภา (พิมพ์ครั้งที่ 11). กรุงเทพฯ:  
สหมิตรพริ้นติ้งแอนด์พับลิสชิ่ง.

บทที่ 4 | ทศนิยมและเศษส่วน380 คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี



คณะผู้จัดทำ�

คณะที่ปรึกษา
ศ. ดร.ชูกิจ  ลิมปิจำ�นงค	์ สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
ดร.วนิดา  ธนประโยชน์ศักดิ์	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
ดร.ศรเทพ  วรรณรัตน์	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

คณะผู้จัดทำ�คู่มือครู
นางนงนุช  ผลทวี	 โรงเรียนทับปุดวิทยา  จังหวัดพังงา
ดร.เชิดศักดิ์  ภักดีวิโรจน์	 โรงเรียน ภ.ป.ร. ราชวิทยาลัย ในพระบรมราชูปถัมภ์     
	 จังหวัดนครปฐม
นางมยุรี  สาลีวงศ์	 โรงเรียนสตรีสิริเกศ  จังหวัดศรีสะเกษ
นายรัฐพล  กัลพล	 โรงเรียนสาธิต “พิบูลบำ�เพ็ญ”  มหาวิทยาลัยบูรพา    
	 จังหวัดชลบุรี
นายถนอมเกียรติ  งานสกุล	 ข้าราชการบำ�นาญ
นางสาวดนิตา  ชื่นอารมณ์	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
นางสาววรนารถ  อยู่สุข	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
นางสาวจันทร์นภา  อุตตะมะ	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
ดร.รณชัย  ปานะโปย	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
นางสาวสิริวรรณ  จันทร์กูล	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
ดร.อลงกต  ใหม่ด้วง	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

คณะผู้พิจารณาคู่มือครู
รศ. ดร.อัมพร  ม้าคนอง	 จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย
ผศ. ดร.ไพโรจน์  น่วมนุ่ม	 จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย
ผศ. ดร.ชนิศวรา  เลิศอมรพงษ์	 มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์
ผศ. ดร.วันดี  เกษมสุขพิพัฒน์	 มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์
ผศ. ดร.อรรถศาสน์  นิมิตรพันธ์	 มหาวิทยาลัยสวนดุสิต
นางนงนุช  ผลทวี	 โรงเรียนทับปุดวิทยา  จังหวัดพังงา
ดร.วัลลภา  บุญวิเศษ	 โรงเรียนเบ็ญจะมะมหาราช  จังหวัดอุบลราชธานี
ดร.เชิดศักดิ์  ภักดีวิโรจน์	 โรงเรียน ภ.ป.ร. ราชวิทยาลัย ในพระบรมราชูปถัมภ์     
	 จังหวัดนครปฐม

บทที่ 4 | ทศนิยมและเศษส่วน 381คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี



นางสาวอัจฉรา  วันฤกษ์	 โรงเรียนวิทยาศาสตร์จุฬาภรณราชวิทยาลัย มุกดาหาร     
	 จังหวัดมุกดาหาร
นางมยุรี  สาลีวงศ์	 โรงเรียนสตรีสิริเกศ  จังหวัดศรีสะเกษ
นายรัฐพล  กัลพล	 โรงเรียนสาธิต “พิบูลบำ�เพ็ญ”  มหาวิทยาลัยบูรพา    
	 จังหวัดชลบุรี
นายถนอมเกียรติ  งานสกุล	 ข้าราชการบำ�นาญ
ผศ.ลัดดาวัลย์  เพ็ญสุภา	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
นางสุวรรณา  คล้ายกระแส	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
นายสมนึก  บุญพาไสว	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
ผศ.มาลินท์  อิทธิรส	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
ดร.อลงกรณ์  ตั้งสงวนธรรม	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
นางสาวดนิตา  ชื่นอารมณ์	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
นางสาววรนารถ  อยู่สุข	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
นางสาวจันทร์นภา  อุตตะมะ	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
ดร.รณชัย  ปานะโปย	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
นางสาวสิริวรรณ  จันทร์กูล	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
ดร.อลงกต  ใหม่ด้วง	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

คณะบรรณาธิการ
รศ. ดร.อัมพร  ม้าคนอง	 จุฬาลงกรณ์มหาวิทยาลัย
ผศ. ดร.วันดี  เกษมสุขพิพัฒน์	 มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร์
ผศ.มาลินท์  อิทธิรส	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

คณะทำ�งานฝ่ายเสริมวิชาการ
ฝ่ายนวัตกรรมเพื่อการเรียนรู้	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
นางวนิดา  สิงห์น้อย	 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

ออกแบบรูปเล่ม
บริษัท เธิร์ด อาย 1999 จำ�กัด

บทที่ 4 | ทศนิยมและเศษส่วน382 คู่มือครูรายวิชาพื้นฐาน | คณิตศาสตร์  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี




